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Introduction

　　　　　SK　i．　1〈”　ecentiy　S．　Chandrasekhar，t　in　1）is　investigatioR　of一’，・tke　e，quili－

brium　of　the　slowly　rotating　and　tidally　distorted　polytropes，　made　aR

kliportant　extenslon　to　EmdeiYs　rasearches　oi3　the　polytropic　gas

spheres．　Hlis　works，　however，　are　confined　to　rather　sniall　distortion

so　that　its　hig’her　order　terms　can　be　nes，一lecte．d．

　　　　　工衝01n　qu三te　different　poillt　of　vie、v，亡he　Sa！ne　problem　has　a董so

been　dlscussed　by　Jc）ans2　£or　the　con．iplete　sequen¢e　of　tlie　geometry

of　configurations　for　all　raRge　of　clistortion．　According　to　his　iRves－

tl．crations，　a　．cras　sphere　rotating　as　a　rigid　body　can　break　up　in　two

clistinct　w－ays　：　either　by　fission　into　two　detached　masses　as　in　a　liquid

star；　or　by　a　process　of　equatorial　1）real〈一up　after　a　lenticular　shape

as　in　the　Roche　moclel－according　as　the　polytropic　index　n　is　less

or　greater　than　s／6．　A　simiiar　resu／t　xvas　obtai．ned　as　for　a　gener－

alized　Roche　model　consisting　of　ca　homogeneous　incompressible　na．zss

of　finite　size　and　of　finite　density　surrounded　by　an　atmospliere　ot’

negligible　density．　lt　was　showi3　tliat　the　critical　point　occtirs　whe，n

the　ratio　of　the　volume　of　the　atmosphere　to　that　Q£　the　nucleus　is

of　the　value　of　about　i／3．

　　　　S2．　Similar　circumstances　are　found　ainong　non－i’otatii3g　gaseous

．models，　The　Roclie　modei　corresponds　to　the　polytrope　n：＝一r　s　and

tlie　liquid　star　to　that　of　n＝o．　The　central　condensation　is，　however，

so　pronounced　fo　1－po董ytrope＄w量亡h董arger　i13．dices　that　in亡he量nves亡19・a亡iotユ

i．　Chandrasel“har：　“’i．　N．，　g3　（ig33）　r）t）O，　4・lg，　462　and　539

2・　2「箆6Prob～ど〃〔ゾCos〃og・vノくJノごτ〃‘♂・5’tu～1（rr∠～ア〃（T〃！bs，　P．エ86
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　　o．f　the　equilibrium　of　their　outer　layers，　their　own　gravitational　attrac－

　　tion　may　be　well　neglected．　Or　in　other　words，　in　siich　cases，　we

　　can　cletermine　approximate　distribution　of　the　denslty　in　the　outer

　　regions　as　an　extended　Roche　model，・　by　tal〈ing　only　the　attraction　of

　　the　nucleus　into　accoutit　and　assiiming　an　appropriate　polytropic　re－

　　lation　between　the　pressure　and　the　denslty．　一At　a　certain　botmclary

，　the　pressure　a－d　the　pressure　g’radient　must　be　continuous　with　those

　　of　the　nucleus　which　is　in　itself　in　inechanical　equilibrium．　lkHor　ex－

　　ample，　the　polytropeク1＝＝3cOntains　go　percent　of　the　！nass　withill　th（：｝

　　sphere　of　about　half　the　racli｛is’and　in　this　case　the　temperatiire　ip　for

　the　present　model　x／vM　talx’e　the・form

‘・・一・’r〃、ノξ，〈1－11．）

　where　一2tt’gt2　is　the　niass　within　the　sphere　of　radius　＆．　The　accuracy

　of　this　approximation　can　be　seen　from　tlte　following　short　table．

　　　　　D・・・・・…1・…Tem・・…一・竪1虞総監ll11贈脇
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e｛壬k）ct　of　the　rotation　or　o£　the　t董dal　force　increa＄es　rapidly

regions　where　the　density　becomes　insigBi且cant．

sekhar，　for　examp圭e，　the　level　surface　i　n

｛s　given　by

　　　　　　　　　　・2t（ξ）十”U｛ψo（ξ）一jL’ψL’（ξ）為（cOSθ）｝・＝＝constalkt

and、　since　the　d（≦v量ation　of　this　surface　from　a　sphere　is　sma11，　the

oblateness　σwill　be　eas｛1v　found　as　fo1．10ws：

　　　　　　　　　　　　　　　　　う　　　　　　　　　　　　に
　　　　　　　　　　…遥ψ・（ξ）／ξ・〆

Taking　the．． 魔≠撃浮?　ofψ2（ξ）from　h｛s　paper，　we　find　that　the　oblateness

atξ＝・4．o　is　about　one　fourth　of　thεしt　of　the正）oundary　surface．

　　　　ConsequeRtly　wcπ｝ay　infer　that　the　devi…Lt｛0110至inner］e、zεし1　surfacos

of　continuation，　the　divL’一r－

gence　from　true　values　will

s，raduaily　appear　as　we　pro－

ceed　inxvards，　but　the　ap－

proximation　seems　to　be
most　preferable　at　least　for

the　outermost　layers．

　　　　　On　the　other　hancl，　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　in　these

　　　　　A，ccord量ng　to　Cha韮ユdra－

　a　sloxvly　rotati　ntg　polytrope
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from　sphere　is　stM　small　even　when　the　rotatiori　is　so　rapid　that　the

fr6e　surface　begins　to　break　ttp　．equ．atrially；　that　ls，　in　such　cases，

althbutgh　the　solution　of　Chanclrasekhar　gives　a　good　approxlmation

for　inner　regions，　the　configurations　of　outer　hc　yers　Will　be　represented

more　preferably　by・the　extended　1〈oche　modei．　Moreover，　since　in

this　model　the　main　dien　cultles　met　iti　tl？e　calctilatiQn　of　the　gravita－

tional　potential　aye　eliminated　an（1　in　actua！・　applications　the　config’ura－

tions　of　outer　iayers　of　the　polytrope　n＝3　is　of　most－inteyest，　it　will

be　worth　while　to　rediscuss　the　problem　from　’this　point　of　view　aR（｛

to　consider　some　applicaeions．

　　　　St　r，．　IL”he　problem　is　simple．　SUppose　that　throzlghout　the　model

the　total　pressure　一P　is　related　to　the　density　p　by　mdans　of　the　relation

　　　　　　　　　　．1）＝：k’p’k’　’　（i）

．and　that圭七is　s・bject　t・・蹴・評・if・rm　r・t・ti・…i・tid・11y漁・t・d・

l／t　is　．requiyed　£o　determine　the　eituilibri’um　states　of　the　outer　layers

by　tal〈ing一　into　acc．　ount　only　the　gravitational　attraction　of　the　nucleus

which　is　i．n　turn　in　mechanical　equilibrium．　The’　level　surface　forming

the　bounclary　of　the　nucleus　is　supposed　to　be　ellipsoidal，　and　the

pressure　and　the　pressut‘e　gradient　iR　the　two　regions　E　re　made　con－

tinuous　on　this　surface．

　　　　IR　such　ic　inodel，　as　is　well　1〈nown，　if　we　introdutre　the　variabl’e．

こノ’（lefined．　by　the　equation，

　　　　　　　　　　ψ二ψ、u，

vb　beingv　tl｝e　total　potential，　the　temperature，　density，　and．　pressure　are

p・・P・蜘・・1t・U，び三・ndぴre・p・ct…vely・絹s　c・・v・・ie・t　t・meaL

sure’
@tlie　radius　vector　（？　by　the　stanclard　iinit　，V／tXttC　，　wl’｝e．re　the．

sLiffix　c　ineans　their　c（，mtral　values．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　多
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　The　Rotational　Problem

　　　　k．　As’sumlngr　that　the　gravi．tational　potentiai　satisfies　Poisson’s

equation　i．n　the　nucleus　and　Lap！ace’s　equation　ln　the’ @outer　re．crions，

the　distributioR　of　the　total　poten．tial　U　i　R　the　model　star　rotating　with

a　coi3stant　angular　velocity　（v　is　gove．rnecl　by　the　differential　eq｛iatioB

　　　　　　　　　　rUL’，，　＝＝　zi一　（／，　，．3　（：）

or

　　　　　　　　　　fi’！乙Jc，＝2ソ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

．
宅
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wliere　v　is　e’2／2TGp．一according　as　the　nuclear　or　the　outer　regions　aye

concerned．　ln　the　exact　problem，　equation　（2）　should　be　satisfied

throttghout　the　star　ancl　formally　．　the　approxi．mation　by　（3）　will　be

adequate　when　C／3　is　smatt　compared　with　rv．

　　　　The，solution．of　equation　（2）　wM　be　given　by

　　　　　　　　　　　u，，（e，e）＝2．d（e）十w｛sb，（g）一t－a，sb，（g）i［｝，（cos　e）｝　．　（4）．

if　we　neglect，　following’　Chandr’asei〈har，　the　higher　orcler　terms　in　or

and　reserve　oflly　tlie　spheroiclal　terins．　1＋lere　0　is　the　colatitude，　．tP2

the　工egeRdre　fullctioll　o£　second　order，σ2　a　constant　of　iRtegration，

and　u，　¢o　ancl　gt，，　satisfy　£he　following　equations：

　　　　　　　　　　　　S，　一一，lte－rg・・一・一（6］一｛／zi；一ii　）＋．3，，，，．

　　　　　　　　　　　　ili，wh・　’　一2ifr（6L’wwfiiti21L”　）＋　r）2tL’sLr｛，一　i　＝　o

　　　　　　　　　　　　最（ξ・饗）鴇＋・・～ψ、一．

The　first　of　these　is　Emden’s

“　associatecl　Emden’s　£unctions”　¢o　and’　gtL｝　are

and　tabulated　by　Chandi’asel〈har　（loc．　ciZ．，　p．　404）．

　　　　The　solution　of　equation　（3）　will　be　of　the　form，

　　　　　　　　　　　“謬＋・〔bnS／　」PL，（Cos　O）＋誓

where　ITf，　b2　and　C　are　constic　nts　of　integration

the　condition　oR　the　bounctary　level　surfac　ce　of　th

s7（／o　sliLouldt　be　contiiririotts　respectively　with

the　equatlon　of　tke　bouncl．ary　in　the　form，

　　　　　　　　　　ξ＝＝ξi〔1十り｛ε｛ジ十一ε2為（COSθ）｝〕，

these　constants　care　found　to　be

tJ4＝＝　lf，（i　＋　ndM）

o＝G（1十泌。）

・，一三3細）

　　　　　I

a2＝＝
@6　滋／ψ2（ξ孟）

（5）

differential　equation　o£　inclex　3，　and

　　　　　　　　　　　　　ntimerically　integrated

｛1　＋・．、P，，（…θ）｝〕＋C，

（6）

　　　　to　be　determlned　by

　　e　nucleus　that　（fo　and

el，，　and　ff　U．．’　1£　we　x・vrite

（7）

（8）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　・・＝：一ξ幽ノψ・（ξ・）

　　　　　　　　　　　　　　　I　　　　　I
　　　　　　　　　　SL｝　：rr　一“’II；；t7；7－llt　A，

xv・here　xv・e　put

　　　　　　　　　　／］．41　＝　一　e122tlt

　　　　　　　　　　　Cl　：2t．t十61？t！

　　　　　　　　　　細作｛誓一ψ・’（ξ・）二；；碧・（ξ1）｝ξ～

　　　　　　　　　　　・r，・c・・：一．亀㌔糊（ξ、）＋（汁；li、擁）

　　　　　　　　　　A一・ξ，・｛・＋嬬噸’（ξ・）鵬）｝一L．　，

As　already　shoxvn　by　Chandvasekhar，　there　is　mass　i

compared　with　the
The　values　of　dfi4，　a，，，　so　and　e，）　re’ モ撃浮モ?　to　those　given　by

take　6t＝＝6．go　where　ui＝：o・

（9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　increase　7．，21’／idfl，f

correspondin．c．r　spherical　star　of　eqtial　central　clensity．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　him　if　xve

　　　　The　inunerlcal　values　of　these　constants　calculate（1　for　thrc｝e．　c．ase＄

are　summarized　hi　the　follo“；in．cr．．　table．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rrable　1

　
1

｝
、

4nyso

s・oo

6．go

ii）g’Ii

1・974

2．ooI

：．olS

AM

5－38

5・77

6．13

…
C

逼α283斗

一〇．28go

－O．2920

AC

12．68

12．97

13・45

a2 b2912
0ξ

　
り
一

∈

一〇．71S

－o．72r

－O，　一／23

一2．82i　4．8g

－2・．60　1　6．So

－1．421　20．0

ニ

｝　　9・1、3；
i
：
1

　　　　The　meaning　of　the　continucation　at　6t＝：6．go　is’somewhat　ambi．o．．一u－

ous　in　its　original　sense．　and　it　xvoulc！　seein　that　the　soluti．on　（fo　thus

’obtained　can　not　be　appliecl　to　rapi．dly　rotating　stars．　But　it　may　be

taken　for　a　limlting　case　or　that　which　reduces　to　the　solution　of

Chandrasek’har　when　the　rotation　is　slow．

　　　　＞gss．　Thq　second　term　in　the　eq　uation　of　ifLle　“，　ill　be　ascribed　tc

tlte　deformation　of　the　pucle“s　but　since　l　b2÷14g’！1　is　less　than　“nity

near　the　external　boundary　indicated　by　（，，o＝：o　ancl　z，　is　about　o．oo4

even　at　the　critical・point　as　shown　later，’　it　may　be　safely　neglected

compared　with　the　first　term　so　long　as　the　outermost　layers　are　con－

cerned．’　Thus　xve　find　for　the　eqtiation　of　the　external　boundarsr’

“
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　　　　　　　　　　　　［｛ilz4T’＋，．，一！1｛tisill；｝ww¢tLsinO）’＋c．．．　（io）

If　xve　denote　the　equatorial　and　the　polar　radi　us　by　6．　and　g“v，　w・e　have

・　乱一一誓（1＋、磐ξが／
　　　　　　　　　　　e．　．．，　一一　4，￥　一V　’　」　（．！i）

and　s．　inc．e　the　“oblateness”　a　may　be　’x・vritten

　　　　　　　　　　　・ニヒ｛ひ…＝一斗を窺，

we　have　agcai　n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M

　　　　　　　　　　　gfie”＝一x’；t’”（whl’t　a）th　（ii）a

and
　　　　　　　　　　　a（i－a）？＝T一　一’wwfa’b　（ww｛？lf一’4’）2’．　．　．　”　（i2）．

lllere　both　t］t／　ancl　C　are　f’unctions　of　7．，，　and　therefore　the　v・al　ues　of

tr，．8p　and．8，　can．．each　．be　c－alculaYed　b＞r　these　eqpations．　Iln　particul．ar，

xvhen．z，　is　sniall，　ff　ina）r　be　xvritten

　　　　　　　　　　　　　　　　　　丑搾　　　　　　　　　　　　　　　一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r，；　1一1i一：7．1ag　’　（13）　　　　　　　　　　　σ＝＝一τ’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　4・　C，

to　the　first　order　anci　depencl　on　the　ordinary　Emcien　’functioB　alone．

The　numerical　value．of　ao　irg　40．8　for　gt　＝6．go，　xvhich　is”’　a　little　sinaller

tha’n　thcat　of　C’@handrasel〈har，　÷’　eL｝＝4i．8．　C’liiis　is．evidently　because　we

neg．’lect　the　correction　due　to　the　deformation　of　£lne　nuclexis．

　　　　The　radius　o£　the　non－rotatlng　star　is　giv・en　by

　　　　　　　　　　　．．．　n／／，

　　　　　　　　　　g”一2＝一X・，：nm一　（i4）

and　since　appare．　nt］y

　　　　　　　　　　　e．×〈6，｝×〈g，，

there　inust　be　soinewhere　the　raclius　S＝＝eb　for　which

　　　　　　　　　　　　　　　　　　dC－A14

　　　　　　　　　　　・in2θ・＝一の7』　　　　　　（・5）

lndifferently　to　7，，．



Distorted　Outer　Layers　of　tlte　Sta？’s．

　　　　Finally　the　criticai　stage　occurs

　　　　　〆乙㌔

and　t，s’　vanishes　at　the　equator．

　　　　　　　　　　　　　Table　III

一〇　03
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2
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1？ig．　i．　Oblateness　a

when　the　rotation　becomes　rapid

This　’モ盾獅р奄狽奄盾氏@follows

　　　　　　　　　　　　　　　！ヲ∫

　　　　　　　　　ξ嚢＝2

　　　　　　　　　　　　　　　f”

　　　　　or　substituting　this　in　（ii），

　　　　　we行nd

　　　　　　　　　乱』．1．ξP－1喜，

O・4

｝3

o・a

Q・t

＆
一
俳

？xIo3
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Srwsoo

執tovgo

£撫臨．

ひ。

　　　　　　　　卜0　　　　　　　　2・0　　　　　　　　3・0

8i　xvilknake　much　difference

in　the　acttiai　applications．

　　　　In　order　to　illustrate

the．　contrast　with　tlie．　solu－

tion　ot’　Chanclrasel〈har，　I

ploe　in　．Fig．　i　and　2　the

oblateness　a　and　the　equa一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　盈

terial　eloBgatio．　n　tige＝＝ili

－i　against　7．，，　where　the

lower　straight　lines　corres－

pond　to　his　solutions．　The

divergence　comes　into　ap－

pearaftce　rapidly　for　”u　．o’reat－

er　than　o．ooi，　the　oblateness．

being　about　clouble　of　his

40

04

O・3

O・2

o・t

oe

　　　　　　shoNving　that　tlie　critical

　　　　　　oblateness　is　one　third　irres－

　　　　　　pective　of　the　value　of　6i　as

　　　　　　in　the　case　of　the　orclinary

　　　　　　1〈oe．he　model．

　　　　　　　　　　IVhe　nuinerical　Nralues

　　　　　　of　rhese　characteristics　ai’e

　　　　　　calculated　for　three　values

　　　　　　of　6，　（’Jrable　III）．　Their　niutu－

　　　　　　al　’clivergence　is　hot　so　great

　　　　　　that　tlie　ambigtiity　oxving’

　　　　　　to　the　arbitrary　se．lec’tion　of

I？ig．　2・．　Eqtiatorial　Elonq．　ation　AP．，

t
a彗。

．9『ゴ・

主，＝5・b’o

三，濫690

u・xゆ3

thm，imekftah：

te 2－O 5・O ；o・
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xralue　for　tiie　critical　rotat．ion．　The　varia．tiQn　4p　．Nvith　z，　is．nearl）r　con－

staikt　so　that　the　critical　equatorial　elongation　is　practically　incl，qpe｝ident

of　6i　and　is　found　to　be　aboyt　o．46．

　　　　sR6．　The　ar，c．ruments　made　in　the　proceecling　at’ticle　can　be　appliecl

to　imier　level　surfaces　if　xve　replace　C　by’　C一　Cvif）　but　here　the　effeet

of　the　deforniation　of　the　nucleus　gracltnc　lly　beconaes　more　sigiiificant

as　“re　proceed　IRwards　ancl　it　is　safe　to　solve　eq｛iation　（6）．directly．

　　　　The　oblateness　at　6i＝4．so　and　’s．oo　is　estinnc　tecl　by　（7）　to　be　abotit

o．os　and　o．07　for　criticcal　rotation　respecti．v・aly，　showing　that　the　solu一一

tion　of　Cl｝cftndrasel〈har，　as　expectecl，　g’ive，s　a　．c．ToQd　approximation　for

inner　’regiolls　e．Vell　ill　tlle　Cl’itiCE　i　Stcl．O．’e．

　　　　Above　c．alculations　al．1　refer　to　the　standftc　rc｛　raclitis　（F，　and　since

the　actual　rad量us　is　quite　ar1）i．trary　for　the　spherical　pQlytrope　クz＝3，

“re　can　say　nothin．o．g’Eboi＃，the　variation　of　the　actual　radius　xvith　the

rotation．　lt　will　be．　of’some　interest　to　convert　s）．　int．g．　the　mean　den－

sity　p一　and　to　express　the　criticai　rotation　by　using　tke　latte．r．　The

vol！nne　Ji　of　the　II〈oche　inoclel　at　the　cr．itical　point，．as　xvell　it’noxvn，

ls　eaual　to

　　　　　　　　　　Ll；　6L’　×　o．iLgo，”，73＝g：g’　6，S　×　1．（．i）S

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3

so　that

　　　　　　　　　　　　　　llt2’ny　1十A2］／f’ficritical

　　　　　　　　　　p　＝7，r　＝，O”t　”””’i’1’6’g””’’’”

lt．lere　p．　is　the　mean　density　of　the　corresponding　spherical　polytrope

ancl　is　equa！　to　p．／s4．36．’　lillence　xv・e　have　for　the　critical　rotation

　　　　　　　　　　　　　（vL’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　篇＝89」×z℃r誌ica里，
　　　　　　　　　　　　2πθ戸

xviiich　’becoines　o．3k4　i，　o．r），s‘y　and　o．r）（x　respectively　for　tlie　above　three．

values　of　6il’and　their　niean　value　is　prac．tically　the　sanie　as　that

estimated　b＞r　Jeans　（o－P．　ciZ．，　p．　：oO．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　The　Binary　Problem

　　　　＞g／7．　IL］ire　consicler　in　thls　section　the　steady　configurations　of　a

binary　whose　orbit　is　circular一　and　for　which　the　period　of　the　rotation

is　equal　to　that　of　the　revolution．　s
　　　　Take　the　centre　of　g　ravity　of　the　primary，　n！as　the　origiii　of　the

coordinate　systein，　x－axis　in　the　clirection　o．　f　・the　secondary，　！］，／ft　ancl
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tt・，一一axis　parallel　to　that　of　the　rev・olution．　’　The．　n　the　clirection　cosines

of　a　raclius　ve．　ctor　are　g．．　iven　b）r

　　　　　　　　　　2＝　cos　g）　sin　e，　／i　＝：　sin　so　sin　O　and　y＝：cos　fi，　（i　6）

w・here　0　is　the　colatitude　ic　ncl　g　the．　longitticle　measured　from　x－axls．

　　　　Tlie　£undament．al　differential　equations　（2）　and　（3）　to　be　satisfied

by　the　po’tentical　xv－ill　reinftt　in’ 浮獅モ?ａｎｇｅｄ　in　the　present　problenn，　but

here　tl｝e　rotation　shoulcl　1［）e　replacecl　b＞r　the　rev・olution　around　the

ce．ntre　o’f　g　ravity　of　tho．　ss．rsteni　and　it　fo．　llo．　xvs

　　　　　　　　　　　　　　　　ω‘ユ　　　　　　コ■ノ十ノlf

　　　　　　　　　　7”＝：pt，rrG．＝”2’Lnm－7t．：）　ww一’　（17）

where　a．　is　tl｝e　clistance　between　ti／e　two　bodi．es　mei，　sured　in　the

standard　unit．

　　　　Now　their　solutions　wiil　be　expressecl　in　the　forin

　　　　　　　　　　乙ζ、二三％十Zl｛ψ‘｝（ξ）十a，・9「s（ξ）P，（の｝十σ〆ψ2（ξ）■も（2）　　　　（i8）

　　　　　　　　　　u，，一苧＋・｛1鋤・誓｛・一為（・）｝〕＋・

　　　　　　　　　　　　　　＋雛（・）＋礁÷三冠（・）｝，（lg）

so　lon．g　as　the　effect　of　the　cleformation　o£　the　secondary　c．an’ b?，　neg－

lectecl　and　the　boundarv　surface　of　the　nucleus　c，an　be　take．n　fo．　r　an

ellipsoid．　H：ore」41、　is・the　mass　of　the　niicleus　alldξノmeans　the〔lis－

tance　from　the　cei／3tre　of　．crr．av，ity　of　the　secondary，　viz．

　　　　　　　　　　　1’・…1←（1－2ノトη一トη！）㌔＋・君（・）＋・2・？，，（・）＋…・（・・）

u　being　e／a．

　　　　Constcknts　of　integration　in　（i8）　ancl　（ig）　can　be　de．termineci，　ag．

before，　by　tke　conditions　on　the　boundary　surt“ace，　xvhic．h　ni，ay　be　noxxr

xvrt．　tten

　　　　　　　　　　ξ螺ξ、｛什Zlε。＋τ’・，P，（リ）＋・鴇（2）｝．　　　　（21）

But　sinco　the　teyms　inclependent　of　？，　in　these　equations　are　of　the

si，　me　form　as　in　the　rotational　probleTn，　tha　xralues　o’f　］・f，，，　1？・d｝，　C，　aL），

eo　i，　nd　e，，　wili　be　given　by　（8）．　The　sahie　proces　s　．ff．　iv・es　the　other

three　constants　，”ts　folloxvs：

　　　　　　　　　　一旗÷～（制　　
tt

j
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　　　　　　　　　　・，・一面ξ詰・，’一’ψ暴1）」（22）

where　／1　is　the　same　as　given　by　（g）．

　　　　Tt　is　convenient　for　tlie　present　problem　to　adopt　＆＝：6．go　as　the

place　of　continuation　ac　nd　to　introduce　the　folloNx’ringny　two　parameters　；

　　　　　　　　　　　　　　　　　2グノ

　　　　　　　　　　7．．，，t　＝＝　vi　’一’”21’1”　’　’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　，〉　（23）
　　　　　　　　　　7・t　・？171・（汁÷）一二ン．

　　　　llrhe　constants　appearintt　it）．　（，rf｝　xvill　now・　become　after　some　rectuc－

tions

　　　　　　　　　　　　　　　　　」ノ

　　　　　　　　　　！’tf”＝

　　　　　　　　　　　　　　　正一伊ノ∠IM／

　　　　　　　　　　　C　　　　i
　　　　　　　　　　　ノ｝、！　＝一．一ξ1【一（1＋τノ∠ICソ）

　　　　　　　　　　　1　7？t　b2t　b，．，　2b2
　　　　　　　　　　T7」アーz’沼アーe・　Tl’＝9・・12τ〆・

w・　here

　　　　　　　　　　認・÷・準一・・／

　　　　　　　　　　dct．，・一g．一一一一，一sk，ilil｝L）（？）・．．．．．ss．，　’　」’

Substituti’ng　these　vahies　in　（ig），　xve　have

　　　　　　　　　　　診÷α二三・）ず・・，（・）｝＋〆蕃

　　　　　　　　　　　　　　＋ゴ鶴一（1＋・・）｝÷＋・・醐・

　　　　tsg8．　The　terms　containing　6－3

niay　be　ascribed　to　the　effect　of　the　deforincation　of’

11’owever，　since，　near　the　external　boundary　indicated　by

are　insignificant　as　compared　wlth　the　first　term　l

the　followin．o．’　discussions　as　in　the　rotational　problem．

tain　for　the　free　boundary

　　　　　　　　　　　拷（i＋2itl〈7f）v2｛i－pL，（v）〉＋岳謬｛凌

（24）

｛　1　一　．R2（v）　｝

）F
δ

　
つ
榊（

in　the　right　of　the　aboxr・e　equation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　the　nucleus．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乙る＝＝o，they

　　　　　　　　　　　　　we　neg’lect　them　in

　　　　　　　　　　　　　　　　　　’rhus　we　ob一

一（1　＋　，？Vi7）｝
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　＝（1十〇．088τつ　　　．　　　　　　　　　　　．　　　（26）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Tl　t

　　　　Now一　if　we　tal〈e　so　and　e　for　the　independent　variableEl，　the　e．xtreme

iraclii　of　tl’ie　sur£ace　xvill　be　s｝’iven　by　the　conditic　ns　：

　　　　　　　　　　　傷一・叙・1．零卜・，

or　differetlti｛’・ltil19，．’

　　　　　　　　　　sinβ8｛n　～ク（η’一1｝一1）謂。

　　　　　　　　　　［（，＋x・，1／i’　）ny，i，，e＋一｛lll　lif2’　L一’　（vt一：｝一，），．，s，］．．，e．．．，　i　（27）

which　aro　satisfied　by　the　following　four　g．　ets　of　equations

　　　　　　　　　　：：：1二∵穿；1（通則う，鰍／

・認＝膿1鶏　　　」圃
　　　　丁．he　furst　set　defines　the　maximum　a，　xis，　lying．　’　in　．ar－direction　and

the　other　three　tiie　minimtim．　1’R　the．　diametrical　plane（g＝　“’　”）．　the．．

niinimuni　radius　cc　incides　xvith　：一一axis；　but　in　the．　principal　ineridiai）

〈g＝＝g），　＄tich　is　not　the　case．．　ln　faet　ne／g’lecting　the　hig’her　order　terms

in　u，　xve　fincl　for　its　dire．　cti（：｝n

　　　　　　　　　　G＋霧）・｛・・一1（1一，・in・θ），＋……、（・9）

i；inall’
凵@in　the．　equatorial　platies　（0・　：一一1’1一一’　’），　it　t／ives　simply・

　　　　　　　　　　　　　　　　　I

　　　　　　　　　　COS　SO＝T一　i；rmU，　（30）

cr　coinbining’　this　w・ith　the　boundar＞・r　equation　（26），

　　　　　　　　　　　I　　　　　r　1　　　　　　　　　　　η＋、η』（1÷…88）パ　　・　（・・）

　　　　The　boundary・　surface　at　tlte　c．rklcckl　point　is　deteri’nined　by　th｛t，

condition，

　　　　　　　　　　C響》）、。汗・，
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which　follows　indifferently　to　’ei

　　　　　　　　　　　lチ、一鴇ン・・㌣）2・　（・・）

By　substituting　（c）2）　jn　（26），　“Te　can　find　the　raclilis　vL　of　the　corre．s－

ponding・spherical　star　for　different　values　of　At／’／．ll－2C．　The　results　are

collected　in　the　followin．og　table．

　　　　　　　　　　　　　　Table　III

Characteristics　of　the　Equator　at　the Critical　［ll’oint

t？．a’

M
80

驛
ﾏ
5
0
5
0
ゆ
。
o
ρ

0
0
エ
ー
2
2
3
4
5
6

η且

1．Ooo

O．425

0．367・

O．33ti

o・3蓋0

9・293

0．2・　7・　9

0．2sg

O．242

0．230

n＝

1．OOO

o・57王

OJSOO

o．4s8

0・斗29

0．‘to7

0．r）8g

o．362

0．341

0．324

’a　一x

1．Ooo

o・46g

o，406

0・372

0・347

0．328

0．314

0．292

0．274

0．262

nlllil1

1．OOO

o．438

0・374

0・33　7，

0．312

0．295

0．280

0．2s8

0．242

0．229

等n由h

770・4

790．2

800．3

sle．0

810．5

820．e

82．　0．6

830．r

830．4

The　Phase　Effect

　　　　　　sgg．　The．　ste．llar　luminocity　obserxred　to　the　earth　depends　・on　the

　　shape　of　the　external　bounclary　and　the　distribution　of　the　surface

　　brEghtness．　ln　a　binary　star，　tlie　surface　receives　the　racl．iation　from

　　the　secondary，　superimposecl　oR　tlae　ordinary　radiation　streaming　out

　　from　the　interior．　The　reftection　efiEect　is　of　the　order　of　magnitLiC｛e

　　o．f　Ti　and　is　maximum　at　g　：o　and　minimum　at　g＝＝r．．　The　proper

　　racliation　is　proportional　to　the　tem　perature　gradien．t　on　the　sgrhc　ce；

　　and　since　the　latter　is　lar．crer　as　the　radius　is　smaller，　it　tends　to　in一

，　crease　the　plnc　se　effect　because　of　tlie　deforR3ation　of．the　stirface．

　　Therefore　it　gives　the　maximum　luniinocity　when　observecl　i．n　q“arature，

　　tlae　contrast　being　．crreater　if　the　limb－darl〈ening．　is　tal〈en　into　accotint．

　　The　order　of　magnitude　of　the　deformation　effect　is　lf3；btit　as　its

　　coetficlent　is　large，　it　becomes　significant　for　close　binarles．　ln　the

　　following　we　shall　cliscuss　the　question　moye　closely．

　　　　　　1．et　A　ic　nd　1．，　be　the　flow　per　unit　cross　section　pet’　sec．　of　the

　　ordinary　a，　nd　refiectecl　radiation　travelling．．　in　the　clirection　（z　to　the
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＄urface　nornaal．

（Oe，　900）　iS

where

Then　the　total　luminocity　observed　in　the　direction

L（On，　ge）　＝　S（／t＋　／2）　cos　a　dLE，

tended　over　the　wliole．　vi’sible　hemisphere．

betxveen

and　xve　ht）．ve

）　り
0

　
つ
δ
（

where

spectively　of　the　yadius　vector

　　　　Now　represent　tlie　net　flux　through　the　boundary　surface　by　nZ／f！．

Then　the　ordinary　outward　fiow　lt　for　a　darl〈ened　star　wi．11　be

　　　　　　　　　　fi＝kts　i7i（i＋一g’一scos（i），　（37）

s　be．1ng　the　coeflicient　of　darl〈ening．　s・　can　assume　any　value　between

o　（no　darl〈ening）　and　oo　（complete　darkening）　but　usually　we　may’

ta1くe　it　to　bo　ullitY・．　Xaturally■lt　is　not　constant　but　can　be　calculated

i．£　we　suppose　additionally　that　the　star　ls　iR　rac｛iative　equilibriu｛n　so

that　the　net　fitix　is　proportional　to　一r（／o．i　Consequently　we　find

fl”om　（2s）　for　its　compollents

alF　is　the　surface　element，　and　the　integration　should　be　ex－

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　If　we　denote　by　P．the　angle

　　the　surface　n　ormal　anCl　the　radius　vector，　alLF　will　be　glven　by

　　　　　cos　B（IF＝　：’一i　sin　Otledg　（3　g）

　　　　cos　（x＝／l，｝＋一in・i／i｛｝＋7i7io　（35）

　　　　c・sβ或♂＋μ〃＋リ〃，　　　　　　　　（36）

（2，　／i，　v），　（／，　・m，　n）　and　（le，　一me，　一no）　are　tho　direction　conslnLis　re一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，the　surface　normal，　cind　the　line　o£　sight．

　　　　　　　　　　　ゲ髪㌔・一G蕩）…一劣｛1ラll’0－1｝ず

　　　　　　　　　　ガ舞一・｛一G＋劣）・・＋（vプ）3｝

　　　　　　　　　　ナ斧一・｛・＋鍔（多）3｝

where　．Eu？lo　is　a　constant　aRd　caR　be　cletermined　by　the

tion　giving　the　total　radiatlon　4L　emitted　from’

4L　＝＝　Sl－T，　dF．

（r）8）

　　　　　　foliowjng　rela－

the　whole　surface　：

（39）

1　urther，　since　一e（／e　is　of　the　direction　of　the　suyface　normal，　it　g－ives

！．　von　Zeipel：　iTN・L　NT．　84　（lg24）　66S
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　　　　　　　　　　・一一砦一，一一釜㌦面一一瑠紘・　（・ρ）

　　　　Next　we　consider　the　reflected　radiation．　The　subject　has　been

investigated　by　Eddi　ngtonl，込｛11nげand　others．　In　a蕊eady　state，　the

wllolc　of　incident　radiation　is　ne．cessarily　re－emitted　from　the　surface

but　the　refテeCted　radiation　Nv斑not　bc　distributed　uniformly　in　d｛rect圭。！1．

Milne　derives　the　fo1茎Qwl．11g　formula　for　tlle　law　ot’reflection：

　　　　　　　　　　＿。、，（（cos　r　＋　rml．　）（cos　a　＋　一一Sl）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　（4．i）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　COSγ＋COSα

where　πん～　is　the　flux　per　unit　cross　section　of　rad｛ation　iricident　at

anglcγto　the　sul’face！normal　a1篭d　may　be　apProxima，tely　given　by

　　・　　　　　　　　　エノ

　　　　　　　　　　πz炉一，，，　　　　　　　　　　（42）
　　　　　　　　　　　　　　　　　η・

4Z／　being　the　totεLI　rad量鹿tion　emi£ted　by　the　s⑱condary．whose　deforma－

tiQn　and　limb－c｛arl〈enln9εしre　lleglected・　The　an．9］eγwill　be　g量ven　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　エ

　　　　　　　　　　…7「＋η…β）・　　．　　（・3）

：Ecluation　（斗2）is　vaHd　whi王eη’is　within　the　c（）mmα1　im｝er　tangent

cone　to　the　two　stars．　Nevertheless，　it　can　be　used　呈：．｝　furtller　calcu－

lations　with　suf6cient　apProximation　since，　outs｛de　the　cone，　the　incident

r舞diation　is　srna11εしnd　decreas至ng　rapidl．y　ill　th三．s　reg至011．

　　　　§io，　As　it　is　impossible　to　e▽aluate　tlle　i．ntegra1（33）rigorously，

to蕃）roceed　fiirther、ve　haveωcon｛h｝c　otirse董．ves　to　some　simP雀v行cat量olls．

Accordin9｝y　w¢neg歪ect　llere　the｝a｛9her　order　terins　of　distottion　and．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ズ

cons量der　on茎．y　the　casc，　On＝：　　　・that　is　the　line　of　s｛9ht　being，i星l　thc
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

equatorial　plan．e．

　　　　EXpandingηill　powers（）fワ1．we　obtain　from（26）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　エ
　　　　　　　　　　η二η1〔ヒ…88・’＋一…一1”（1一の合一ト・’”｛加え）＋愁ω．

　　　　　　　　　　　　　　　＋ゲ君（7，）｝〕、　　　　　　．　（gg．）

to　the　order　（．）f　apProximation．　　（4の　is　the　same．as　the　expression

given　by　Chandrasekhar　（／oc．　ctZ．，　P．467）except　for　a　sma1I　difference

i．　F．clding，ton：　twi．　1’．，　86　（lg26）　320

2．　］．VEIne：　i7VL　NT．　87，　（ig26）　43
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in　the　coefficients　of　variable　terms．　His　cxact　x，alues　are　i．028g，

i．oo736　and　i．oo28i　instead　of　our　uni．ty．

　　　　O．n　the　other　hitnd，　since　we　have　from　（38）

　　　　．’．llz二二N・三＋・　H，；＋．ff，；一砒＋μ佑＋・／liゼ←o（η6）・

it　follows

　　　　　　　　　　cos　1？　＝i＋　0（Tl’）　 　’@（4　5）

an　cl

　　　　　　　　　　－o’」　一一／／〉，一…　＝：　i　一　f．，’（　i　r　v‘’）　＋　”u”（’一S，7i，snv　一　tr’1一’（　“，i　W　i　）1　＋　0（rp　）

　　　　　　　　　　　　　　　　荊唖〆（1一の一Zl”｛2A（λ）＋3η1名（R）＋4ゲPρ）｝（46）

by　inserting　tlie　value　of　v’　fron－i　（20）．

　　　　Similarly　we　find　t’rom　（38），　（40）　ancl　（46）

　　　　　　　　　　／・・λ（・一佐’の＋rv”（12－1）｛／？，’（λ）＋η、　P、’（λ）＋η，君’（λ）｝

　　　　　　　　　　m＝：ict（i－7，，V－1－z，’P，｛PY（R）＋’？7，／），，（R）＋v，L’A，（，1）〉）　i　（w）

　　　　　　　　　　〃＝：・〔汁壷’（1一　V－1）十〆’λ｛2径ノ（？・）十η1ノ％ノ（λ）＋vi－P4　’（λ）｝〕，圏

whe・e／1，’（・）1・lea・S礪λ）．

　　　　Now　we．　can　ev・aluate　our　｛tXegrals．　The　tetal　einission　beconies．

　　　　　　　　　　・β∫1∫：rt塀si・θ幽一・・ffo（・÷・〉（48）

IHIere　the　term　in　w’　gives　the　diininution一　of　eirRission　owi　ng　to　the

rotation　（von　Zeipel，　／ocr．　cil．），　since　by　definition　’

　　　　　　　　　　　2　1　］，1　toe　（ti：，
　　　　　　　　　　　rt”d’＝一Ag・ww－tt　x．GnvtT；ww＝：，i｝kifi一．G一　（g・9）

to　the　order　of　a¢curacy　we　are　working．

　　　　）｛Ti　ext　we　calculate　the　observed　lutninocity．　1；or　the　observer　in

the　equatorial　plane
　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛

　　　　　　　　　　lti＝cos　ge，　me＝sin　goe　ar3d　’no＝o．　（so）

Hence　the　contribution　from　the　proper　radiatioti　wili　be
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　〒ヒ汁。〔”u’＋v”｛・為（研η12珊｝〕

　　　　　　　　　　　　　　　∴景1吻〃｛撃為（ゐ）＋？5v副〕（・1）・

by　（37），　（46）　a！ad　（tL7）・　1－lere　as　expected　s，　the　coefficient　o£　limb－

darl〈ening，　tencls　t．o　increase　the　deformation　effect．　lt　is　of　interest

to　’獅盾狽?　that　leaving　out　the　limb－darl〈ening　and　regarding　only　the

elliprical’terms’　in　the　above　equation，　the　variation　in　the　surface

brightness　behaves　as　though　the　excentricity　of　the　external　sur£ace

ls　just　twice　as　large　as　its　proper　value．

　　　　In　the　calcu1ation．　of　tlie　reflection　effect，　we　neglect　tlie　deforma－

tion　ot’　t｝ie　surface　and　reserve　’only　the　terms　to　vt‘．　Accordingly　it

is　suracient　for　the　integrand　in　（33）　to　write　R　ancl　vi　for　／　and　v　and

we　have　by　（42）　aiid　（，13）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　五’

　　　　　　　　　　・琢・・γ「｛λ＋・一〇ll’・（2・）＋3η・2A（2・）｝　　（5・）

　　　　It　may　be　noted2　that　here　the　darl〈ening　does　not　play　an　im－

portant　r61e　slnce　the　coeMcient　of　cos　r　in　Milne’s　formula　（4i）　of

reflection　is　eqtn．1　to　unity　for　7’＝：600　and　varies　from　g／8　to　3／i；　for

r＝：oO　while　a　varies　from　o”　to　goO，　the　latter　corresponding　to　the　case

when　s＝：’i／3　in　the　ordinary　law　of　darl〈ening　（37）．　lndeed　near　r＝＝

goO C　the　amount　of　ks　variation　becomes　greater　ln　the　ol）posite　direc－

tion，　but　in　this　region　cos　r　is　sQ　insjgnificant　as　not　to　concern　us．

Consequently　here　we　may　use　cos　r　instead　ot’　rvliine’s　formida　with－

otit・／　mttch　error．

　　　　Now　we　fiBcl　for　tlte　reflection　effect

　　　　　　　　　　L・（芸・の一∬忍ろ・・・・・…ゲ…働

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一観評論＋〃・ll｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ウ｛4脚・艦ワ～〃…〕（53）

from　（33），　（r）s）　ancl　（s2）．．　liro　the　’first　order，　L，｝　is　the　same　as　give．n

by　Eddington　（loc’．　ciZ．）．

・・・・…d・、皐、・・＋1，・！・・ノ・ti・t・・h・・e…e・s・・1・7・・h・v・・…e・・r・1　f・一1・

for　the　observer　not　in　the　equatorial　plane．

　　2．王）ike：Ap．工，73（1931）205



　　　　　　　　　　　　　　　　Distorted　’Ottteit．Layers　of　the　StarsJ　2　i　3

　　　　Li　and　L2　’ebmbih’ed　give　the　observed　luminocity

　　　　　　　　　　L（一rri”，　90）＝Li＋L」，　（54）

showing　its　varlation　with　the　p｝’iase．　In　conN・’entional　＄cales　the　con－

tribL｝tioi’｝s　froin　the，se　two　effects　are　iliustrated　it’｝　．1；ig．　s　separately．

　　　　　　　　　　　ISi．v．　3　］Sfl’ects　of　the　［Deformation　and　’R．etlection．　n，．．一一〇．3

O・08

O・04一

ooo

層0・04

一〇つ8

6L，．

L’

o
’N・z”

層
冴

品
τ

xtr一 州㌃・ t7t’

　　　　Sxu　，　1．n　order　’to　compare　thei．r　relative　amounts　i．n　the一　sanie　sgale，．

we．　must　ki’ioxxr　the　ratio　1；’／f．．．　．・／Nccordinsr　to　IJeansi，

　　　　　　　　　　．乙◎◎諸1／3　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（55）

・ppr。ximat・1y．　IBy　meε・1・s・f　t1紬・elati叫伽ωt・・1　Pli・se　e｛fect　t’・r

a　component，　cai．i．　be　calculateLfi　£or　d2fferei’it　v　alu，，s　of　77i　an．d　jri1”／i’1，2”l

tL　£e“？　e．xaniples　’for　Tit＝o．3　being’illiistrated　l　n　1［；i．q．’．’ ＝D，　xvhere．the

resultant　hlmilloci乞y　（2⊃十」乙’）　…s　taken　to　be　u臓ity．　As　apParent　lr｝the

diagrams，　its　dependency　oR　t．he　mass　ratio　i：s　rg．marl〈able．　 　IVhe

reflection　effl，ect　1）ecoine，s　predonAnate，　for　the　component　xvhose　n3ass

／is　a　little　stnaller．　thEvn　the　other，　and　the　oscillating　light　varication　xvill

tl］eii．　disappear．

　　　　’．1．rhe　transiti（）n．　poii）tr　can　be　e＄timated　b．v　（s・“1　a｝）’proxiinately，　’for

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tll；

｛圃1・cc・・fi・s紬・・ S、、二（）・Lt・9・＝＝o・Dl伽「e“tiating　aDd・q・・t－

ing　to　o，　“re　hd’　ve　for　s＝一：J

　　　；．　・・lstro／te〃乙アαノ1‘1（＝bsノ〃θ6如～り，，　P．130
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Fig．　4　i’hase　Effect．for’the　Coii）ponent，　JI．　ni　＝o．3
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r）2

（5．．　6）

xvhence　for　go　＝o

（紛一∴誓5ゲ
（57）

（Lombining　tbis　relation　xv・itli　that　defining　the　critical　boundary　given

in　Table　II’1，　we　find　for　the　required　transition　point　’nearly

　　　　　　　　　　］f，／］，f＝　・i・7－

The　deduction　depends　on　Jettns’　relettion　（．ss）　of　mas＄　Etrid　luminocity

but　this　estimate　xvill・not　differ　much　if　another　plausible　law　is　assumed．

　　　　Beyond　this　point，　the　deformation　effect　becomes　ap｝］reciable　and．

increases　its　relative　importance　for　close　．binaries，　although　iiltimately

its　absolute　L’LmoLm．t　begin．s　to　decrease・proportionally　to　．t’1／f7．・lf．　．lt　is

hardly　nece＄sary　to　say　tha’t　the　observed　phase　effect　is　the　resultant

ot’　those　of　’thc．　t．xv・o　c（／）nipone・n’ts　and　is　tc　1）e　’1’o．“i’｝d　for　c　aclt　c．ase．



　　　　　　　　　　　　　　　　．［）istorted　O～lterム‘ζ｝ノel・∫石ゾ訪85「tars．　　　　　　　　　2．藍5

　　　　Sl’．　i　2　Noxv　we　proceed　to　coinpare’our　result　for　the．　c’le£ormation

effect　with　observed　data，　lt　has　been　found　by　S．　hapley”　that　of　go

eclipsin．o．一　v　ariabies　w－hose　orbits　had　been　computecl，　．7．　s　shoxv　measur－

able　ellipticit），，．　tl］he　ratio　b／a　of　their　equatorial　E　xe．　s　is　collected　in

the　fc　llo．　wing　tab］e　directly　taken　from　his　paper．

2・Niean　g．　eparatioii

　　I－Cllb－t－af）

　　　O．50i

　　　o・399

　　　0．320

　　　0．lg6

　　　0．’io6

）gto　Stars TTniform　b／a

5
p
⊃
6
・
4
‘
4

O．971

0・900

0．838

0．80c）

o．700

Darkened　b／a ll）．　aiivin　b／a

　　o．g83

．　O・939

　　0．900

　　0．883

　　0，782

o・944

0．902

0．8s8

0．772

0．692

It　will　be　seen　as　noted　by　him　that　while　the　uniform　value　of　b／a

agrees　remarkablr　r　well　wi．th　DarNvin’s　theoretical　value　’£or　a　hypotheti－

cal　homogeneo．　t｝s．　fiuicl，　the．　dcarkened　stars　sho．　w　throug／iout　considerably

less　ellipt．icity　than　the　homog．　enco．　us．　bodies．　for　．cr‘iv・en　separation．　in

spite　of　general　adaptcabi12ty　of　the，　dairkened　solution．

　　　　ifn　order　to　e．o，　mpare　our　model　star　Nyith　Shapley’＄　data　it　is

convenient　to　reduce　it　to．　the　uniform　brightening　af　theoret｛cally　the

v・arlation　in　the　’surface．　brig’htness　xvhlch　has　the　same．　tende．ncy．　as

the　limb－darl〈enin．og　shoulcl　alf　o　be　tal〈en　into　acco“nt．

　　　　Consider　a　｝）inary　of　equal　ellipsoidal　cc　mponents．　II’f　they　were

tinlformly　brightened，　the　observ　ed　luniinocity　xv・otild　1／／）e　proportional

to　the　area　of　the　cross　section　perpencllcular　to　the　li．ne　of　sig’ht．

（1）・onsequently　apparent　1］／a一　xvi11　be　eq，　tial　to．　the　ratio　o．　f　the　maximtim

and　the　minimum　light，　leaving　out　the　variatio．　n　d．ue　tg　tbe　e．cllpse．

Thus　we　fincl　from　（，s’i）　fo．　ir　s＝＝i

　　　　　　　　　　　l一直総画綴一＿（・1）

to　the　first　ordei’．

　　　　On　the　other　hand　th（，）　ratio　c　f　the　true　axes　is　t’o“nd　£irom　（4：v）　to　be’）

　　　　　　　　　　　　；1一｛率1：舞　　　
（・9）

Similarly　the　inean　separation　is　gi　ven　by

　　　　　　　　　　’i－2Z）x””i－2ifi（’i＋｛・824ti），　’　（60）

　　　1．　Shapley：　Contr．　Princeton　Univ．　Obs．，　No．　3，　p．　nS
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．Nllin6rical　re，sults　are．　sl｝o．　xvn　in　the　following　tab’le．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Clrable　IV’

　
　
　
レ

：L1”泌嘉

1］t　7nttx

OrC
ljx 7i1

11’olytrope IDarx￥in

O．2SO

o．30e

O．340

0．402

0‘447

o．244

0．288

0β2エ

。・36g

O．400

o．943

0．910

0．866

0・79S

o・735

十〇．028

－o．oio

－o．028

一｝一e．o14　’

一〇．03S
±

十〇．027

－O．002

－O．020

－yo．037

十〇．oo8

o．g8g．

o．g67

0・9S3

0・931

0，919

flrhe　generi，1　agreement　b（Li．tween　the　theory　and　the　observation　is　not

worse　than　i．　n　the　case　of　a　uniform　liquicl　star．　IBut　as　expecteCi，　the

iratio・of－the　true．　axes　，is　much　closer　to　unity　in　a　polytropic　star．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ummary
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　・　t）　The．　stettdy　stateis　of　diEtortec．1　outer　iayer＄　of　the一　polytropc’lr

／2＝＝．3　｛n　the　presence　of　the　rotat｛ol｝and血e　tidal　eHもct．are　studied

as　an　extend£ed　IR．ocl｝e　model　C｛efined　in　sg　3　ancl　the　results　are　com－

pared　with　th（，）　inveg．　tigations　of　（llhandrasekhar．

　　　　2）　Clhe　divcrtt．　e，nce　amontt．．　the．　two　solutions　cc　mes　intc．｝　appearance

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（02

「api41蜘蘭。　va1憎書7’瓢． Aπ砺・「eate伽n－o・OOI陳・／i　．　an　cl

．Fig．　2）；　for　et／’arnple，，．’the　oblateness　of　the．　boundary・　sur．face　is　about

clopible　of　his　val　Li’e　for　the　critical　rotation　（z，t　＝o．oo4），．　atthoug．　h　’even

’in　this　case　his　solution　gives　a　f．rood　approxiination　for　inner　reg．　ions．

（say　ξく4．5）．

　　　　r））　IIFor　a　binttLry，　・’t’he，　characte，rlstics　of’　the，　e，qtiator　of　a　conaponent

at　the　critical　point　are　ca1culated　for　clifferen亡　vd”　lvtes　of　the　mass

ratio　and　the　results　are．　collected　in　Ta｝．）le　1［lll］．

　　　　il）　Z｝）he　effect　of　the，　de．’fe．　rination　on　the　li．g’ht　c．　urv・e　is　eg．　timated

by　tal〈ing　into　account　botli　the　v，arid’　ei’on　in　the　surface　brig．．htness　and

the　darkenlnLg　’to　the，．lknb．　The　reselt　］’s　coin　pared　with，　Shaptey’s

data　cohcerning　the　ec．lips　in．　g．’　v・ariables，　and　£ound　to．　be　in　satisfactory

蹴・rd（§互2）．

　　　　s）　The　refie（／rt．io／r｝　effect　lg．　also　cc　nside．rf／／．d　（Sl’．　i　o）．　rlrhe　Cle／t’ormation

i．s　propoi：tionai　to　（ rm’g’　i’：’1”一）：’　xs；’hiie　thG．1　ref｛i’e．cl］i6n　i．g．　proporti6・ne“　t’o　（・一ii’｝．；　）2

but　the　coeflicient　be．lngr．　ttreater，　t｝ie　foriner　effect　becotTne．　s　signlficant

’for　close　binaries．

噛
「
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　　　　ti　ApEtrt　／from　．thi．s　the．　dependency　on　the　mass　ratio　is　remark－

able，　thG　ire．　fiection　e’ffect　1）ein．cr．　predominate．　i　or　’thct　eomponent　whose

mas．　g．　！14’　is　a，　little　smalle．　r　tha．n　the一　other．　Tn　ll；ig．　‘p　the　combinecl

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ夏

1．）hase　eilEect　is　illustra’tetd　t’or　different　values　o’f　！tlt／！，｛　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　bei｛’1．g．

／fixad．　IIIt　is　sho．　w・n　that　’tl’｝e．　tlefo．　rinatio．　n　effect　becomes　cappreciable

when　i．7］d　becomes　．（s］7reater　t’hem　z）／ft，　aRcl　increaf　es　its　re3ative　im－

portance　for　close　binaries，　although　’tdtimately　i．ts　absolute　amount

be．gi　ns　to　decrease　proporti．onally　to　／1．グノ／溜「（§II）．


