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Abstract

　　　The　object　of　this　paper　is　to　extend　an　interesting　research　done　by　Campbell

on　the　solutions　of　Einstein’s　equations　under　certain　initial　conditions　and　to　stucly

some　problems　in　relativistic　cosniology　by　applying　this　extended　result．　F．．specially

the　instability　and　the　cause　of　expansion　of　Efnstein’s　universe　are　discttssed　in　detail・

For　these　purposes　it　seems　to　the　writer　that　Campbell’s　method　is　more　reasQnable

than　the　methocls　adopted　by　several　authoi’s．　ln　agreement　with　Eddiiigton’s　vieNv，

it　is　shown　that　the　initial　universe　expands　when　ancl　only　“rhen　local　condensations

of　inatter　which　are　closely　connected　by　local　diniinutions　of　pressure　occur　n）ore

actively　than　local　annihilations．

　　　　In　his　valuable　treatise　on　dififerential　geometry，　」．　IE．　Campbeli2

enabled　us　to　solve　the　well－1〈nown　Einstein　equation

　　　　　　　　　　Ggev；o，

under　certain　initial　conditions　by　means　of　successive　approximatioT）．

In　the　present　pcaper　the　writer　tries　first　to　extend　his　methocl　to

the　equations　of　the　form

　　　　　　　　　　θバ・齢・一一・（η・亨の・

when　Tyv　is　re1εしted　to飾v｛n　some　particular　for撮s，　c■lld　then　to　deal

xvith　lts　applications　to　relativistic　cosinolo．cry．

　　　　For　this　object　the　most　naturai　and　plausible　assumption　will　be

that　the　actual　universe　xvas　initjcally　in　ic　n　equilibriuni　state　and　began

　　i．　This　paper　Nvas　read　at　the　anniial　nieeting．’of　the　1？hysico－1i）v’latheniatical　Society　of

丁apan　on　April　2，　Ig34，

　　2．　」．　E．　Campbe］1：　A　Course　of　Differential　Geometry，　sSbg　i50－iS4　（1926）・
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to　expand　or　contract’by　some　physical　causes．　Starting　from　this

point　of　view　it　wlll　easily　be　seen　that　Ei．nstein’s　universe　is　the

best　for　the　initial　state，　whereas　a　universe　havin．cr　negative　or　zero

curvatua‘ei　and　a　cosmological　solution　without　7L：termL’　are　not　suitable

for　the　presen’t　purpose．

　　　　The　last　article　of　tliis　worl〈　is　devoted　to　the　investigations　on

the　instability　of　Einstein’s　universe　first　attacked　by　［Eddington3　and

on　the　cause，of　the　expansion　of　the　universe　which　has　recently　been

sti｝died　by　several　authors”．

　　　　For　the　present　research，　the　xvriter　uses　the’extended　Ccampbell’s

theorem　obtai．necl　i　n　sg　i　under　the　assumptions　that　the　energy　d6nsity

and　pressure　are　uniformly　dlstributed　f6r　the　first　problein，　while

their　local　changes　and　production　of　energy－fiow　really　exist　for　the

second　one．

　　　　sR　i・　Extended　Campbell’s　theorem．

　　　　It　was　shown　by　Campbe115　that　if　a　quadratic　differential　forRi

a．i，kalxidxk（z；　le，rL：i，2，　3）6　is　g　iven　lc　rbitrarily，　where　aik　reprasents　the

functi．ons　of　three　i，ndepenclent　vattiables　xt，　x2，　fc3，　one　can　construct，

by　means　of．successive　approximation，　ic　4－dimensional　［R．iemannialt

manifold　whose　fctnclamental　form　referyed　to　xi，　x2，　x：S　and　a　new

variable　xO　is　gtven　by

　　　　　　　　　　‘～奪2課72（dxo）鳶十幽ん砺葛砒な，　　　　　　　　，　　　　　　（LI）

which　satisfies　the　Einstein　equation　for　an　empty　world

　　　　　　　　　　　Gptv　＝o

under　the　iRitiat　condiiion

　　　　　　　　　　［誘2吟［轟］㍑・耐＝σ忽κ協な，　　　　　（L2）

where　T一　anci　．cr．ik　are　unl〈nown　functions　of　xe，　x’，　x2，　x3　and　［．．．］

denotes　quantities　evaiuated　on　the　hypersurface　xO＝　o．

　　　　1．et　us　cQns｛der　a　more　extendecl　case　in　xvhich　（i．i）　satisfies　the

amplified　fieid　equations

工
2

3・

4・

ピ
」
6

O。工｛eckman11：　Nac1｝r。　Ges．「～汎「三ss．　GδttiDgen，　Math．一pllys．　K1，　15，　126　（lg3王）．

A．　Einstein：　Berlin．　Bericlite，　23S　（1931）．

A・　Einstein　and　XV．　de　Sitter：　1’roc．　Nat．　Acad．　Scl．　U．　S．　A．　18，　213　（1932）・

A．　SL　Eddington：　M　N．，　9e，　668　（ig30）．

A．　G．　Lemaitre：　M．　N・，　91，　490　（1931）・

XV’．　1｛．　McCrea　and　G．　C．　McVittie：　M．　2’．，　．92，　7　（i931）・

N．　R．　Sen：　Proc．　Roy．　Soc．　A．　14e，　269　（ig33）・

T．　Tal〈6uchi：　Proc．　・Phys．一math．　Soc．　Jap．，　15，　43i　（i933）・

i．　E．　Campbell：　loc・cit．

IJ．atin　suffixes　take　the　valties　i，　2，　3　and　Greel〈　o，　1，　2，　3．
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　　　　　・’・…・8岬＠　三b・・ge・T）　　（・・）

tmder　the　same　initial　coiEdition　（i．2），　the　explicit　depenclency　of　the

energy　tensor　Tu，　on　．crpmv　being　given　by

　　　　　　　　　　　Teo＝p112，　Toi＝＝　Tio＝＝　VSi，　Tik　”rmPbcr・ik・　（’1・4）

The　line　of　approach　here　a｛itopted　for　this　subject’　is　in　principle　tl）e

the　same　as　tkat　of　Campbe］1，　but　the　calculations　and　results　obtained

become　somewhat　complicatecl　due　to　four　equations　which　slkould　be

satisfied　by　Tge，．　Since　two　clifferent　1〈incls　of　qua，　ntities，　i．　e．　quanti一一

ties　in　the　4－dimensional　Riemannian　manjfold　with　the　fundamental

form　（i．i）　and　que　ntities　in　its　ini　merseC｛　hypersurface　xO＝　const．　whose

functamental　form　is　given　by

　　　　　　　　　　～ρ二四た廊ぢ商な，

arise　in　otir　analysls，　we　shall　discrlminate　between　them，　if　necessary，

b｝r　a　sL｝bscript　“　（4）　”　in　order　to　prevent　confusion．　X）Ve　shall　ftTrther

apply　the　operation　Qf　raising　or工owering　su伍xes　with　respect　to　816々

and　its　conjugate　．oik　to　3－dimensionai　tensoys　defined　on　a　hyper－

surface　xO　＝const．

　　　　Now，　if　we　introduce　ctiik，　after　Campbell，　by　the　equations

　　　　　　　　　　　［liill）？一．，“　＝一2V‘tiiLr　（i’，5）tt

which，　of　course，　may　be　written　in　the　form

　　　　　　　　　　　鴇1一一・鰍　　　　 （・・）b

then　for　the　Christoffel　symbols　xve　have

｛菱ト｛多レ．｛o（1）｝一（，｛暴｝一一嘱

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．6）

｛ozo｝一驚，儲唖÷｛島｝→9｛i｛｛・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）　　　（4）　　　　　　　　　　　　　　（弓）

From　（i．6），　we　get

　　　　　　　　　　爵一…÷・・ザ・・：・’・・…＋㍗一声雛，

　　　　　　　　　　91・F9。＝μ（ω1・・一ω・∂㌧　　　　　　　　　　　（1・7）

　　　　　　　　　　9・・一轟諏ゐ争ヂ・s・2，
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where　；　denotes　tke　covariclnt　dififereRtiation　with　respect　to　．cr．ik．．

　　　　　Applying　the　first　equations　of　（i．7）　to　（i．3）　and　then　raising　one

suthx，　we　g’et

　　　　　　　　　　　　liぎ＝v（o雰＋ωω雪）＋際一望｛λ＋≡（ρ一P）｝，（・・8）

where砕『f厩宿挽，　while　mak圭ng　use　o£the　secolld　equations　of．（L7），

（1・．3）　gives

　　　　　　　　　　’ω1；♂一ω；iニーzs’・t，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（L9）

forμ煽4匹O．
　　　　　If　we　combine　two　equatlons　obtained　by　contracting　（i．8）　and

by　appl．ying一　the　thiyd　’etluation　of　（i．7）　to　（i．．3），　xve　．get

　　　　　　　　　　　o訟ω秀ωレω輝2（2，“ZP）．　　　　　　（L玉・）

　　　　　Thus，　in　consequence　of　（i．s），，　or　（i．s）h，　tlie　field　equations　（i．r））

with　the　ener．cry　tensor　given　by　（i．4）　are　resolved　into　three　sets　of

equatioRs　（i．8），　（i．g）　and　（i．io）．　On　the　other　hand・，　since　tiie　energy

tensor　must　satisfy・the　law　of　conservation，　its　diverS．ence’　vanishes，

i．　e．

　　　　　　　　　　　■膨，、：o，

where　，．　denotes　4－ciimensional　coVariant　differentiation　with　respect　to

一　gpv・

　　　　　IBy　meat　ns　o£　（i．6），　these　conservxL　tlon－eq“x，　tions　for　the　case　given

by　（i．4）　can　be　writteri　in　the　form

　　　　　　　　　　　　農。＝＝・v（・（嗣一・8畷凋・　（一）

　　　　　　　　　　　　農一佐農＋（力十P）募＋Tr・・s，．　　（・・12．）

　　　　　．lf，£or　simplicity，　four　sets　of　equations　（i．s）b，　（i．8），　（i．ii），　（i・i：）

and　two　sets　of　equcations　（i．g），　（i．io）　are　calleCl　the　sets　（fN）　and　（B）

respectively，　it　will　be　seeti．　that　the　一xO－derivatives　of　．cr，ik，　（ti：Y’，　p，　Si　do

not　appeic　r　in　（B）　but　merely　in　（A），　while　those　of　．P，　V　never　occuy

in　both　sets．　IFrom　this　xxre　can　infer　that，　if，　taking　arbitrarily　any

functions　P　and　V　of　t　t，　x2，　．rv：’　and　xO，　we　regarCl　the　set　（A）　as

generating　equations　of　．crik，　（ofr，　p，　Si，　we　can　determine’　them　under

certain　initiE　l　conctit｛oRs　on　the　kypeysurface　scfi＝o．

　　　　　Among　these　initial　conditlons，　it　is　evident　that

　　　　　　　　　　　［8iik］＝a・ik，　［P］＝Pt｝，　［Si］　＝ai　（1．13）．
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where　9＝32，fi・　and　1　denotes　the　covariant　differentiation　with　respect

to　atk，　and　the　algebraic　eqtiations

　　　　　　　　　　穿泌＋、（2｛　一1一　zpe），　．　i　（i’i3）・i

where　G　is　the　scalar　curvature　formed　by　aik．
　　　　　　（a）

　　　　Differentiating　two　quantities　A　and　Bi　clefined　by

　　　　　　　　　　蛮θ丁ω廷ω髭＋ω’一・（λ＋・ρ），

and　Bi＝（ot・；i－tu；i＋2Si，

w・・h・e・pec…畑・he・e1・m漁・i・・熱血屠睾1，農．・農

by　ineans　of　the　set　（flL），　we　obtain

　　　　　　　　　　　l墨一・轟β・＋細嫌〃協・・，

　　　　　　　　　　　1壽1イ・・A－1．i－A・・＋職

in　consequence　of　the　Ricci　identity

　　　　　　　　　　　ηザ艀、戸一Vl，Ge．

1－lence，　from　the　form．of　these　equations，　i　t　xvill　easily　be　seen　that

if　A　and　B．i　evaluated　on　the　hypersurface　scO　＝o　vanish，　the　equations

kl　＝o　andl　Bi＝　o　wili　reinain　true　when　xe　takes　any　value　wliatever．

Since　（i．i3）c　and　（i．i3）a　represent　the　vcanishing　of　．‘Fl　ancl　Bi　on　xeU＝：o

and　the　equations　A＝o　and　Bi＝：o　are　nothing　but　the　set　（B），　i．t

follows　that，　when　．cr．ik，　（ef・’，　p，　Si　are　generated　by　the　equations　（．e）L）

from　their　initial　va，1ues　（1．エ3），　the　set（B）is　satis且ed　by　these　func－

tions　not　only　for　the　value　xe　＝o　but　for　any　value　of　xO．　Thus　we

get　the　foRowing　theorem　which　will　be　called　the　extended　Camp－

bell’s　theorem

　　　　iLet　any　functlons　f5，　1＞”　of　xt，　xL，　x3　and　a　new　variable　．rve　be

taken　arbitrarily　ancl　moreover　any　functions　aik，　po，　a．s　of　．ftt，　x2，　x3　be

are　considered　to　be　those　imposgci　on　．crik，　p’ancl　Si，’where　po　and

a，i　are　any　given　functions　of　xi，　xL’ C　x3．　On　the　otker　hand，　since

（ve，・’　are　the　m2xed　components　of　the　syinmetric　tensor　（oik　and　more－

over　satisfy　（i．g）　and　（i．io），　their－initial　values　9．h，　givdn　by

　　　　　　　　　　［（of］　＝．（2／t　（i，i3）b

must　satisfy　the　differeiktial　equations

　　　　　　　　　　一（2S・　i　t一　一（2　i　i＝一zcri，　（i　・i3）．

　　　　　　　　　　　i
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given　arbitrariiy，　where　a・tk　is　symmetric　and　its　determi．nant　does　no．t

vanib’h　ldentically．　lf　9e，　is　found　to　satisfy

　　　　　　　　　　gllr島コーzσi，

　　　　　　　　　　σ、、9卜噸瑳，

　　　　　　　　　　θ＝磁ρ卜ρ＋2（λ＋　・p），

　　　　　　　　　　（ゴこ）

and　if　．gik，　（oe・，’　，o　aBd　Si　are　successi：vely　gener．fttecl　by　means　of　the

equations

　　　　　　　　　　　舞1一一・嘱

　　　　　　　　　　　1婁1卿・・綴一瞬｛・＋1回｝・

　　　　　　　　　　畜一一・）一・3蕩一z・・Sh・・

　　　　　　　　　　　1壽一惚＋（P・・）1峯＋瓢，

in　suclrL　a　manner　that　aik，　S12f，’，　ioe　and　o’i　are　their　i　nitial　vahies　xvhen

ce＝二〇respectively，　then　the　funct圭ons　thus　obta註．ied，　i。　e．

　　　　　　　　　　baik＝　aik　一　（2［　T／］aki9．1・）xU　＋　．．．．，

　　　　　　　　　　・一・・＋｛［列卿・・）一…∂霧L［7坤，＋・・…

　　　　　　　　　　Si　＝　crs＋（［1／］W／ie］．，　＋（［p］÷，o，）eeli，］　一｝一　［1；2’］．（20・，｝．rv”e＋　．　．　．　．　，

are　the　solutions　of　the　fielcl　equations

　　　　　　　　　　θバ・幽・一一・＠・罷・の・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　倒

for　xvhich　the　initial　fundamental　fortn　and　the　energy　tensor　are　given

by
　　　　　　　　　　［ds2j　＝　：　aiktl　v’ia／．yk，

and　Too＝：，o　V2，　Toi＝：Tio　＝PIS”i，　Tih　pmwh　一Pbcrt’k

respectively．

　　　　§2．　Some　properties　o£a，11011t・・staticεしl　universe．

　　　　In　this　article，　following　the　orclinary　view，　we　wili　confine　our－

selves　to　the　case　S．i　＝o．　Then，　from　（i．i2），　we　have

　　　　　　　　　　　、多｛（p十p）グ｝一興ビ
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This　gives’

v＝＝2！t2C4r3tt（p，xO），

　　　　　　　Op
p＝

ψ（　　　ep，　x）

ψ
ρ
δ
∂［

一p，’
（2．r）

where　q（p，　xO）　i．s　an　arbitrary　function　of　p　and　xO，　unless　P十p＝＝o

and　p　is　iiidepeltdent　of　xt，　x：’ C　x3．　ln　consequence　of　（2．i），　when　p

depends　only　on　xO　so　that　’ o　and　V’ ≠窒?　also　functions　of　xe　alone，

we　can，　withdut　any　loss　of　generality，　tal〈e　V＝：i．’　zzJhen　we　put

V＝i　conversely，　we　find　from　（2．i），　however，　that　P．is　an　arbitrafy

function　of　xe　only，　while　p　may　be　a　function　of　xO，　xi，　xU’，　x3．

　　　　Consequently　we　can　state　Campbell’s　theorem　for　ehe　case　V＝　r

and　Si＝＝o，　as　we　have　done　in　sS　i．　ln　this　case　the　g’enerating　equa－

tions　are

gAiil：iL．：　一一2g，（vi．，

∂ω雲

Oxe

O
p

＝＝G＃，＋・・卜・か1（・一P）｝，

Oxo
誤ω（P＋ρ），

（2．2）（t

where　P　is　any　given

are　given　by

function　of　xe　alone，　and　the　initial　conditions

［詞＝α読（xt，．・t　：h，　x3），［ρコ：ρ、（x’，ノ，　x3），［ω㌻］蠕9ξ（x㍉x2，κ3）， （2．2）b

where　9S　represents　functions　satlsfying

S2Sl，一S121，　：o，

都県ヲ航θ．lt，

G　：　9k’　9£　一　，S？］　一F　2（R’＋　zpo）．

（り

（2．’2）a

　　　　It　is　obvious　that　solutions．　obtained　by　this．出eorem　illclude　all

those　of　rela，tivls皇ic　cosrnQIogy．　except．that　of　de　Sitter，　whose　solution　is

su切ected　to　the　conditiolls　th．a，tジ十．P＝＝o　and　P’．至s　independent　of　κ1，

　　の　　　　　　　り

x“ C劣「｝。

　　　　L・t　X，．θ，．φbe　ch・・en一・・一。…di・a鵬蜘Q瞬hith6ft6　by己・x～M，

x3　and　t　be　written　for　xe．　We　regard
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　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　げ　　　　　　　げ　　　　　ハ
　　　　　　　　　　　　一！～e“　　　　　　O　　　．　　　　　　　　　O　　　　　　　　　．　　　．　．F．．．

　　　　　　　　　　　　　　・一R、，・S｛n2（」／／exk）tt・

　　　　　　　　　　　　　　・　愉・．一R。・sin21／7eZ）・il・・e，（、．、）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ。（露C・nst．），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Zt。δξ，

・・…，　P・，・（e／t・f《…）・r・・pecti・gly，　wh・・e　R…ρ・，・4，　a・e　th・ee　c・・st・・t・

a凱d乃represents　十1，　00r　－I　accor（ling　as　the　curvε沈Rre　of　the

1】ypersurface　xe　＝o　is　positi▽e，　zero　or　neg・ativet．　　1；rona　the　third

equation　of　（2．2）σ，　these　collst■c　11ts　are　theti　connected　by

　　　　　　　　　　…r』1（2　’F　xpe）一裁・　　　（・4）

　　　　Starting　from（2．2）with　these　ihitial　values　and　using　a　given

functi・n　P（1），　we・btain

・一｛・・｛1團一二・〕㍉＋〔1（・酬＋1・一計

　　　　　　　　　　　　　一’，〔1一あ一恥く・｛ρ謎ψ。2M’　6｝＋・・）（1｛・＋…〉

　　　　　　　　　　　　　一葦，，）2一｝・＋…｝・　　　．（・・5）

w蝋．・・h・…［割・・d…＋…一．・cc・・…喜・・…〉…

z6｛｝〈o，　after　tedious　calculatior｝．　Of　course，　this　can　also　be　Obtained

by　assuming

　　　　t・s』dt2－A）（の物＄in2（i、ju／ty）（幽晦｝・（…）

Comparin9（2．5）with（2．6）we　have

fe（t）‘一’
@it＝　leo2　（　1　一　2　e　［一g一（R　・＋　xpo）一下〕珍’＋〔1（・一rρ6）

　　　　　　　　　　　　　　　　＋計一裁〕弩，〔eL　f，　一　4（z　｛p，　＋　gp，｝　＋　8R2．　一’　6）

　　　　　　　　　　　　　　　　・（1（・＋・ρ・）二三）雪｝3＋…｝・、（・・ブ）

　　　　In　order　to　interpret　the　correlation　betweeh　distances　and　radial

　　　・・Thi・devid・・f．rep・・se・ti・g　the　s19・・f　t1・e－ctlrv・t・re　i・due　t・W・d・Sitter・P・．…

Akad．　Wetensch．　Amsterd。，35，596（夏932＞・．．

篭
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velocities　o，f　extragalactic　Aebulae，　it’is　suMcient　to　tal〈e　into　cbnsidera－

tion　up　to　the　second　terin　in　the　expansion　of　（2．7），　mal〈ing　t＝：o　to

correspond　to　the　present　state　of　the　tmiverse．　But　as　we　study　the

instability　of　tlae　initial　state　of　our　uBiverse，　we　will　take　X＝　o　at　the

instarit　when　the　equilibrium　begins　to　be　desttoyed．

　　　　XVhen　p，s，・　pts　and　2？s　represent　the　energy　density，　the　pressure，

and　the　radius　of　the　statical　universe　respectively，　it　can　easily　be

shown，　from　the　second　equatioi3s　of．（2．2）．　and　the　third　equation　of

（2．2）c，　that　these　constants　must　satis£y

∴識愉似｝　’一（…）a

［Eliminating　7，　between　（2．8）a，　we　get

　　　　　　　　　　　　　　　　っ／e

　　　　　　　　　　”p・＝萎、・一zp・・

This　indicates　that，　if　／e＝o　or　一i，　ps　must　not　be　positive．　I　I［ence

we　should　tal〈e　le＝：十i　and　moreover，　frona　the　second　equati．on　of

（2．8），，，　we　see　that　X　must　be　positlvei．　Consequently．　the　equilibrium

conditions　（2．8）．　may　be　written　in　the　form

．．d　tlllbll’，／／：．，X．Pj“）J’，1．ililli＝？S“．“，一；，　O’1　（2’s）b

which　＄how　thcat　the　iRitial　state　is　iClentical　with　that　of　F．insteit｝．

　　　　Since　t＝：o　now　correspQnds　to　the　instant　when　the　equilibrium

beglns　to　be　destroyed，　we　have

　　　　　　　　　　Pe　＝　Ps，　f6（O）＝：．15s，　Jl〈］o＝：2？s．

Substitziting　these　values　in　（2．7），　we　obtain　by．．ineang．　of　（2．8）b

　　　　　　　　　　R（1）2－T（IZ？？・Sil］｛tel．（．liiiiitiiiiOh，，＋．．．｝，f．，till，d，　（2・g）

provided　we　assume　that　the　“niverse　begins　to　expand　or　contract

from　an　initial　state　of　eqailibrium．

　　　　It　wM　be　seen　froni　（2．g）　that　the　Einstei．n’s　ut3iverse　is　instable

i．　Cf．　McCrea　and　McVittie：　op．　cit．

2．　Cf．　S．　1〈tmii：　These　Memoirs，　15，　g7　（ig32）・
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and　expan．ds．or　contracts　according　as《〈o．or　260＞o　when　！　runS

through　frQm　negati▽e　to　positi　ve　va1疑e．　H：ence　the　timG　rate　Of

change　of　P，　wh｛ch　is　closely　re歪ated宅。　cond（）11sc■tiolls　of　matter　as

showp　in§3，　Plays　an　Qssential　r6王e　itl　the　expansion．　And　xve　will

not　able　to　lneasure　accurately　the　in＄tabi1圭ty　a竃．ld　expansiQn　of　the

initia1．　state，　if　we　neglect　the　cQs1丁1Qlogic昂1　pressure　〆。

　　　　§3．、　Cause　o£expansion，　　　　　．．．　l

　　　　We　have　lust　seen　that，・　if．the　cosmological　pressure　decrea＄es，

tlle　Einstein’s　ulliverse　expan（lls．，　so．far．aβthe　challge　takes　place　ulli－

formly．　In　this　article　we　will　inqRire　llow　the　initial　state　behaves

when　local　changes　oξpressure　as　we玉1　as　energy　density　and　produc－

tioll　of　energ’y－How　begih　tQ　take．己place．　Regarding》コ。　as　this　in－

stant，　the輩11e　element　and　the　energy　tensor　of　our　xsめrld　when　！≦（～

can　be　put　in　the　ordinary　fQr113、．

　　　　　　　　　　　ds2＝＝c～lt2　一ノ「es2｛ご～1；と2十si．lk？Z（dOL’十sin2θ6丞≠》2）｝　　　．　　　（3ほ）a

and

　　　　　　　　　　　　　　　　ぞ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　し

　　　　　　　　　　　　　　　　　Ps　O　　　　　　o　　　　　　O

　　　　　　　　　　　η．一〇瀦．．。一、．○　　（、．，）ゐ

　　　　　　　　　　　　　　　　　O　O・　《Rξshγγ　　O

　　　　　　　　　　　　　　　　　o　　　o　　　　　　　　o　　　ノ｝ε1～§sin2zsin2グ

respectively，　where　ps，♪s　a，　ndノ～βare　conneρted　by　the　eqtlat圭ons

　　　　　　　　　　　オ～＝1（λ十・XPs），　2λ＝：z（ρs十3／5s）・　　（…）

For　simphcity，　supPQse　that　the　disturbance　of　the　equ｛1ibrium　Qf　the

initial　state　to．11a，ve　rad｛al　symmetry　abont　a，　point／）on　the　hyper－

surface　l＝o．　Then，　Nvithout　any　loss　of　genera1量ty，　we　may　consider

ノ）as　the　pole　（i．　e．　Z＝＝o）o£this　hypersurface．　These　simPlificla．tiotls

will　llot　impaセthe　applicability　o£　our　results．to　real　phenomena．

　　　　Transformiiig　Z　intoク・by　the　equation　プ・：1～ssi；IZ　and　denoting

new　c・mP・nents・f　th6　energy．tens・r　again　byη．，　we・btain　fr・m

（3．！）r4　au（茸　（3。王）ゐ

　　　　　　　　　　・s』dX・τ｛些＋雌＋・…㈱・）｝．．（・・3）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Rぎ

i．　CL　Eddin．uton：　op．　cit．
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and

Ty　v　＝

Ps o o

o　Ps　　I．
　　　　　　　　　　プ　　　0
　　　　　　王一
　　　　　　　　　Rξ

　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ。　　　　O　　　φεグ

0　　　　　　　0　　　　　　　0

　　　　　　　　“　　，x3＝

　　　　　　　　　symme‡ry

o

o

　　　o

Psr2sin20

’

（3・3）b

provided　X＝〈o　and　xi＝：r，　x’L’＝＝0，　x3＝＝¢．

　　　　’The　condition　of　radial　symmetry　now　requlres　that　LS’2　and　S3

vanish　identically　and　moreover　P　and　T／　must　be　independent　of　O

and　¢．　Wlaen　1＝o，　P　and　1一　should　be　equal　to　Ps　and　十i　respec－

tively，　in　ord．er　that　they　may　be　continaously　connected　with　their

values　given　by　（3．3）．　lmlowever，　by’assuming　the　existience　o£

universal　tiiine　coordiiaate，　”we　may　put　1／＝＝i．　Thtig．　the　generating

equations　in　tsg　i　can　be　written　in　the　£otih

Ol

∂ω夕

E）llllilt1一bcr：k　th　一　一．．giitofc，

諺
ρ
　
∂
Ox

C）Si

　＝G／．’＋（ti（of・i1　o“ki｛R＋一一1．i一一（p－p）｝，

＝　（v（15　十　p）　一Si，　，，

dt

＝＝　一gktny　＋　，，s，．

ot

（3・4）

On　the　other　hancl，　in　comparison　xvkh　sSi．　i，　it　is　Qbv－ious　from

（r，．3）　that　the　initial　values　of　．o．　’it，，

　　　　　　　　　　　　　　’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

aik　＝

　　　　　：一

1一　　　瑠

o

o

一　7i2

o

p　and　S．　t　ave　given　by

　　　　　　　L．

　　o

　　　o

一　7M2si　n20

，　Pe＝：Ps，　a；＝：o
（3・5．　）

respectively．　．Froin　the　first　equqtions’of　（3．，s）　we　have　for　the　non－

vanishin．　g　components　of　the　contracted　curvature　tensor　fbrmed　by　aik

　　　　　・禽一軸倫鳶一・　　　　（・・6）

Applying　the　third　equation．of　（3．s）　to　（i．i3）．　and　（3．6）　to　the　seconcl

equation　of　（i．i3）a，　the　condition　of　radial　symmetrtt　gives



3Q2　　　　　　　　．’　　　．．．　し　　，．　．　S乃｛Zア○ま70　1ζ＝Z〃lii

　　　　　　　　　　9／・’＝o，　（3・7）
by搬ea捻s　oぞ（3．2）．

　　　　IPntting　X＝o　i　n　（3．4）　and　then　usin．cr　（3．2），　（3．s）　and　（3．6），　i？tre　get

　　　　［∂募十，［劉一・・［霧］一・・［刹一α（・・8）・

Differentiating　（3．4）　with　respect　to　t　anci　then　putting　1＝：o，　the　second

derivatives　at　g＝：o　of　these　quantities　are　seen　to　be

　　　　　　　　　　［割一・・［∂劉一1・至剛・

　　　　　　　　　　［1美］＝・・r闊→lt』劉　（3．8）ゐ

by　mal〈ing　use　of　（3．s），　（3．7）　and　（r）・8）a一

　　　　・Proceeding　further，ln　the　sarne　way，　we　find

　　　　　　　　　　［1零到一山霧］，

　　　　　　　　　　關瞬［｝2．］＋（　　　　　　7”1一　　　　　躍）募，［．劉

　　　　　　　　　　　　　　　　葉山［劉一郭［劉・（3’8）c

　　　　　　　　　　［制一諺［宗｝

　　　　Thus　．o’ith，　，p　and　．S’i　are　expressible　E　s　the　power　series　in　t

幽一÷・・｛霧］＋…．・

・一・・＋ P：‘！｛二陣＋（・一爺）募・團

　　　　　　　　　＋謡闇一瓢闇｝＋…・1（3●9）舳

and

8弓漏壷＋ξ藩［調＋一
　　　　Consequently　the　line　element　of　our　universe　when　lnv＞一〇　is　given

by

一一
i・÷［髪1）｛．、窪2。・＋〆（d・・＋…鋤｝（・・軌

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　羅



亀

’　On’．　Campbetrs　Theorem　and’its　Applications’etc． 303

within　r　the　accuracy　of　the　third　power　of　t．　Transformingプback　to

Z，this　is．　coRver生ed

…一Rξ（・÷［｝2．⊃｛吻鋤（d・：＋・・曜）｝・（・…）・

、α
ﾁ響1欝灘欝論！調ll

third　power　of　t，　as　the　radius　at　the　point　Z　of．o耀unlverse　which

wiil　be　callecl　the　local　radius　at　Z．　Consequently　the　local　radius　at

a町point　X　expands　or　contracts　from　its　origineし1　value　Rs，　accordillg

as
D醐・・X…　・・ga・・・…p・・・…e・F・・m・…ec・1・d　a・輔・・

equa£ions　of（3．g），　it　will　easily　be　seen　that　the（macroscopic）deRsity

ρof　the　total　energy　varies　with　the　t｛mc｛n　the　same　order　as　the

瀦醐階灘灘1臆講多，l
do　with　it　directly．　In　this　sellse　we五nd　the　expansion　of　local　rad三us

is　簸ot　caused　by　the　flucttza，tion　of　the　total　energy－densityρbut　it　is

caused　by　the　盈uctuat量on　of　the　pressしIre．

　　　　Denoti難g　the（microscopic）density　of　matter　by　pM，　we　have

　　　　　　　　　　ρ湿『鷲ρ一32φ・

Hence，　frorn　（3．9）　its　explicit　form　三s　g圭ven　by

・　（…〉一蓋［割4［grl・］］＋13，｛妻§［劉

　　　　　　　　　　　　＋G一壷）券團＋錺［劉

　　　　　　　　　　　　一湯［f？］一・關｝＋…・（・・H）・

wh6re（p」t）s　represents　the（microscopic）density　of　matter　in　the　i1蒲a1

　　の
unlverse．

　　　　：From（3．II）αwe　obtain

　　　　　　　　　　［∂募’卜闇・　　　（・…）・

that　is　to　say，　when　t＝o，　the　iRcreasihg　rate　of　density　of　r聡tter　is

equaユ　to　three　times　the　decreasing　ra尤e　of　pressure・　Hence　the　local

radius　at　Z　can　be　written　in　the　form
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and　eonsequently　it　b．e．　g．ins．　to　expaGd　whbreve．　r　coridens｛atioi？．．　of　mat－

ter　is　fortned．　Frotn　this　it．　will　be．seen．　that．　the　mean　value　of　local

radii　becomes　ep14rgect　，lf　conctensation　of　mattgr　tal〈es．，　plqc．e．．．．　as　a

mea．　n，　in　Einstein’si　“nivelr’sei　Accordingly　the　eXpansio’　h’L’Ptocess　of

our　universe　can　be　stated　as　follows：　．　”

　　　　If　at　first．variatiQ．　ns／of　pressure　and　o£　density　of　matter，　which

are　closely　related　tg　each　other　by　（3．ii）i．　occur　in　the　inltial　equi・一

librium　state，　the．　fiow．of　energy　is　then　produced，　but，　tbe　（macro－

scopic）　densky　of　total　energy　and　the　initial　radius　remain　一unchqxi．’ged．

Tn，　the　ne．xt　＄ta．cre　the　gadius　begiRs　to　expand　or　conttiagt　IQcally／．．ac・一

cording　as　condensa’tion　or　ic　niiihilation　of　matter　takes　place，　while

at　phb　same　titne　the　density　of　total　energy　alsb　begins　to　vary　in　a

sopabwhat　coihplicated　way．　And　if　the　meic　n　condensation　of　n！atter

iS　positive，　our　tmiVerse　will　make　an　expansion　as　a　wlaoZe．

　　　　In　conclusioii　the　writer　wishes　to　gxpress　his　cordial　1，／，hanl〈s　to

l）rof．　1〈．・Tamaki　’ ?ｏｒ　his　1〈ind　advice and　encouragement　throughotit

this　worl〈．

’


