
Sur　1’Unicite　de　la　Selution　de 農．一≠い）
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Hir6si　ekarnura

（ReCtt　le　S｝uilleい934）

　　　　Consid6rons　1’6quation　dlff6rentielle　aux　variabies　r6elles

（、）　　　　　　　　　　　めノ・：ノてん，．a’）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　廊

0露．／（X，P，）8詳Zl〃6’ノ「o／zckb／l　contl）lzle　d？p　POZnl（X，」・，）〆la・fts　2〃l　rectaノ碧・／e

［0≦X≦a，○≦i）ノ≦b］（a，∂＞O），t6／1eク？tgノて距，　O）二〇．

　　　　Notis　allons　6t－c　blir　une　condition　n6cessaire　et　sufiisante　pour

1’unicit6　de　la　solutlon　de　（i）　passa．nt　pa，　r・　le　point　（．x’，　），）＝（o，　o）．”　IEIIe

sera　donn6e　par　ie　Th60r6nie　2　ci－dessoiis　qui　se　c16cluira　d’tin　a，　utre　：

le　Th60rhme　i，　cle　nature　plus　forte　que　le　tla60r6me　de　comparaison

des　inte’grales　de　deux　6quations　difif6rentielles，：’　ciCi　2i．　iNl＆1．　’！bnelli，

：Bolnpia1｝i　et　M（川tel．：S　Dalls　la　seconde　partie（iu　1）r6sent　m6molre，　en

g“6n6ralisaiit　la　condition　suff7tsante　cle　Yunicit6　donn6e　par　le　Th60reme

2，　nous　e．tabl；irons　le　T一｝’｝60rerne　3，　d’o／・Si　on　tirera　imm6diatenient

diverses　Eiutres　conditions　C｛6jiL　connues　aujourcl’iitui．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1・　’Th60remes　d’unicite’；

　　　　Th60rbme　i．一Pour　a2te？　」，（x）　：o　soiZ’lo　seitle　so／ultbn　（le’　（i）pav’一

／・Wit凶ゆ・・）・t　O（・，　Q），　z’1　．／aztt　el　i’1　sztLfi2Z（lz〆・Z　e’・x’！ll／6？2〃・6’f・ノictibn．

　　　i．　Cfl．　Yosie，　JaP．　J．　1’lath．　2　〈lg2s），　p．　i6i．　Le　travail　de　1’1．　Yosie　est　une

conse，quence　des　resultats　obtentis　par　“i’．　1’erron，　1’lath．　Ann．　76　（ig15＞，　p．　47i．

　　　2．　Le　theoreme　de　co；nparaison：　Seit　．cr（x，．IJ）　une　fonction　contintte　te！le　que　．o’（x，　y）一h一．’

撫，ノ）［・≦x≦・，・≦コ’≦∂］・Al・・s・・e・・1・ti・・q・ei…q・ed・（・）P・1・t・・td・P・i・亡0（…＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dl，
n’est　jamais　sup6rleure　tii　la　solution　maximuni　」v＝L（x）　｛ssue　de　O　de　1’equatiom　2i’IS‘ts　＝＝．g（x，　），）．

　　　3．　T6nelli，　Atti．　Accad．　Naz．’Lincei，　Rend．　6e　serie　1　（ig25），　p．　272；　Bompiani，　meme

Ve！ume，　p．　298；　Montel，　Bull．　Scl．　“lath・　2e　s6rie　5e　（ig26），　ire　partie，　p．　20s．　Une　gC．

n壱ral玉sation：工yanaga，コ’ap。」．　ムIath・5　（【928），　P・2S3・
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8（X，ノ）‘0ア3’加2紹eげbo〃Z露dans／b　domai’ne刀［0≦X≦a，0≦ク〈十〇〇］

ayanl　les勘・あ46∫Paノ・ん診～Zes　contibzztes滋（X，ノ），8多（X，二γ）面7Z3　Zヲ［O≦X

一く．a，　o〈p，〈十〇〇］，・lelle　q？te

　　　　　　　　　　．cr．（x，　o）＝＝o，　．o’（x，　y）＞f（x，　．ot）　［o，〈．．x．〈．．a，　o〈y．〈．．　b］，

et　ez・te　／’d42tatibn

（・）　　囁影（切
n’≠奄y　d’azLt・re　so／’tttibn　z3szte　de　0　vue　p，（x）＝o．

　　　　On　peut　remplacer，　dans　cet　6nonc6，1，in6ga薮t6　bo’（x，　p．1）〉ノてx，コノ）

paLr　bcr（x，フノ）≧プてx，夕）．

　　　　D6nionstration．一D’apre’s　le　tli60reme　de　comparaison，　1’existence

d，ulle　telle　fonctiolユ8（X，］．ノ）　e～t　su伍sante　pour　concltu’e　1，uiiticit6；c，est

caussi　une　cons6quence　dti　ILemme　et　clu　Tlt60rbme　2　suivants，　ceux一一ci

6tant　ind6pendants　de　la　conclusion．　Par’cons6quent　nous　allons　prou－

ver，　dans　les｝ignes　suivantes，1，existence　d，ulle　telle　fonction　8（x，タノ）．

　　　　Posons　d’abord　par　d6finit至or｝〆（x，．；y）＝＝ノてx，　a・）potlr　a〈ア〈十〇〇．

　　　　Iiormons　des　fonctions　．a，i（．．a）t），　p，，｝（：v），．．．．，　）t，，（．fL’），，．．de　inanie）re’　（lue

　　　　　　　　　　ル）一∫；鰍ル）〕・÷｝轟＋÷瞬・・一）・

y，，（　c）　（n　＝i，　2，・・．）　soient　d6fuiies　dcans　1’intervalle　oi：lx．wn“c　：a．i　1？”videm－

ment　la　sulte　est　positive　et’　d6croissante，　et　elle　a　une　limite　d6termin6e

fillie．　Ol’　Oll　a

　　　　　　　　　　　　勘も蝋κ）豪三鶉∫1｛ノ紐解κ）］＋÷｝tlx＋÷

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　瓢∫：f［聴職頭κ）］da－

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I
d’・p・さ・1・th6・・さm・d・．琿・」・・b・・g・e，　P・・ce　queル・ル）］＋万（・・一1・

2，．．．）　sont　born6s　dans　leur　ensemble；’！　pckr　cons6quent　lini　y．（x）　est

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll一十co

vine　solutioti　dc｝　（i）　issvie　de　0　et　1’on　a　n6cessa｛rement　liiirit．y．（x）　＝＝o

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　？～・→・十〇Q

cl’aprhs　1’hypothbse　faite．　Ainsi　nous　avons　ut）e　．suite　d6croissante

｛y，，，（x）｝　telle　que

　　　　」1；，．（．X’）〉．／［A’，　．1・，，｛，（U）］　（’11＝1，　2，．．．），　iilll　pi，，（．fv）＝　O，　lil」I」，；，（X）　＝O．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　？～．ナ十〇Q　　　　　　　　　　　　　　　　　72ナ十〇Q

　　i．　Pour　le　th60rLTme　d’existence　d’une　solution，　woir，　par　exemple，　1’erron，　loc．　，ci’t．

　　2．　Oii．　peut　t’emarquer　aussi　que　la　sulte　｛］pin（x）｝　f．ot’me　ttne　t’amille　e．cr，；xlement　coritinue

et　que　sa　conver，gence　est　necessairement　uniforme．
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　　　　Nous　pouvons　alors　trouver　des　polynomes　uP，：（x）　（n＝：　i，　，：　，．．．）　assez

pyoches　de　y；，（pa）　（72＝i，　2，．．．）．respectivement，　et　nous　obtenons　une

suite　d6croissante　de　polynoiines　．ii？，，（x）　（n＝i，　2，．．．）　Cle　fagon　qu6，　pour

o：k一一i．y．〈，，．a，

　　　　君1（x）〉ゾ［x，君、ω］＠＝夏，2，＿），1三in．P，，．（x）コ。，1imPol（x）＝・．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tz“十co　fz“十co

　　　　Prenons　ensuite　des　nombres　positifs　petits　ei，　e，），．．．，　s．，．．．tels　quei

pour　o．〈．，x1g”ia，

　　　　瓦（x）一・，、〉！裾（x）＋・、、＋、，P，i（x）〉ノ（x，y）［R，、（Lx）＋・，、≧夕≧R、（x）一ε，、］，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7Z　＝’1，　2，．．．）；

et　choisissons　les　nombres　］di，　1（，，i．．，　tif．，．．．teis　que，　pour　o．〈．，，x＝〈．a，

　　　　　　　　　M，〉〆（x，夕〉［＋。。〉夕≧君（x）］，

　　　　　　　　　∠駕、〉∫（x，コノ）　　［2『lt＿1（x）≧ニレ≧2『1、（x）］　（Pt＝2，　3，．鱒），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lirtii　M，，＝＝　o．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　りt→・十〇a

Posons　enfin，　par　de．fihition，　pour　o，〈，．，，x；：＄a・，

bcr（X，　Y）　＝＝

鷺
［以r．嗣。（響）囎
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（一ll＝：1，　2，．．．），

［鉱…綱。喫斗，・・，：（x）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（n　＝1，　2，．．．））

o　　　　　　　［夕＝o］，

［÷。。〉夕≧君（x）＋ε、］，

［Pn－1（X）一Sn－llil；JY－一／lt（X）十en］　（n　＝　2，　3，．．．），

　　　　　　　　　　　　　　　　　［君ω＋ε，、≧y…≧君、（x）］

［．2E？，，（x）　ll；；v　il－1：　Pn（x）　一　e，t］

oix　0（x）　est　un　p61ynome　de　x　tel　que

　　　　e（o）＝o，　e（i）＝＝i，　Q，（o）＝＝o，　et（i）＝＝o，　o〈e（x）〈i　（o〈x〈i），

par　exempie　e（x）＝＝3x2－2x3．

　　　　Cela　6tant，　1’6quation　（2）　admet　des　solutions　y＝：一tP．（x）　（n　＝i，　2，…　）

dont’la　limite　est　o　pour’　fz．十〇〇　et，　comme　．cr（x，　y）　est　continu　dans

D，　ainsi　que　．cr’．（x，　y）　et　．cr’．（x，　bu），　elle　n’a　pas　d’autre　solntion　issue　de　O

que　y（x）＝o．　’　（C．　q；　f．　d．）
　　　　Lelnme一8（x，y）evaアzt　deク励〃e　az・〆t＞：勘Z・7z6げ読47勧卿ア・e　・，・7Z

Pezst　Posef，　dons　D，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　卿一一鴇勢
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ais　g（iv，　y）　esl　zx’k2e’fonclcbn　conli＞zue　．da－ns　D，　le／le　azie　g（x，　o）＝o，

a．puant／es露7あ吻3　Pa，7’tilr～Z6’S　CO’Xitzbz2・tes妬（X，夕），1ρ多（X，」’ノ）．doptzs　Z），　lglles

ク・・卿多（x，夕）〉・伽・・b．

　　　　D6monstration．一Soit　y　・Z（κ，の1a　solution　de　1’6quation（2）qui

prend　la　va玉eur　O　pour　x二〇；alors　Z（x，のest，　comme　on　le　sait，I

une　£onction　contlnue　clans　le　domaine　［o．！．．一x－mb〈a，　o〈　C〈　十　ool　，　x（x，　C）

variant　de　o　a　十〇G　avec　6～ayant　les　d6riv6es　part圭e1｝es　continues

zl（x，　（二つ　　et　　；ど6（x，　0），　二ど（；（x，　ご）＞o．　　　Ell　r6SQlvant　コノ　＝X（Aク，　6’）　　On

obtient　C＝g（x，　y）　qui　re’．pond　2L　notre　conclition．　（C．　q．　f．　d．）

　　　　Th60r6me　2．一ノ：）OZt2・921e夕（x）＝＝・030磨！a　seZt　／e　so／zttibアz　de（エ）Pa7’一

’αアz」磁。，2ち忽削zz　32げ吻2〆gz即3’6・i？・ie　foreclion　g（x，　y）6露z弛・ee

da／IS　le謡0〃！σ〃Z61），　le／le　4ue望（X，　O）識0，のノα71t～33あ〃ψ虎5㌧汐αプ∠Z診漉∫

con／i：nztes　alans　D一@／elles　azte　gS（x，　p，）＞o　dans　b，　et　gzte　Z’oii　ail

（・）　蜘）く雛1多1［・≦庵・，・〈劇

　　　　On　peut　ren）placer，　dans・cet　6nonc6，　la　condition　（3）’par

（4）　f（x，」，）一一く一ue／（（，”，i」」，”））　［o一一くvgsa，　o〈：ysb］l

　　　　D6thonstration．＿L’exi＄tence　d’une　telle　g（∬，）ノ）est　uno　cons6quence

simple　du　Th60reme　i　et　du　Lemme．　R6ciproquement，　s’ll　y　a　une

telle　fonctlon　g（x，　y），　en　transfornnc　nt　（i）　par　2・v＝＝g（x，　」．，）　nous　avoRs，

pour　y＞o，　c’est－2a．一dire　poin’　z＞o，

　　　　　　　　　　　　dzt

　　　　　　　　　　　‘lx＝9二（x，・y）＋・gl（κ・ク）ル・コ・）≦・　p・・（4）；

donc，　pour　une　sol．ution　y（x）　de　（i）　qui　est　positive　pour　certain　x

pos…tif，　soit　x：＝xl，　2e（x）二＝9［x，二y（x）］　est　une　fonct量on　non　croissante

de　．rv　et　ne　peut　s’annuler　entre　o　et　．fvi；　par　coRs6quent　y（v）　1’est

aussi，　c・り・（x）需・entra↑nera圭t％（x）＝9（x，・）＝・．　　（C．　q．　f．　d．）

　　　　Coro11aire．一Co／ZSi’ddノρoノ～ls　21／16’　9妙Ztatlと071

（，）　　　農恥）
α≧F（X，．γ）e’sl　2〃16ノーonctibn　CO／ltl　＞Z　’lte　面紹3　2〃1．αわ〃Z．az）Z6　［偽≦X≦al，

∂。＜轟く∂、］．伽！6賊心汐アz吻癖2〃ze・s・IZttzb7z　zt吻eve・e／z　c吻2・e　26・zレzt

tlzt　aromaibze，　Ppzt7’”d2v　azte　．／7（　v，　Jy）　sati3fasse　des　zbze’．craliZe’s：

　　　i．　Voir，　par　exem．ple，　Goursat，　Cours　d’analyse　ma｛hematique，　t．　3，　4e　ed．，　nO　46i，　ou

de　la　Valle’e　1’oussin，　Coiirs　d’aiialyse　infihitesimule，．　t．　2，　’6e　ed．，　Chap．　V，　93，



Suア1’砺擁5　de　・la　sσluti・π・deの／dx→〈x，　y）． ・3考3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ⊇（x，夕，5）＋．ψ多（制’，ε）F（x，・P・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一へ．　ψ；（x，．夕，ε）

（6）　　　　≦F（x，コ’÷ε）」ア（．T，」i，）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φ£（A一，　」・，，　S一　）　＋　a－t“：，（ltr，　：Y，　E）ア（κ，の

　　　　　　　　　　　　　　　　≦一　　臓（x，．、1’，・「tttt’一

卿π濠距≦a。b，く．a・・〈P’＋9〈∂。m7・φ（x，．］’，・）．e／¢（x，ノの脚〆吻卿

ノ’onclzb7is　coizXzンi？〆es・dans　le　do7〃az＞le［a。≦x≦ab∂。〈コ＜bt，　o≦s〈＋。。／，

Xe／lesク2〃di（Aゴ，ご3ノ，（））＝＝¢（X，　O，，・）・・，の・〃〃・2伽諏∫・勧セ・爾卿々診伽

d？・t　p7’eフ〃癖・フid・re　c・7・Xl：lz2t・eSぬ・7s／e晦フ〃ρ珈［a。≦x≦al，　b。〈ユくbl，

・〈ε〈＋。Q］，　Xa7idiig　ez・9ψ1仇．：1・・，ε）〉・，頭κ，）・，ε）〉。．

　　　　D6monstration．一S’il　y　a　deux　solutiolls　passant　2L　droi．te　par　un

m愈me　point　（A／To，ノ。），　et　si．1，0n　d6sig1ユe】a　plus　petite　et玉a　plus　grande

valeurs　de　ces　solutions　parタノ（．fv）et二y（x）十ε（x）（5（x）≧；○）．respectivement，

on　a　n6cesSairement　9（x）＝＝o　par　Ia　deuxiさme　i磁ga璽it6　de（6）et　par

歪e．Th6Qrさme　2，　en　regardant　φ〔x・｝・十ξ，コ・（Ve十ξ），η］colnme　9（ξ，り）du

Th60rさme．　Il　en　est　de　m6me　pour（ieux　solutior｝s　passant　2i　gauche

par　lm　mさme　pOillt，　seulemeRt　eB　re．mPla？E　nt一．T　par　A：e．t　au　moyen

de　Ia　premlさre　in6galit6（ile（6）．　　　　　　　　　．　　　　　　　　（C．　q．　f．　d．）

　　　　Signalons　qu’a賢cas　partiCu！ier：φ（x’／　，　）1，　tt・・）＝ez（¢）一Xet¢（，x一，夕，の＝＝〆（x）＋x，．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
n・u・・b・en…1－d・・・…e・｝・／r．・・・…1’・IFCi・＋⇒一酬≦旅）（・〉・）・

o義Z（ε）est　une　follctioll　colltitNle　ainsi　que　sa　d6riv6e　Zノ（ε）Pour　o＜

農〈十〇〇，telle（蓬ue　Z’（⇒＞o（○く3〈十〇Q）et　lim　2’（⇒＝一〇〇．　La　condi一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝一〉十〇

tiolユhabitue11e　de　Lipschit2：est　un　cas　encore　P玉us　particulier，　tel　que

　　　　　　エ
z’（・）＝蕊（le＞・）・

　　　　Remarquons　（lue，．dahs　ce　Corolla｛re，1a　condii｛oB（6）est　suf資sante

pour　1’iinicit6　elユchaque　poin宅，　ma｛s　nous　ne　savolls　en　rien　si　elle・

est・r16cessa量re；il　y　a　ici　une　question　a　r6soudre　p1疑s　tard．

　　　　　　　　　1夏．　Diverses　conditions　suf丑santes　pour玉’unicit6．

　　　　Nous　allons　g6n6raliser　de　plus　en　plus　Ia　condition　suf臼sante　d6
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
1’mnic三t6　au　Th60rさme　2。　CommeRgons　par　61εしrg’ir　la　coIlti重Iu｛t6　de

・ρ二（x，ク）．

　　　　1）our　cela，　disons　par　d6finition　qu’une　follction　g（k’，∠y）　est

　　r．　Mh．　rvlath．．Phys．　9　（1898），　p．　33［．　R6：emment　tvZ　Xirikliborc　donne　une　condit．ion

suMsante　d’unicit6　［Studia　Math．　1　（lg2g），　p．　．o．ol］，　mais　on　peut　prouver　que　sa　condition

implique　celle　de　M．　Osgood．
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absolulncnt　continue．ell　x　2〃z痂プク〃61〃zeアil’67z　＞17Z・〆｝ozラz’　（．Yo，，’⑪），　Iorsque，

pour　certa｛n　nombre　positif〃，　elle．est　une　fonction　absolument　coll。

tinue　de　x　dans　1，intervalle　xo　一〃≦x≦κo十〃　pour　j’　奮xe　tel　que

，勧一〃≦夕≦．ア〇十〃，et　que　la　continuit6　absolueξ｝st　uniforme　pour，’，　c’est一

ξt－dire，　i）ourεpositif　arbitra｛re，1’in6galit6

　　　　　　ア　あ

　　　　　　Σレ1一矧〈δ［”x’。一／2．≦編」trr，≦x。＋〃（！’笥，2，＿，勿］．

　　　　へ　i＝＝1

eRtra1’ne

　　　　　　　　　　　　　ゐ
　　　　　　　　　　　　Σ19（κ1，：’）一9（κ，，の1く・Cl’。　一　／1≦二γ≦γ。＋乃），

　　　　　　　　　　　　¢禰1

δ　6tant　un　Ilombre　poSitif　convenal：）1c　d6pendallt　deεseu茎et　ind6pen一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノdant　d慧choi．x　deκ‘，　x・i，．〃z　etニレ．

　　　　Alors，3〆≦ρ（x，コ・）esl　de　77～‘歪〃6｛72〆σπ7乃607・∂〃～e　2，　sa・？tf／’ex231e72　ce　ct

la・c・ア謝β？〃絃ぬρ二（x，．11’），∬吻8〃面・〃ψ（x，の群婚・〃〃ze〃t・・〃z！伽6

e7z　x・・〃11fo7’7〃〆〃1e・lzt　a〃。／iaaue　Poノ＞zt　zンz下欄如・a」Z），　et　3〆軽物面面縁

（4）a伽e・・？〃Z卿タ・〆グ・！8々…（1…認〃～診・〃’de刀！a・・〆4艇轍κ，コ’）夕

extste，！a　s・々〃加de（1）加κdc　O∂3々〃z加8．エ

　　　　En　effc）t，　si　夕（x）　est　une　fonction　absolument　continue，　76（x）；＝

ψこん，ル）］1’est　auss呈au　v・isinage　d’ul・P・kltκ・農ル）〉・，　et　1’・n　a

　　　　　　　　　　　　　　　　磐）初（鬼嘱（掃）讐），

・。。・q・。讐）・・磐）・・・・・・・…m・・…6me・t、・i・s・…P・u・・…＿

ner　comme　dans　la　d61nonstration　du　Th60rさme　2．

　　　　Comme　exemple　de　．cette　propositioh，　posons　～ρ（x，］’）＝＝ez（の騨x，「x）

oき　2ζ（x）est　une　follctioll．absolument　cont沁ue　de　x　dεしns　1，intervalle

ε≦x≦aP6ur　to鷺t　nQmbre　positif　petitε，　te茎1e　que　lim，X〈vx）soit　d6ter－
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x“十〇

miB6e　finie，　et　Z（P．・）tfL　une　d益riv6e　eontinue　pqsitive．pour　Q〈Pノく十〇〇，

・・ll・q・・
ｳ痴）一一…1・・…b・9－n・1・・・・・・…噛・）≦蕩鴇

due　2i　M。　To1≧elli2．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　参

　　　LDans　cette・・c・nclusi・n　et　dans　quelques　r6sulta亡s　suivants，　la　contintiite　deノ〈亀コ’）n’一

est　en　ri¢n　cssentielle　et。n　peut　c・uclure　de　meme　poul’ノてx，フ・）quelconque　d6iinie　dans　le

rectangle，　en　entendant，　par　une　solu亡ion　de（i）　issue　de　O・une　f・11ct量Qnノ（x），　tene　quり’（x）soit

une　int壱grale　indCafinie　de！［」v，　！’（x）］，　au　sens　de　M。　Lebesglle，　pour：x＞o，　et　que　limフノ（vT）＝o．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　なナキむ
　　　2．」乙。‘．c～乞　工l　su岱t　qし1e　ce亡te　ln鎗alit壱snbsiste　ell　dehors　d’un　ensemble　dont　l舞pro・

jectibn．sur　Paxe　de　x　es亡　de　．mesllre　lin6aire　nulle，℃ar　si　Pon　nnodifieノ（x，ノ）sur　un　te1

・ensemble・1es　solutions　de．（1＞　ne　changent．rien．

　　　D，autre　par亡，　on　en　tire　lu｝e　condition　suf丑sante　1）our　Punicitξ｝de．la　solution　de　（5）　ell
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　　　　Ce　r6sultat　cependaRt　ne　donne　pas　la　condition　d’unicit6　de　M．

N・・um♂緬’）〈÷P…1，噸・r　s・m・1…e・p・n・，・・us　rej・tt・n…

cQntinuit6　de　g（　u”，　y）　sur　la　dr．oiie　x＝o．

　　　　Th60rさme　3．一30zz乎）（A，コノ）7〃ze／eoncl！bアz　co71々ラz7！qご～加z31e　doma・zケze

E〔O〈X≦a・，0≦γ≦α（X）］，罐α（めe・　st？〃ze／CO7？・cXlb7Zび0フztz）zue　6’ゑ037厩ψ

Po2tr　o〈x‘．q．ia一；　cX　soiZ　g（x，　o）　：o．　De　Plzts　g（x，　．G／）　esl　a．bsolzt．menl

co〃tl）Zlte　e7多x2〃z！fo7’〃～話ノ〃ent　en　c／iae2・te　Poz）zt　zbitgrzis7．〃・de　E，の・an〃tr，

滋プル廊妬（一A／’，！ウCO〃〆～ンZ2！e　e’X　POSIZI／d・・e　da7es／’1ンが診密2〃吻E．　Alors　Sl

コ’（X）　cst　？〃ze　5・0〃〃lioクZ一ごノb　（1）　！e／～3　グ2te　O≦夕（X）〈rz（X）　（O〈X〈δ）自　6ア～チ

（7）．　・　lim　g［x，　y（x）］　＝＝o，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x“十（｝

i

et　sz／物8塵々ンd

（・）、　蜘）≦鶴沼
6st　76ケ那廊　5・2〃’島　CO2・（rbe　X；lltiee7・・a！e，　la・nt（7ue　J！（A’）＞O　ef　92［X，　S〈X）］

eXZ3t6，0アZ．0；ア7．e’ce∬azb’6～〃！67ztア（X）＝＝O（○≦X≦α）．

　　　　D6monstration．一Colnlne　dans　la　d6monstra仁ion　du　Th60rさme　2，

1a　f・nct至・n・・zt（x）二ρ医」・（A7）］（・〈xくδ）est　n・n　crgissante　dans　un　in－

terv・alle　de　x　o壺3〈x）＞o，　tand｛s　qu，elle　ne　s，annule　pεしs　entre　x　：oet

κ＝・κlslツ（x1）〉○；on　a　par　suite　1至1n　4》［x，夕（x）］＞o　cQntrad圭ctoirelnent

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ニじナキリ
乱　rhypothさse　（7）．　　囁　　　　　　　　　　　　　　層　　　　　　　　　　　　　　（C。　q．　f．　d．）

　　　　Il　s’eRsuit　6viclehnnent　toUtes　les　conditi．ons　su伍santes　pour　l’uni－

cit6　que　l）ous　avons　rencontr6es　dans　les　l圭gnes　pr6c6dentes．

　　　　C・mme・ut・e　enfemple，　pQsQns　9（x，夕）＝＝　ez（の需x（の・rt頭κ）est

absolument　cQntinue　dans　1’intervalle　o〈ε≦x≦αpour　toutεet　o血

2てコ’）　est　de　mξ｝me　que　pr6c6demipent；nous　QbtenonS，　colnme　condi－

tion　suf壬isant：e　pour　1’unicit6　de　la　sdutiαγte圭1e　que　liln｛Z［ク（x）］・一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tナ十〇

2ζ（x）｝＝一〇〇，la　condi纏on3

chaqkte　point　du　dornalne　；　c’est

　　　　　　　　　　　　　　　lF（x，コ・＋・）一F（κ，ノ）1≦蕩ぎ（・〉・）・

．．￥’（x）　etant　somn）able　pour　a，Sx－S．　：．a，　；　elle　contient　Jes　conditions　pr6c6dentes　de　Lipschitz

et　de　）lv’1．　Os．cr．　ood．　On　peut　g6neraliser　d’ailleurs　le　Corollaire　du　Th60rt1me　：　de　sorte　qg’il

donne　ce　r6sultat　coinine．un　cas　paa’ticulier・

・・了・p・エM・・…（19・6）・・・・…L－d・…1・・f（…」・）く亨（・くkく・）avait　e・・・…d・・

par　M．　Rosenblatt，　Arl“．　Mat．　Astron．　Fys．　5　（igog），　nO　2．

　　2．　工1　11，esし　en　riell　n壱cessaire　queタノ（x）≦b，　en　supposaut　qtle／c（x，フ’）soit　d奇6nie，　collthllle

ou　non，　dans　le　domaine　［o．〈．，xSa，　e－E一｛；；一」，〈＋　oo］．

　　3．　C’eSt　ce　que　」’ai　6tabli　substantiellement　dans　ce　Memoirs　A　15　（ig32），　p．　26s－266．
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（9）

　　　　　　　　x’（x）

　　　　　　　　　　　　　　　（p，＞o），ノてx，・a’）≦z・（」・）

qui　contient　la　condition　cit6e　de　1，tf．　Toltelli．　En　p．ftrticulier，　si　1’on

pose　　」Zてβ’）＝＝ご10g二γ　et　弐てx）＝＝10g　x十xYi（x），　oh　／Yl（κ）　est　unc　fonction

．absQhu　nent　．co．ntinue　．Clans　1’・intervalle　o・〈・e．〈，．．Jtr．〈，．．．a．　poiir　tout　e，　telle　q．ue

lim　Xi（x）〉一〇〇，　on　ac　’　．xナ十〇

．鮮［ル）聞曝1・9箏）一X・（x））一一⑳噸霧L…

par　coRs6quent　1’in6galit6

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（x・．・・）≦（÷＋Nl（x）ン　　・

seule　suffit　tiL　conclzire　1’unicit6．2

　　　　Soit　maintenant　g（x，　s，）　comme　au　Th60r6me　3，’et　gl（x，　7t）　une

foriction・de　la　i　R6me　nature　en　prenant　zt・　iau　li．eu　de　y　et　1？（x）’　＝go［sv，　a（」v）］

au　lieu　de　a（　v’）．　OR　voit　alors　qtie　2a　fonction　sb［x，　’gp（sr，　p，）］　remplit

・la　condition　pour　ip（x，　s，）　a・u　Th60reme　3　et　que　・les　conditlons　／（7）　et

（8）　deviennent　respectivement

（io）　1．1．1．1．．）　sb｛x，　．sp［Af，　Jl，（x）］｝一一〇，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　薪。

（II）　　〆（掃）≦一ψ髭〔著灘幾躍夙夕）一器：客

　　i．　Pour　ce］a　il　est　indispensable　que　lim　i，（x）　＝o　et　que　f（t，．lt）　soit　continue　au　point　O．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　開田十〇

　　2．　Nagtnno，　loc・　ci　et　Jap．　J．　Math，　4　（lg27），　p．　307　；Perron，　Math．　Z．　28　（lg28），　p．　2x6　；

Shimizu，　Proc・In】P・Acad．　Jap．4　（1928），　P．326，　CQndition工；Fukuhara，1ap．］『．ユM［ath．

5　（ig28），　p．　246；　Rosenblatt，　C．　B．．　Acad．　＄ci．，　Paris　186　（rg28），　p．　i797；　Ol〈amura，　ce

IMemoirs　A　14　（i93　i），　p．　g4－g6．　Une　modification：　Hoheisel，　Jber．　Deutsch．　Math“Vereinig，

42　（i933），　P・　33・

　　Si　f（x，　．1，）　est　une　fonction　convexe　par　rapport　i　r，　on．　a　evideinrneiit

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノー（X，フ・）≦〆（X，SC）2二

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦2ニ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一x

clonc　d’apres　la　coiidition　la　solution　est　unique．

Jap，　J．　Math．　9　（ig32），　p・　i53・

（o≦ノ≦x）

（Q〈X≡≦δ〉；

Ce　r6sultat　a　6te　indique　par　］’i，　1〈itaga“ra，

　　La　Condition　ITI　de　M．　Shimizu　loc．　c27．　est　tm　autre　exemple　decoulant　de　（g）．　Cette

condition　（g）　contient　aussi　le　r6sultat　de　M．　Scorza－Dragoni，　Rend．　Circ．　Mat．　Palermo

54　（xg30），　p・　430・

　　3・Ceci．n’・de　sells　qt・’el・un　P・．il・亡（x，」・）・ti　9ノ（x，コ・）etウノ［x，　rl（x，の］existent・
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P…n・pa・e蜘1・9（x，・）一髪，ψい）♂…一・’（x・・則κ），　Z（め

sont　comme　dans（g），46tant　2t　Ia　place　de夕；so｛t　de　plus　xY（x），　telle

q。e　lim綱〉一・。．　D。n、　ce　c。，1。，。。di，i。。（、。），e。ie耽合、　iimル）

　　　　x一〉＋o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x→＋ox
＝・otr三viale　et　nous　obtenons　au　moyen　de．（II）une　condition　suflisante

d，unfcit6　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　蜘）≦：＋葺箏）1　●

　　　　Remarquons　enfin　que　si　1，0n　6critフノ＝η（x，2t），　en　r6solvant　～t’二＝

亨）（x，ア）PεしrvapPort　a　5ノ，　Ies　condit1oas（8）　et、．（H）（ieviennent　respec－

tivement

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〆［X，η（X，eo）］一η1（X，2の≡≦02

et

（・2）　ノ［勘（㌃（髪1］あη二（’v・　ZbL雛：　l

SuPPosons　dさs　mainte難ant　qu，a（12）η（x，2∂est　une　fonction　cont三nue

dans】e　domaine［o≦x≦a，　o≦2．t．く十〇Q］telle　queη（x，　o）ur、o，　ayant　les

d6r圭v6es　partieTles　c・ntinues嶽κ，　zn），嶽κ，・n）da・・［・＜x≦a，・くzt

＜＋OQ］telles　que　i7fu（x，2の＞o；et　queψ（x，　zn）　est　tout　a　fait　（ie　m色me

que　pr6c6demment，　en　prenant　β（x）＞c　oft　c　est　Il・ll　nombre　positif．

Alors　si　limψ（x，6）＝o　et　si　l，in6galit6（王2）est　v6rifi6e　pour　o〈x≦σ，

　　　　　　　x一・〉　」，ト0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　エ
　　1・Nagulno・1・’p・　」・　Math・7（1930）・P・159・S’　1’on　pose　Z’ω嵩　、・…i・…一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」・　logL

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．P’
dition

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ル・・）≦÷・x’ゆ1・9チ・

ou，　en　posant　X’（th）”＝　X！，（x）十AY2’（x），2Y，’（x）et　X2’（x）壱tant　llol］n邑gatives　et　sommables

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ガ
dans　1’inしervalle　o≦x≦α，　ainsi　que　i　X，’（x）logx　l，oll　a，　pourノ≦一　la　con（lition　plus　fQrte

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e

　　　　　　　　　　　　綱≦（1一＋渇’（rc謬））瑠（・）・1・・璃’ゆ・・gS

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一（t・姻・＋渤1・9｝

C，est　la　cα1dition　de　M。　M，　Inaba，　Proc．　Phys．一Math。　Soc．∫ap．　Ili．11（Ig2g），　p．6g；Ia

Condition王工de．斑．　Shimizu　lo‘．　ct’t．　y　appartient　comme　exemple．

　　2．　M，Fukuhara　donne　utle　pareille　expressionき　une　condition　suf丑sante　pour　Punユcitξ

［en　japonais，　NipPon－Sfigaku・：Buturi－Gakkwaisi　6－2（lg32），　P．　r44］，　tandis　qu’il　n，ea　exprime

ni　la　n巴cess三把n目es　consequenees　qui　en　dξcotilent・　　　’
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．o〈zt．’c，＝，．c，　la　solution　y（．y）　de　（i），　telie　que　ond一く．y（x）｛＄v（x，　d），　est　unique－

ment　d6t⑱rmin6e　de　fa｛　on　queフノ（x）＝o’（o≦x≦a）；ce　qui　est　un　r6sultat

du　Th60r6tne　s．　Si　i’on　pose，　par　exemple，　gt（x，　et）＝　eZ（ec）一X（’V），　X（x）

6tant　absoiument　continue　pour　tout　o〈e．〈．．」vSa　et　telle　que　lim　．2Y（x）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x一〉十〇’

一rmE十〇〇，　et　Z（zs）　6tant　de　inSme　que　dans　les　lignes　pr6c6dentes，　on

obtient　la　condition

　　　　　　　　　　　　　　　　　ノレ，η（x，の］一嶽κ，Zl）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．N’（x）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ηL（」V，　z”）　≦7て易）

due　a　M．　Nagumo’．

　　　　En　tennlnant　ce　m6moire，　1’auteur　tient，　en　expirimaiit　tQus　ses

remercime－ts’，’　h　pr6ciser　qu’il　a　6t6　pouss6　2t　ces　recherches　par　zine

inspiratior）　provoqu6e　par　une　co’　nf6remce　sur　ces　sujets　que　］tfr．　le　pro－

fesseur　［L”．　iTVIatsumoto　a　donn6e　dans　tm　s6minaire　de　notre　institut

en　f6vrier　i　g　34．　’　・　’

　　i．　Jap．　J．　Math．　7（rg30），　p．　i　56．　’M．　N’agamo　suppose　que　kY’（x）”s；；o；　par　couseq’uent，

on　peut　reje’　ter’1’hypothese　lim　Z（u）＝＝一　oe．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　％→・十〇


