Sur I'Unicité de la Solution de
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(Recu le 5 Juillet, 1934)

Considérons Iéquation différentielle aux variables réelles
ay
(1) =A%, »)
dx

ot f(x, ¥) est une fonction continue du pornt (x, y) dans un rectangle
losx=a, o=y=d] (a, >0), telle gue f(x, o)=o.

Nous allons établir une condition nécessaire et suffisante pour
I'unicité de la solution de (1) passant par le point (x, ¥)=(o, 0).! Elle
scra donnée par le Théoreme 2 ci-dessous qui se déduira d™un autre :
le Théoréme 1, de nature plus forte que le théoréme de comparaison
des intégrales de deux équations différentielles,” da & MM. Tonell,
Bompiani et Montel? Dans la seconde partie du présent mémoire, en
généralisant la condition suffisante de 'unicité donnée par le Théoréme
2, nous établirons le Théoréme 3, d’od on tirera immeédiatement

diverses autres conditions déja connues aujourd’hui.
I. Théorémes d’unicité.

Théoréme 1.—Powur que v(x)=o soit la scnle solution de (1) par-
tant du point o, o), i faut et il sufit qu’il existe wune jfonction

1. Cf. Yosie, Jap. J. Math. 2 (1925), p. 161. Lc travail de M. Yosie est une
conséquence des résultats obtenus par M. Perron, Math. Ann. 78 (1915), p. 471
2. Le théoréme de comparaison: Soit g(x, ) une fonction continue telle que g{x, ¥)=

A, ) [oSxSa, 0o£y=0]. Alors une solution quelconque de (1) partant du point O{o, 0)
. . . oody

west jamais supérieure & la solution maximum y=Z(x) issue de O de Péquation ;,;:g(x, 7).

3. Tonelli, Atti. Accad. Naz. Lincei, Rend. 6e série 1 (1925), p- 272; Bompiani, méme

Volume, p. 298; Montel, Bull. Sci. Math. 2¢ série 50 (1926), 17e partie, p. 205. Une gé-
néralisation : Iyanaga, Jap. J. Math, § (1928), p. 253.
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o(x, ¥) continue et bornée dans le domaine Dios=x=a, o=y< +00]
ayant les dérivées particlles continues §x, v), &z, v) dans Dlo=x
=a, o<y< +00] felle que

‘ &(x, 0)=o, ¢lx, 1)>fx, ») [o=r=a, o<ly=0],

el que I'équation
(2)

n'ait d’autre solution issue de O que y(x)=o.

On peut remplacer, dans cet énoncé, l'inégalité g(x, »)>/(x, »)
par g(x, )=Ax, »).

Démonstration.—D’apres le théoréme de comparaison, Iexistence
d’'une telle fonction g(x, ») est suffisante pour conclure 'unicité; c’est
aussi une conséquence du Lemme ot du Théoréme 2 suivants, ceux-ci
étant indépendants de la conclusion. Par conséquent nous allons prou-
ver, dans les lignes suivantes, Uexistence d’une telle fonction g(x, »).

Posons d’abord par définition Ax, v)=Axa, a) pour a<ly< + oo.

Formons des fonctions »(x), m(x),..., m(x),...de maniére que

J'vz('x): s‘t {f[x, J'n(x)] + -I—}(I,J\f‘}' —I— (/l =, 250000 ) 5
Jo 72 72

dy
e =8, )

y(x) (=1, 2,...) soient définies dans lintervalle o=x=q¢.! Evidem-
ment la suite est positive et décroissante, et elle a une limite déterminée
finie. Or on a

& . 1 1
lim y,,v(x)———limj % ()] +—tdxe +—
+ nr+0J0 74 7z

N>+ o0
=§ Slz, im wfx))dx
0 2P 0O

' 1
d’'aprés le théoréme de M. Lebesgue, parce que f[x, y,l(x)]ﬁ——;(u: 1,
2,...) sont bornés dans leur ensemble;’ par conséquent lim v,(x) est
2Nt 0

une solution de (1) issue de O et Ton a néeessairement lim y,{x)=o0

24 0O

d’aprés T'hypothése faite. Ainsi nous avons une suite décroissante
{y.(x)} telle que '

2u(2) > /%, va(x)] (=1, 2,...), lim y(x)=0, lim y,(x)=o.
> A 00

N>+ 00

1. Pour le théoréme d’existence d’une solution, wor», par exemple, Pervon, loc. cit.
2. On peuat remarquer aussi que la suite {#a(x)} forme une famille également continue
et que sa converzence est nécessairement uniforme.
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Nous pouvons alors trouver des polynomes Zi(x) (z=1, 2,...) assez
7’ .
proches de #,(x) (=1, 2,...) respectivement, et nous obtenons une
suite décroissante de polynomes 2,(x) (72——1, 2,...) de facon que, pour
o=x=a, :

Pix)>fx, Plx)] (n=1, 2,...), imP(x)=o0, limP(¥)=o.
>t o0 2>+ 00

Prenons ensuite des nombres positifs petits ¢, &,..., &,...tels que,

pour o=x:=a,
Pox) = 6, Pror(2) F enas, Lolx)> Az, 9) [Bkz) + eu=yz= Pox)—¢,],
(=1, 2,...);
et choisissons les nombres A4, Ms,..., M,,...tcls que, pour o=xr=a,
M>f(x, p) [+oo>y=A(x)],
MU>f(x, 9) [P Zy= )] (1=2, 5,...),
| lim M,=o.

n-p+ 0

osons enfir ar définition, pour o=x=a,
P fin, par d ,

( [+ °°>;V—>——P1(x) +el,
A, [Prcs(x) = enerZy=Pou(x) +e] (n= o)y
L2~ PN0(=LE) L sy (a4 ez
o(x, y)=¢ (n=1, 2,...),

(= PN EED=2) 1 py Bz —e)

n

(n=1, 2,...),

\ o [y=o0],
ot Q(x) est un polynome de x tel que
Q(o)=o, Q(1)=1, Q'(o)=0, Q'(1)=0, o<Qx)<1 (o<x<1),

par exemple Q(x)=3x"— 2%

Cela étant, I’équation (2) admet des solutions y= Z,(x) (n=1, 2,...)
dont la limite est o pour 7z— + 00 et, comme g(x, ») est continu dans
D, ainsi que gi(x, v) et &(x, v), elle n’a pas d'autre solution issue de O
que y(x)=o. (C. q. £ d.)

Lemme.—g(x, v) élant de méme qu’s Iénoncé duw Théoréme 1, on
peut poser, dans D,

oz, »)

gl == oy
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ot @(x, v) est une fonction conlinue dans D, telle que ¢(x, o)=o,
ayant les dérivées particlles continues ¢x, v), ¢ofx, v) dans D, telles
que @x, v)>o0 dans D. :
Démonstration.—Soit ¥=y(x, C) la solution de I'dquation (2) qui
prend la valeur C pour x=o0; alors y(x, C) est, comme on le sait,
une fonction continue dans le domaine [o=x=a, o< C< + 00}, y(x, C)
variant de o & +00 avec C, ayant les dérivées particlles continues
P1elx, C) et ylx, C), 3z, C)>o. En résolvant y=yx(x, C) on
obtient C=¢(x, ) qui répond a notre condition. (C. q. f. d.)
Théoréme 2.—Pour gque 3(x)=o0 soit la seule solution de (1) par-
tant de O, il faut ¢t ol suffit g’ existe une fonction ¢(x, v) contrnue
dans le domaine D, telle que ¢(x, 0)=o, avant les dérivées partrelles
continues dans D telles que ¢,(x, ¥)>o0 dans D, et que Pon ait

gox, »)
\ L )< — L =x=a, =4).
(3) Ax, 7) o, 7) [o=x=a, o<y=0]
On peut remplacer, dans cet énoncé, la condition (3) par
A, ¥
(4) A, p=—i 22 ) [o=r=a, o<y=4].

%/(x: J/)
Démonstration.—I’existence d’une telle ¢(x, y) est une conséquence
simple du Théoréme 1 et du Lemme. Réciproquement, s’il y a une
telle fonction ¢(x, ¥), en transformant (1) par x=¢(x, ») nous avons,
pour y>o, Cest-a-dire pour z>o,

du i ' ) ‘
——=glx, ) +)x, 1) A% =0  par (4);

donc, pour une solution #(x) de (1) qui est positive pour certain x
positif, soit x=uxy, u(x)=¢[x, 1(x)] est une fonction non croissante
de x et ne peut s’annuler entre o et x; par conséquent y(x) est

aussi, car ¥(x)=o0 entrainerait 2(x)=¢(x, o)=o. (C. q. £ )
Corollaire.— Considérons wune équation
dy
(5) e =, )

oir Fx, v) est wune fonction continue dans un domaine [ay=x=a,
by<<w<<b)). Cette équation admet une solution unigue en chagque pornt
du domaine, pourvw que Flx, v) satisfasse des inégalités .

1. Poir, par exemple, Goursat, Cours d’analyse mathématique, t. 3, 4 éd., n® 461, ou
de la Vallée Poussin, Cours d’analyse infinitésimale, t. 2, 6¢ éd., Chap. V, §3.
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Oz, 3, )+ @y, 2, 2) F=, 9)

ox, ¥, z)
(6) =Fx, v+z)—Fx, ¥)
O fx, v, )+ @z, v, 2) Flx, »)

@Ax, v, )
pour cy=x=a, b<y<y+z<lb, ott ®(x, v, z) el ¢(x, ¥, ) sont deux
Sonctions continues dans le domaine [ay=x=a,, by<v<b, o=z +00],
telles que O(x, v, o)y=0(x, v, o)=o0, avant toutes les dérivées partielles
du premier ordre continues dans le domaine [nﬁr_x‘ial, boy<by,
0<s< +00), tandis que ®Ax, v, 2)>o0, G x, ¥, 5)>o.

Démonstration.—S'1l y a deux solutions passant & droite par un

méme point (x,, 1), et si Pon désigne la plus petite et la plus grande
valeurs de ces solutions par ¥(x) et ¥(x)-+z(x) (s(x)=o0) respectivement,
on a nécessairement z(x)=o par la deuxiéme inégalité de (6) et par
le Théoréme 2, en regardant @[x,+&, ¥(x+£), 7] comme @€ 7) du
Théoréme. II en est de méme pour deux solutions passant & gauche

=—

par un méme point, seulement en remplagant —x par x et au moyen
de la premiére inégalité de (6). (C.q f d.)
Signalons qu’au cas particulier: @(x, 9, £)=¢*"*ct ®(x, v,5 ‘“f’(“)”

nous obtenons la condition de M. Osgood* | Z(v+3)— 7 (v)| = 7,( ) (s>0),

oll Z(z) est une fonction continue ainsi que sa dérivée Z'(z) pour o<
z< 400, telle que Z'(z)>o0 (0<s< +00) et lim Z(z)=—o00. l.a condi-
zey 40

tion habituelle de Lipschitz est un cas encore plus particulier, tel que

Z'(z )'“——~ (A>o0).
Remarquons que, dans ce Corollaire, la condition (6) est suffisante

pour 'unicité en chaque point, mais nous ne savons en rien si elle -
est -nécessaire ; il y a ici une question & résoudre plus tard.

II. Diverses conditions suffisantes pour l'unicité.

Nous allons généraliser de plus en plus la condition suffisante de
&
I'unicité au Théoréme 2. Commencons par élargir la continuité de
td
‘ot(xr J')-
Pour cela, disons par définition qu'une fonction ¢(x, v) est

I. Mh. Math. Phys. 9 (1898), p. 331. Récemment M. Nikliborc donne une condition
suffisante d’unicité [Studia Math. 1 (1929), p. 201], mais on peut prouver que sa condition
implique celle de M. Osgood.
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absolument continue en & wunzformément en 212 point (x(,, ), lorsque,
pour certain nombre positif /%, elle est une fonction absolument con-
tinue de x dans lintervalle ay—/=x=x,+/~ pour » fixe tel que
Vo— h=v=y,+ /1, et que la continuité absolue est uniforme pour ¥, c’est-
a-dire, pour e positif arbitraire, l'inégalité

m
Sai—x| <0 [wo—r=x, xisx+/ (=1, 2,..., m)]
=] .

entraine

Z lolal, M —olx, ¥ <e (m—Il=r=wn-+h),
i=1

0 étant un nombre positif convenable dépendant de e seul et indépen-
dant du choix de a;, xj, 72 et v

Alors, s7 @lx, v) est de méme qi’an Théoréme 2, sauf Uexistence cf
la contimuité de ¢ {x, v), st cependant o(x, v) est absolwment continuc
e x wnrformément en chagque pornt intérieur & D, et st Uinéeoalité
(4) @ liew cne un point quelcongue intéricur de D tant gue ¢gfx, y) ¥
existe, la solution de (1) fssuc de O est wungue.t

En effet, si #(x) est une fonction absolument continue, z{x)=
olx, ¥(x)] Test aussi au voisinage d'un point x oit #{x)>o0, et 'on a

dut anx
WD) i, )+ i, 5,

dv(x)  dulx) . , . e
tant que “7{;‘ n"xw existent simultanement ; ainsi on peut raison-
ner comme dans la démonstration du Théoréme 2.

Comme exemple de cette proposition, posons ¢(x, y)= "%
ot X(x) est une fonction absolument continue de x dans lintervalle
e=x=sa pour tout nombre positif petit ¢, telle que ]ill;lO.X(x) soit déter-

x>

minée finie, et Z{y) a une dérivée continue positive pour o<<y< + 00,
X'(x)
Z()

telle que lim Z(y)=-—o00; nous obtenons la condition (%, )=
y>+0

due & M. Tonelli®.

%
1. Dans cette .conclusion et dans quelques résultats suivants, la continuité de f{x, 7) n’-
est en rien cssentielle et on peut conclure de méme pour /{x, ») quelconque définie dans le
rectangle, en entendant, par une solution de (1) issue de O, une fonction y(x), telle que y(x) soit

une intégrale indéfinie de fTx, 1(x)], au sens de M. Lebesgue, pour x>0, et que lim y('v) o.
%> +0
2. Loc. eit. Il suffit que cette inégalité subsiste en dehors d’un ensemble dont la pro-

jection sur Paxe de x est de mesure linéaire nulle, car si Pon modifie fx, ) sur un tel
ensemble, les solutions de (1) ne changent rien.
Drautre part, on en tire une condition suffisante pour lummte de-la solution de (5) en
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Ce résultat cependant ne donne pas la condition d’unicité de M.

”
Nagumo' f(x, ,1')<—z—;~ Pour T'obtenir simultanément, nous rejettons la

continuité de ¢(x, v) sur la droite x=o.

Théoréme 3.—Sozt @(x, ¥) une fonction continue dans le domazne
Llo<x=a, osy=ux)], oit l(x) est unc founction continue et postirve
pour o<x=a; cf soit p(x, 0)=o. De plus ¢(x, v) est absolument
continue en x uniformément en chague pomt mnitérwecur de E, avant la
dérivée ¢(x, v) continue et positive dans Uintérieur de E.  Alors st

W(x) est wne solution de (1) telle que o=r(x)<ulx) (o<x <0y et

(7) : lim ¢[x, ¥(x)]=o0,
z>+0
et sv Pendgalild
, gdx, 3)
(s) S, N==E0

est vérifide sur la cowurbe intéorale, tant que y(x)>o et ¢lx, y(x)]
existe, on a nécessarrement y(x)=o (o=x=a).
Démonstration.—Comme dans la démonstration du Théoréme 2,
la fonction. «(x)=¢[x, y(x)] (0<x<0) est non croissante dans un in-
tervalle de x ot #(x)>o0, tandis qu’elle ne s’annule pas entre x=o et
x=x si y(x)>0; on a par suite lim ¢[x, »(x)]>0 contradictoirement
Z>+0 :
a I'hypothése (7). ‘ (C. q. f. d.)
11 s’ensuit évidemment toutes les conditions suffisantes pour 'uni-
cité que nous avons rencontrées dans les lignes précédentes.
, Comme autre exemple, posons ¢(x, ¥)=e" P *D ot X(x) est
absolument continue dans lintervalle o<es=x=ae pour tout ¢ ct ol
Z(y) est de méme que précédemment; nous obtenons, comme condi-

tion suffisante pour P'unicité de la solution telle que lim {Z[(x)]—
: > +0

X(x)}=—o00, la condition®

chaque point du domaine; c'est
|7(x, 3+2)—F(x, )] L) (z>0)
s S - Z'(z) 7?
X'(x) étant sommable pour ¢, Tx<a; ; elle contient les conditions précédentes de Lipschitz
et de M. Osgood. On peuat généraliser d’ailleurs le Corollaire du Théoréme 2 de sorte qu'il

donne ce résultat comme un cas particulier.
" " 74 . . .
1. Jap. J. Math. 3 (1926), p. 107. La condition f(x, J*)<—J (o< k< 1) avait été abordée
x

par M. Rosenblatt, Ark. Mat. Astron. Fys. 5 (1909), n° 2,

2. Tl n’est en rien nécessaire que y(x)<d, en supposant que f{x, ¥) soit définie, continue
ou non, dans le domaine [0Sa=la, 0Sy<<+4 oo ].

3. Cest ce que j'ai établi substantiellement dans ce Memoirs A 15 (1932), p. 265-266.
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' ’ ' X%
() e D= (r>0),

qui contient la condition citée de M. Tonelli. En particulier, si T'on
pose Zy)=log» et X(x)=log x+ Xi(x), ot Xi(x) est unc fonction
absolument continue dans lintervalle o<<e=x=q pour tout e, telle que
iim X;(x)>—o00, on a

z->r+0

( 2(x) sx)

log™= —"— K(x)) =—00, car lim——=o0';
z>+0

tim{ Z[y(x)] - X(x)} =lim

z>+0 2> +0

par conséquent linégalité

e, )=( 5o+ X))y

scule suffit & conclure I'unicité.®

Soit maintenant ¢(x, ) comme au Théoréme 3, et ¢(x, ) une
fonction de la m&me nature en prenant z au lieu de v et flx)=¢[x, a(x)]
au lieu de a(x). On voit alors que la fonction ¢[x, ¢(x, ¥)] remplit
la condition pour ¢(x, ¥) au Théoréme 3 et que les conditions (7) et
(8) deviennent respectivement
(10) lim ¢{x, ¢lx, ¥(x)]}=o,

>4

gilx, o, )] gdx)®

dulx, olx, Ml @z, v) efx, ¥)

(11) S, v)=-

I. Pour cela il est indispensable que lim y(x)=o0 et que f{x, ¥) soit continue au point O.
z->4-0

2. Nagumo, loc. czt. et Jap. J. Math. 4 (1927), p. 307 ;Perron, Math. Z. 28 (1928), p. 216;
Shimizu, Proc. Imp. Acad. Jap. 4 (1928), p. 326, Condition I; Fukuhara, Jap. J. Math.
§ (1928), p. 246; Rosenblatt, C. R. Acad. Sci., Paris 188 (1928), p. 1797; Okamura, ce
Memoirs A 14 (1931), p. 94-96. Une modification: Hoheisel, Jber. Deutsch. Math.- Vereinig,
42 (1933), p- 33

Si _f{x, ) est une fonction convexe par rapport i ¥, on a évidemment
Az, V)L, €) (oS y=<x)
¥ \
§; (CEE<H

donc d’aprés la condition la solution est unique. Ce résultat a été indiqué par M, Kitagawa,
Jap. J. Math. 9 (1932), p. 153.

La Condition I1T de M. Shimizu Zoc. c7¢. est un autre exemple décounlant de (9). Cette
condition (9) contient aussi le résultat de M. Scorza-Dragoni, Rend. Circ. Mat. Palermo
54 (1930), p. 430.

3. Ceci n’a de sens qu'en un point (x, 7) olt o/(x, 3) et ¥.'[x, ¢(x, ¥)] existent.
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. J o 3
Posons par exemple ¢(x, y)———;, Gz, w)y=5¥D on X(x), Z(u)
sont comme dans (g), # étant a la place de y; soit de plus X(x), telle
lim:’li}i)

que lim X(x)> —oco. Dans ce cas la condition (10) revient &
z->4-0 z>+0 X
=o triviale et nous obtenons au moyen de (r1) une condition suffisante
d'unicité
xX"(x)t
x
Remarquons enfin que si I'on écrit y=y(x, 2«), en résolvant u=

o(x, ) par rapport & ¥, les conditions (8) et (11) deviennent respec-
tivement

Ax, y)é%Jr

Sl gz, w)]—7dx, 2)=o"

et .
(12) Flx, 7z, w)]—7g.x, ) __gl!;(x, 2)
1z %, ) iz, )

Supposons dés maintenant qu'a (12) 7(x, 2) est une fonction continue
dans le domaine [o=r=a, o=u< +00] telle que 7(x, 0)=o0, ayant les
dérivées partielles continues 7.(x, #), 7%, ) dans [o<x=a, o<u
< + o0] telles que 7.(x, #)>0; et que ¢(x, ) est tout & fait de méme
que précédemment, en prenant B(x)>c¢ olt ¢ est un nombre positif.

Alors si im ¢(x, ¢)=o0 et si l'inégalité (12) est vérifiée pour o<x=a,
z->40

lIA

) I
1. Nagumo, Jap. J. Math. 7 (1930), p. 159. Si 'on pose Z’(y):—-———ml—, on a la con-
> log—
7
dition
S, 1) S o X () #log— ;
3V = x gy !
ou, en posant X'(#)=X(x)+ X, (x), X)(x) et X,'(x) étant non négatives et sommables

dans Dintervalle oSx<te, ainsi que | X,'(#)logx |, on a, pour yg-x?, la condition plus forte
I
oo NS4 20) )+ X m)logart X (2)ylog s

I I
=\ JY, ) o, e
(x+ 2/ (%) y+X(x)ylogy

Cest la condition de M. M. Inaba, Proc. Phys.-Math. Soc. Jap. IIL 11 (x929), p. 69; la
Condition II de M. Shimizu Zoc. cz¢. y appartient comme exemple.

2. M, Fukuhara donne uune pareille expression & une condition suffisante pour l'unicité
[en japonais, Nippon-Stizaku-Buturi-Gakkwaisi 6-2 (1932), p. 144], tandis qu'il n’en exprime
ni la nécessité ni les conséquences qui en découlent. '
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o<u=c, la solution y(x) de (1), telle que o=y(x)=y(x, ¢), est unique-
ment déterminée de facon que ¥(x)=o(o==x=a); ce qui est un résultat
du Théoréme 3. Si I'on pose, par exemple, ¢(x, 2)=e""*? X(x)

étant absolument continue pour tout o<e=xr=ca et telle que lim X(x)
. z->40

=400, et Z(z) étant de méme que dans les lignes précédentes, on
obtient la condition

Sl glx )] =79dx, u) _X'(x)
72, 22) = Z'(u)

due a M. Nagumo'.

En terminant ce mémoire, lautecur tient, en exprimant tous ses
remerciments, & préciser qu’il a été poussé & ces recherches par une
inspiration provoquée par une conférence sur ces sujets que M. le pro-
fesseur T. Matsumoto a donnée dans un séminaire de notre institut
en février 1934. '

1. Jap. J. Math. 7 (1930), p. 156. M. Nagumo suppose que X'(x)=L0; par couséquent,

on peut rejeter I'hypothése lim Z{z)= — co.
u->+0 .



