
On　the　Group　of　Zere－Sequence

　　　　　　　1？）　sr

Toshlz6　Matsumeto

〈1〈eceived　’November　｛），　i93Li）

　　　　1．G量ve・　a　se．qLlence・f　an　in且nite　number・f　real　numbers，｛〃、｝，

、ve　rearra1〕ge　its　tel‘111s　by　the　sub＄tit1LILt至on

　　　　　　　　　　浪（2tr　？t：　・．・・．．．．・　2tv　・．．．．．．．‘ノ！．．＿　　　？！．．　　．　書　．　曾　9　●　6　・　嘩　～1．．　　尋　．　．　．　。　。　．　●　●）・

　　　　　　　　　　　　　　　∫：　　s2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5ン

or　lnore　silnPly　by

　　　　　　　　　　s藁。∴lllll∴1：：：：：：：：：）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の
whe・・tl・e・…sξ・）・med・eq・・nce　i・｛・・s、｝・lf・he・e・1・・嵩（tt・一・t’・，）　1・e一

・bs・lutely　c・werge1・t，　then　w・say　the　sequenc・｛・・、｝・gl・nit・tlle

suた）stitut呈011　S．　　The　tot昂1｛ty　of　all　stlch　substitutions　forms　the　grouP

of　the　sequence　｛？lv｝．　’If　tlle　sequence　be　a　zero－sequence，　i．　eり　if

1Im・uγ＝＝o，　then　the　gro良P　of　the　sequence｛ノん｝量s　also　called　the　grouP
シサの

of　the　series　（convergent　or　divergent）

　　　　　　　　　　Σ2’戸～！、＋〃2＋＿．．，＋〃レ＋＿．．．．t

　　　　ノラ6　／11ds　クtotfe　fCtC　sft・（rl／‘oμ∫4廊7・o／z！γε6ノ’o－scr｛7．～teアscrcs．　∠＼grOuP童s

sEしid　tQ　be　admltted　by　a　sequence　provided　all　its　suしstitutions　are

admitヒed　by　the　sequeace．　Such　a　9津oup　is　a　subgroup　of　the　group　Qf

the　sequence．

　　　　2．IfΣπv　be　absoluteiy　collvergen亡，　theii　it　admitsとし11　possible

stibstitutions，　i．　e．，　the　symmetric　group．　CQ玉］versely
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　　　　、ケl／ie　S（，’tl’？le・］1（：e｛～4V｝a・tl〃2・IZs！li　e　5フηノZ／iielノ・lt’8ノ・OZt・P，魏4％lli　e　se〃盈

Z・it，　iS　abso／？tle4・」，　conz，er．o’e7zt．

　　　　1　enunciatecl　this　theorem　in　my　first　paper　without　proof．　XIVhen

the　sequence　｛？t，｝　h．　as．　an　infinite　number　of　terms　of　both　sigi｝s，　it

is　eviclent．i　Tn　tl｝e’　other　case，　we　may　suppose　2iv＞o，　v＝＝i，　2，・．・…

without　loss　of　．o”enerality．　Since　t2Kv一＞o，　it　g’ives　ic　partial　sequence

伽、｝such　thatΣ才！・・、　is　e・nvergent．／，et伽・、｝be　the　sequel｝ce　wlth

ternis　reniaininsr　iB　｛2tv｝　after　the　rejection　of　’？／nv，　p＝：i，　2，．．．．　Then

．V，　．．i・　・？imv　inust　1）e・　divergent，　or　else　Zrvrv　w・ould　be　conxxergeRt．　Noxv　by

the　stibstitution

　　　　　　　　　　（77・Lフの（・・7・L｝クZ、’）＿．．（Mv〃、）＿＿

the　serie．lis　of　the　dififerences　c）f　the　absolute　values　of　the　corresponding

ternユs　、v圭il　bo

2Σ　lu，“ンー脇レ1＞2（Σ～t’ノ“》一Σ〃“♪躍。。・

Th｛s　contraclicts　the　hypothesis　；　so　tha：　the　series　＝・uv　inust　be　con－

verg－ellt．

　　　　If　｛’uv｝　is　Bot　a　zero－sequorice，　the　theorem　is　not　true．L’

　　　　3．　lf　the　sequence　｛zt，｝　aclmlts　the　substitution　Siiii（，V．．）　i・　c・，　if

th・…i・・Σレ・ゾπ。」・b・・nv・・ge・t，　th・…i・・：Σロ・ら1－i〃、Jl　i・

aノ「07’t～b〃lconvergent．　Therefore　the　sequence　｛1　uv．1｝a〔lmits　th¢sub－

stitution　S．　iLlence　the　group　of　｛uv｝　is　a　subgroup　of　that　of｛1’uv　l｝．

　　　　XVe　shall　consicler　in　the　folloxvi　ng　the　．Posiktc，c　tt・ero－sed，7uences，　i．．

e，，　tliose．　whose　t¢rms　，are　all　posi．tive　anci　tencl　to　zeiro．

　　　　4，　Le／’｛’ltv｝bc　a．カ03z渉詑’eε67・o－set17r67〃cc，，漁びμ魏6　sr／wφq／｛〃v｝

i3・a．Pノ’O／Seノ・εμ68！0～φ（読励・ノ’）Of　t／iatげ！／te　sea　・u　e’ア・c・6’儒｝，（ρ〉里），

in　so　t’ar　as　the　serie．s　＝・7tv　is　clivergent．

　　　　．1’．et　the　substitution　Si1i（，”，）　bg　any　s｛ibstittition　admlttegi　1？y　the

seqtience　｛zi，｝，　it　caR　ea．sily’　be　seen　tl｝at　the　sequence　｛・it・f，’〉　also

aclinits　S．　IFor　let　＝’1　be　the　｛ipper　bouncl　of　ehe　sequence　｛ztv｝，　theii

　　　　　　　　　　　l～魂一2慮v｝＜ρil｛J－1レlv　一～‘s》L　（ρ＞1）・

｝il［’ence　the　ser｛es　2’．　l　u；一一？／．g，1　is　converLgent，　since　by　hypothesis　the

series　S“i　H！　1　ztv　一　’us，　1　is　conver　．c　reBt．

　　　　To　prove　that　there　i＄　a　substitution　admitted　by　｛’et？，｝，　but　not

by　｛u，｝，　＝・ttv　bei．ng　di　vergent’，　at　first　we　note　that　if　rii，　AL，，．．．A．　be

positive，　then　±Nor　any　nuniber　2＞i，　we　have　the　inequality

　　　I．　Loc．　cit．，　thc　iirst　paper，　p，　220．

　　　2．　Loc．　cit．，　the　second　paper，　p．　i　2．



　　　　　　　　　　　　　　　　　　（）ノlthe（；与三〇～．4｝q1’2ヲヒηρo－5’θg～‘θπ683

　　　　　　　　　　鴻＋鴻＋＿＋鴻く（x’li　十　／12　十　．　．　．　十　A，t．）λ．

　　　　Noxv　choose．　somc　terms　c　f　〈2tv｝　（k］　the　or（ler　of　increasin．c．r．　in－

cleces）　such　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t

　　　　　　　　　　・〉…＋・t1・＋…＋・…，・1＞ト

XVIIel’C　71il，　71rLi．．．，，　7tlle，　are　certain　terms　of　｛71v＞，　only　the　notat｛o．　ns　of

the　incleces　being．．　changed．　This　is　alsvays　possible．，　since　7／，．o　and

£7tv＝oo．　Again　xve　may　choose　some　terms　from　the　remainin．．cr．

termf　of　｛7i，｝　such　that

　　　　　　　　　　　　L＞’7t2！＋7t2L’＋’”＋7／t　k．＞mmlirm’　’　’

　　　　　　　　　　　　2　”　　r）
　　　　　　　　　　一　i　t　一　一　一　一　t　一　一　一　一　一　一　t　t　l　一　一　t　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　i　i　一　一

　　　　　　　　　　一lit｝一　／〉　71，，．t　＋　7t7，2　mt一　．　，　．　＋　7／’77k，，　〉　±t　1　mm　’

　　　　　　　　　　一　一　一　一　1　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　1　一　一　一　一　e　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　t　－

In　cho．　osi．ng　these　terms　x・ve　may　assuine　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　／・ユ《島《；＿＿〈；為、《；＿＿．

Ilibr　cifter　7irb　2ti2，・・．，　’2iik，　is　chosen，　we　choose　the　next　g．roiip　of　s“ch

£“erlllS　7tut，　・？！L，o．，．．．，　・212k．　alllO119．’　the．　1’eMailli119．．’　terlllS　Of　｛’／lv｝　taS

　　　　　　　　　　　　　　　　　細．〈1．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

1［his　iE　possible　since　7／，一＞o．　Crhc一／．n　xv6’　hav－e

　　　　　　　　　　？／2，　一1一　71L，2　一｝一　・t・　＋　7f2k，　x〈　／’i　×　f．／t，　’　i＝　’nv一’／／．”’　；

and　xve．　acl（1　sonie　ternis，　it’　neces　g．　ary　s．　o　th，at

　　　　　　　　　　　　I》耐・・，，＋＿＋〃，島＞1．

　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　　卿　　3

This　is　possible　since　7t，一＞o　and　X？iv＝＝oo．　Therefore

　　　　　　　　　　　　　　　　　島〉為．

This　consideraeion　is　quite　general．．　Sc　wc　may　siippog．　c　that

　　　　　　　　　　i｛）ix〈1？cx〈””一．s〈Nk7t×〈．一．．”．

　　　　NTo／／v　pug　for　simplicity

　　　　　　　　　　　（lf7iiiiE　lt7tl　＋　？t，t2　＋　’　’　’　＋　？tnk．’

　　　　　　　　　　　1’T’；，　img　7／；’，i　＋　7i；2　＋　…　＋　？i9，，k，，，　’iZ　＝　i　，　2／　・・…　・・



4　Toshixo”　Matsu2noto
The．n　1］y，’

狽?ｅ　inequality　remarl〈ecl　a，bove，

　　　　　　　　　　　乙葉二（？tnl十21，，．2十…十？～ノ協♪P

　　　　　　　　　　　　　＞7！£1十ク！臭2十…一ト？！11k，，　＝アr㌃

Since　　T　；〉乙ろよan（l　he11Ce　　I　＞乙7駐，　we　l］，lve

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P
　　　　　　　クノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ク～

　　　　　　　　　　　　　　　　　JL＞1傷．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ク2P

Th・s　we・ee・he・・・…蕊¢…d瞭・t・・h…he　se・…激1・：；・　i・

converg’ent．
　　　　N’oxv　since　1．fn一一＞o，　tve　n．iay　take　a　plirti，al　t　equenca　｛ly”’ni）　in　ordeir

fro．　in　｛if／，，｝　such　that　the　series

　　　　　　　　　　　乙ろz鼠十乙ろz2十＿千乙窃i十．．．＿

is　converge．nt．　ll／！ere　we　may　suppo．　se　that

　　　　　　　　　　7Zi＞1，　flL）＞7Zl十1，．．．，　71．i＋1＞7Zi十1，．．．；

for　the　s．　equence　｛（ir，，｝　is　mo．notone　decreasing，　and　to　selp．ct　a　con－

verge．nt　series，　a　smaller　C／，，，　．　i．　e．，　U，，　with　a　greater　inclex　is　more

effective．　．ILet　｛（／ini｝，　（7jii＝＝i），　be　the　remaininf．）’　se．quence　in　・order，

then　the　series

　　　　　　　　　　乙ろ1♂1十乙fl〃2十．．．十（’／VIZi十，．．．．．

is　divergent，　sillceΣど窃＝Σ乙㌃“汁Σ砺＝（h．おy。1πchoi㏄。fク～1，

71L，，，．．．．．，．　xsre　have

　　　　　　　　　　771i〈71i．，　1’＝1，　2，．．．．．．．

Therefore　the　nuniber　of　te．　rms　in　（．，，mi　is　not　g．reai．’（“r　than　that’　in　（，t”ni

i．　e．．，

　　　　　　　　　　ん〃i＜；ん～‘，　ゴ調1，　2，．．．．。．．　　　　　　　　l

Nc　w　put
　　　　　　　　　　ど乃・潤今，μ＋？今，、2千…＋〃，，ε々“、！

the’n　since

　　　　　　　　　　　（．／ノフliX〈乙71nエ，　ガ＝1，　2，．．．．．．

the　series　lア・t．1　＋～1ア・・，＋＿＋ぴ・2．、　＋＿＿

is　a／．so　convergent．　Now・　consider　the　substitutions

　　　　　　　　　　lri　iii：i（’lt・．ni．ii：　’ll’ni　i）’’’’”（71in．i・　ltnis’　7／ni　kini．）’

　　　　　　　　　　　　　　（1’＝It　2，．．．．．．）

　　　　　　　　　　T蕪TIT2．，．，．．T裏
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The　segies　Qf　the　absolute　vaエues　of　d徹｝rences　of　corresponding　terms

of　the　sequence　｛7～v｝　and　its　transformed　one　by　T｛s

　　　　　　　　　　　　の
　　　　　　　　　　2署｛レ〆・・tir一〃’niz　l＋…＋レ！鵜砺、ππ1・凶“、．け

　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　；》2Σ（乙．砺一ど．．㌦）篇○。．

　　　　　　　　　　　　　’い1

Thus　the　sequence｛・！、｝（1・es　n・t　a・1mit．the　substituti・n　T，

　　　　ぐ）n　　t！ユe　　ot1．ler　Ii，in（i

　　　　　　　　　　　　わ
　　　　　　　　　　2滞｛レ！9・・i・一同μ1＋…＋レ！9ntl・“，π送油、1｝

　　　　　　　　　　　　　　の
　　　　　　・　〈2回目　1　1’ln・i．＋　1　1’；ii．）．

　　　　　　　　　　　　　・乙雛1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
This　iS　Cα1vergent，　sinceΣ〃り・is　convel・gellt．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　？置‘．・．ttl

　　　　Thus　恵e　se6　there　is　a七　least　a，　substitution　T　｛ll　the　grouP　ぐ）f

tlle　sequence｛7！e，｝wl：iich　is　mt　admitted　by　the　sequence｛7！ソ｝．己We

c・nclude　theref・re　the　gr・uP・f｛ア！、｝is　EしPr・per　subgr・uP・f　that・f

｛7！Pv｝，（ρ＞1）．

　　　　5．We　W・uld　c・njecture毛hat　the　gτ・up　Qf｛・！、｝is　a　n・rma！

subgroup（）f　tlla．t　of〈’lle，｝，（P＞It）．　But　this　is　h（，t　true．　For　as　we

have　p・・ved　th・・e　i…p・・ti・1・eque・ce，・・y，｛・・，、i，｝・f｛…｝…hth・t

Σ〃，、、i・dive・g・・t　w｝・il・Σ・・臭、　is　c・・ve・9・・t・1｛・・ce・upP・・e　f・・m　th・

beglnni．ntt’出atΣn、　is　divergenいvhileΣ2・！：・is・c・nvergent，（ρ＞1），　then

elea．rly　it　gives　a　cyclC，　say

　　　　　　　　　　C≡≡（＿＿c＿2c＿tCtc・1。．．＿）

，tL（：1m｛tted　by　the　seqtience　｛7／ン｝　where　ビi，ビ＿1．・cL’，ビ＿2，．。．．．．are　as　a　wllole

e（．撃浮≠戟D　to　II，2，．3，4，＿＿　Also　we　call　easi】y　bonstruct　a　cyc！e，　say

　　　　　　　　　　D戴（．．．．．．．ご～「＿2　読芝　d，　d，・．．鱒．．）

n・tadmi七ted　by　tl・e　sequeuce｛？！、｝，　where妬，〆．。み〆．2，＿．。．are，as

a　、vllole　equal　to　I，　2，　3，　4，．，．．．．　｝ξo、v　l）ilt

　　　　　　　　　　T一（Cld＿1ビ2ビ＿2………‘ろ‘～一王ご～2ご／一2．＿．．）・

・SinceΣ～！｛is　c・nvergellt，｛〃e，｝admits　T，　and

　　　　　　　　　　　　　　　　’1⊃隅董C’．r　＝＝　］）

which　is　1｝ot　acltn．ittecl　by　｛〃v｝．　It　is　clear　that　T　is　llot　adm｛tted　by

｛〃ソ｝or　else　D　should　beεむdmitted　by｛t．　Therefote　the　grOup　of　｛？！v｝

伽n・tbe　a　rl・rmal　subg・℃uP・f　that・f｛7・e，｝，（ρ＞1）・
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　　　　6．　・　XVe　may　extend　tlie　’theorem　pirov・ecl　in　N”4．　to　tl］．e　sequences

｛e・，’uv｝　and　｛ev2！｛：｝，　（p＞i）　xvhe．　re　〈・2tv｝　is　as　be’fore　a　positive　zero－

sequence　ancl　ev　is　十／［　or　一i．　Ilt　is　clear　that　tl｝e　g’roup　of　｛e，，？t，，｝

i・as・bg…P・f．・h…f｛・。・・ζ｝・F・・b・Sヨ（ζの，里・・Σ1・、・・ゾ．㌦・・s・，　I

be　convergent，　then　si．nce　7t，一〇，　considering　only　’the　terms　that　7／v，

7！sv　arc　sufiELcicntiy　sma11，（…，？x、、〈ビ置），　the　ser量esΣiε・2！宅一ε。パJ　ls

also　convergent．　This　can　easily　be　shown　by　the　method　of　maxi．mum

and　minimuin　Since　＝2i，　is　supposecl　to　be　diverg“ent，　there　is　a

partial　sequence　｛e．，　？／・．，，｝　of　｛7iv｝　whose　terms　are　of　the　same　sign

cind　＝e．，　7・t一．，　is　一diver．o，．’ent．　Applying　the　theorein　of　INTO4．　to　the　se－

q・e・・c・・｛・，轟、｝a・d｛・ぺ4わve　nl　ay　c…1・d・th・t　　『

　　　　T／ie　8プ02．ψ　9／！／ie　ε87・0－seク2！eクIC”．　｛εソ？！γ｝　2ぎ（r汐ノ・Oψe7・S〃1？～9フ・02！P¢ズ

／／iaX　of　llie　sea？・tence　｛sv7t｛；｝，　（R＞i）・

　　　　This　subgr．otip　is　not　a　normal　sub．．cr．　rottp．　Thc　followSntt’　example

is　to　be　noted．

　　　　　　　　　　勧・｝範｛（一1）回y｝・

　　　　　　　　　　｛ev2t．　？，　｝　n．一　｛（　一　i　）V　一i　ma；um？if，ww｝，　（p　〉　i　）

　　　　　　　　　　SE1一（i　3）（aj．　6．）（7　9）．．．．．．（57Z－2　．37Z）・・‘・・・…　，

　　　　　　　　　　T一一（i　2）（4．　s）（7　9，）．．．．．．（3n一一一2　o”7i－i）・・・・・・・…

Si・ce・he…i・§Σ（一1）v鱒職 iテ・・b・・’…ly・Qnve・…t，　it・岬・t1・e

symmetric　g’roup；　while　the　sequence　｛（一i）”一i－t｝

S．titlltiOll　S

　　　　　　　　　　．o．’roup；　while　the　sequence　｛（一i）”一i一＝｝　adniitf　the　sub一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　レ

　　　　　　　　　　but　not　the．　subg．　titution　’／L“．　IXToxv

　　　　　　　　　　T一’ST＝（r　2）（i　3）（i　2）×（‘t　，s）（4．　6）（‘；　，f）×（7　8）（7　9）（7　｛9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　〉〈　o‘．．99‘r翠，∂¢．，‘r9●ρ，99，9∂，，∂o，，．99∂9

　　　　　　　　　　　　　　　　　　×（3ア1－li　3アz一1）（3クz一2　37z）（3クz－2　3フ2－1）×・一…

　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝（2・　3）（s　6．）（8　g）…　（3n－i　r）n）．・．・・・…

and　this　is　not　admitted　by　｛（一i）’“一’i一一S一｝．

　　　　7．　Lal｛？lv｝and｛zノン｝be　tτvoε6ノ・o－seauo／zces（7zotクzetJessa・7’i7；i’PoszL

XiFue），　suc／t．　1’rka．t．／07’　an．．a，　t7c，io　iTndeces　v，　fi　7eve　／i・a・rve　trz’X／ie？’　’7ivt＞7t－y，　a7i（1

”d、〉！Z・tp．σ々物卿〃6！加60ノ・’21、　x〈；2ty．　a・〃〆rv、＜；Zlp　a・1　tlie　sa・・7ne！！ン〃6諸〃躍

伽sel・f　a．／l　s2t・bsliZ7tt・bアz．9　adzノ〃襯〆の｛〃。｝afzd｛7㌧｝al〆／ie溜・〃

吻26。〃〃lsa・∫フρ02φ．



On．the　Group｛ゾZerb－Segtie’nce
例
〆

　　　　1；or　let　S11e（’，’．，）　be　admltted　by　｛？tv＞　anct　｛z，v｝　at　the　＄anie　time，

i・e・，Σ1？t・ゾ・・、、1…1VA　I・ゾ・、J　b…nve・S・e・t，　the・sinc・

　　　　　　　　　　ΣK2！v＋勾一（π、、＋τ’Sv）i

　　　　　　　　＝＝｛　1　2tv’7tsJ　＋　1　1iv一　7fsv　1　｝，

t‘he　sequence　｛・u．十ziv｝　also　admits　tl｝e　substitL｝tioB　S；　（1；onversely　any

substitution　aclniittecl　b｝r　｛？is，十7．，v｝　is　also　Lftdihltted　by　｛・ube｝　and　｛z，，｝

at　the　same　time．　The　set　ot’　all　substitutloi．is　admitted　by　〈？／v十丁．，，｝

forms　a　group．　ll［ence　tl｝e　set　of　all　substittttioiis　comrnon　to　both

．o．’ 窒盾浮垂刀@of　｛’2xv｝　，ancl　｛z／v｝　foi’Ris　a　g“rogpr


