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　　　　ノンil・ro（～11．vビtibiZ：　　1．n　general　the　fo11．owing　s至ngulair　integrral　eq　uat韮on，

which　i＄　derlved　from　the　tautochrotie　problem　in　mechanic＄，

（・）　∫∵認識沖r痘）　　（・く・〈・）

is　caHed　Abel’s　integral　equationi，　in　xvhich　g（s）　nieans　an　tir］kno“rn

function　andノてx）　a　given　real　functioa　of　a　real　variable　x，　defined

over　the　open　inteyval　（to　the　left）　o〈．rvSa　which　we　cail　it　Z

　　　　NQw　if　we　supPose　that／e（　t：）　be　至ntegrable　in　／；we　have

（2）　sne（；i；）：A－

?ｐ”i“r’　一tCl．．・S”．，一（］．｛fll！：ili：ii，，llS　ng”：．）），．一，’ci，，’

as　the　uilique　and　con．tiiiuous　soltition．

　　　　：But　moreQ．ver｛£we　aIlow　the　existence　of　the　limitノて十〇）a童ld

the　value　of　the　integral　：

　　　　　　　　　　　xt．一．．．t〆ノ（E），E．．．一．嘘，　　　　　　　　　　s

　　　　　　　　　　　＋o　（；v－tt）i－ct

the一　above　forinula　（2）　xvill　be　“rnitten　as　t’o11ow・s：

（3）　　　　　9（一x一）＝鑑一§董茎≒απ｛L∠～芽三2）　＋∫＝．♂（≦輩1肇α冠ト

This　is　a　well－known　t’ormula，　given　by　］X・lr．　Jl．　Geursat’2．

　　　r．　iNfaxime　．Bc“）cher；　iXn　Xnt＃oductien　IVo　The　Study　of　lntegral　llquat’i．ens，　Can｝btidge

’i’rac．　in　LX・latli．　ctnd　LX－lath．　1，’hys．，　ig26，　pp．　6一一ii・

　　2．　．：ILcta　］iVlath．，　Vol．　27　（i（）03），　pp．　131－133・
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　　　　N磯・whe・th・！圭mit・。f照・），ノ（＋・），………al・d〆（7りG・・）exi・t・

一1・・・…卿，∫1。（…）　ゾ　（・）・・e，・・・…，・・e・t・…b・・e

f・rmula（3）wi11£a1《e　the　f・茎玉・w圭1｝g　f・r！M

（・）s・，（め一si￥π｛禦）＋パ差（’L畷瑠｝寛・……

　　　　　　　　　　　　　　　＋　〆（，t．）（　＋　o）　π一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　α（α＋1）一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（rt　・十　fl　一　i）

　　　　　　　　　　　　　　　㌔（姻…1。繭ll。（…牌一滴・『

Lately　by　9－eneraiiz｛ng　the　expoRent　α　of　（κ一5う向α　ill　the　i1｝tegrand　o：f

（1），Mr．　R。　Roth♂disc“ssed　the　functional　equation

（・）S：。（一榊）蝋・v）　（β〉一1）

inst㈱d．　of（1）．狂vidently　tllere　wlll　occuy　Abers　mechaBic＆1　problem

ぞ・・th・・peci・1・・seβ翼ノ娘hi・f・・mu1・．　M・．　R・th・・h・w…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

としnother　exa用ple　Torice｝圭i，s玉aw　whlch　holds　the　special　caseβ＝　1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぼ

while　before　th量s　Mr．讐．｝ユiraka、▽a2　discusse（蓬the　sa王ne　case　bア（1er圭ving

fro搬　another　mecha韮｝ical　pr（）blena，　but　thi．s　method　is　quite　di｛ferent

frOI1｝　thaむ　Qf　the　t’Ol’111el’．

　　　　NO、v　taking　such　 a　1．｝uηユber　μ〉一三　as

（6）　　　　　μ十β←正：＝〃　　　　　　（71be童ng　al．1y正めn－n．e9εし亡圭ve　integer），

・fwe・11・w・一・…ce・・
?，1；芸∫1．（s一　IV）ツてx）伽曲11　h…

℃he　　 u捻ique　　 solu．t至oll　　（）f　 （，f）　：　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

（・）・（・）㍉蒲芸；結∫1。1・　一一　x）ツ瞬

wh鍵e　lタ〈；v）　expresses　the　Gaussi裁n　Pifunct量on　for　a／1．the　va1疑es　of」v，

excef）tin9’　（）r］1：～r　X＝＝＝　一一一一三，　一2，　一一3，．9．．．．．．．．．P。．◎　．

　　　　L　In　order　to　generalize　the　funct｛onal、　equation（1），　we　may

consider　the　following畢棄orrnul．a：

　　　i’．　Z疑rflLl＞elschen｝Integralgleichungf，　LMath．　Zeit．schr．蓬3d・33　（Ig3三）　PP・3ア5－87．

　　2。　On　a　ShnP正e］：ntegral　Equation，　The　ぼ6hoku　Math。　Journ。　VQI。7　（正gIS＞PP・38－41・
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（・）∫1、∫1。…∫∵（i．FISZi＊￥一s　aSi．’in］竺激総髭無ズ綱

under　restrictioi．is：　o〈ag〈i　；　f（．x”）　being　given．　a｛rd　g（．v）　ar｝　u　nknown

funct｛oll　to　be　reqtiired．　CQnjecturing　from　this　form，　x・ve　may　for　the

present　call　rhis　tke　’n－tl｝　repeatecl　x’Nbel’s　integral　equation．　And　for

the　sake　of　convenience，　we　aclopt　the　notation

（9）　’
r’

堰C（X－s）S．cr（s）tlside－S”’t．（．cr，　B）

after　tl｝is．

　　　　iNt　first，　we　xvish　to　sttidy　about　the　＄pecial　case　f．or　n＝2in　（8），

which　will　be　called　the　second，　repeated　Abel’s　integ，ral　equation，　that　is，

（8’）．　∫：，∫1’，（κ瑠維）。，殉　（・＜・1く1画・）・

　　　　lfor　that　purpose，　pige

（・）垢縛，細．（・〈・・く1）・

then　the　above　eqttation（8ノ）will　takc　the　form

（8”）．∫1，繹筆諏）　（・く・i．〈1）・

ThUS・vhen　we　ali・・V　the　eXIStence・f　the　lim｛tノ〈＋・）and　the　l就egraI

S．｝Jt．（．f’，　a，一i＞　i　n　（8”），　from　（3）　we　obtain

　　　　　　　　　　gi（：vト乱賊花｛4去窪！．＋∫：。（遜雛al｝・

IBy　applyiBg　the　formu正tt（2）iRtO．t熱equation（9），

　　　　　　　　　　・（・）一．鞭．誌∫1、（鋼蓉。，・

Now　replace　the　above　results　into　gi，　then　“r¢　have

　　　　　　　　　　　∫le（響。，一si￥1π拠・）∫1副著、）、で

　　　　　　　　　　　　　　　　　＋∫1！（の轟∫；（蜘，）、一1亀＿，、），一。t｝・

i紬…c・nd　membey，｛ギwe奪 o・霞㌶バ・t・the　fi・st　i・tegrahnd　3＝

t：，十（x一：i）1’　into　the　second　one，　and　transform　the　integral　variable　tt

into　X，　we　can　evalL｝ate　as　follo“rs：・



t
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　　　　　　　　　　　・t■，E’kE・tnde｛”綜募響言1）獅）…ctl・　・

　　　　　　　　　　　　　　　　＋刀（rzi　4　i）．IJ　（a2　一　iI7　（a．i　＋　az，　一　i））s　1μ・婦・・一・）｝・

l／tlence　’“re，　obtttin

　　　　　　　　　　ψω一戦雫焦鮭．”努1認髪！警デ）｛舟・）聖心

　　　　　　　　　　　　　　　　÷一肝姫F一詮9ゆ蔦（ft，　al　＋a：，一1）｝・

Consequently　we　can　conclude　as　£o｝lows　：

　　　　Theorem　L　　〃擁粥漁4／1．〃liZS．f（　十〇），ノソ（十〇），＿＿＿，　tu’〃，／／①（十〇）

a7ic／Xlt6　ZケZメ照ノ’a／鐙～x（f（v“1），α葦一トα2十V－2）exi：s’1’，！〃6　SdCOノ〃／・1’ePea一／e（／

A∂6／’Szbzle’bcr〆tv／6（2eva，libn／ias　O〃6・a・n（／0／2みノ0〃6　SOIzdkb7i，7θ〃泌〃爵ぎ珈6物

の1

　　　　　　　　　　9（x）一si’璽夢晦μ雛菰皐砦）｛f（＋・）一・

　　　　　　　　　　　　　　十．ノツ（＋o）　．xal＋・，一冤十

　　　　　　　　　　　　　　　　α1十偽一夏

　　　　　　　　　　　　　　＋＿　　ノγ！（＋o）　．」vCt，口論．．＿＿＿＿＿＿．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7L・　一　1）（α匠十四）　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　（tll　＋

　　　　　　　　　　　　　　＋．　　　ノ’ω（＋o）距μ・韓・÷y　2　　　一ト

　　　　　　　　　　　　　　　　（α，十α．，一三）（偽十α2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）・．．（（11十a：｝十V－2）

　　　　　　　　　　　　　　÷（　ヒα1字α2…至）＿1偽＋卿「、）9）」｝・（汐＋り…＋卿一・｝・

τしr〃6／6αt十α2一烹→二Q．

Thus　we　have　at　once　tl｝e　±’ollowinsr　c’ot’o’｝lary　to　Theorem　1．

　　　　Coro蓑ary．　，bp　Oノ’‘／dノ蒼／／i　a・t　t／i　e　（；071tl’7ZZt・0・ltS　so／u々07Z　q／！〃6　S6dOn（～

グψ6α融♂威∂6／，s！ン拶架γご46グ’tt，al’ibn　（8り，　alellncd　OZteノ・！；ガ礎ア〃。〃！／i6

遊3彦6a・IZ‘1‘～謡6ノツノn～力α掬／l：17〃Z磁1’／i　9　POi’Z／X＝＝十〇，！＞！露’fl（JCe’SScl．；つノa．n．（／

ぶ・轟耀伽！（i）〆（＋・）イG℃）＝・）ノb〆・ドト・…〈・；㈹ノひ・）＝・

ノ「Ofα1．十碗一王＞0，τθ〃6〆C　Oくaiく0（1　：1，　2）．

　　　　Next　let　us　investigate　on　the　particular　case　when　at十aL，一i　：o．

Ifor　thls　case　we　＄ee

　　　　　　　　　　∫∵謬鍔窪。一sh響｛刀～α弓～5（　）獅）

　　　　　　　　　　　　＋ノ廻つ謬』偽L∫1！（の・た｝＝ノ〈＋・）一F　S：sf’②・／・・　・・／〈”・t）”
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accostding－ly　we　have

　　　　　　　　　　・・，（の一sil響ゐ一∫1μ訟sin（1ヂ1鞠・

1．．．．．1．¢nce？c・伽zα渉〃2一・＝＝○，　f／le’　st，’troクidノ・φ．・〃々・〆瀞8／’．？！ンノ！くぐフ’a／　EC77・ta／ibクz

／！as　o〃g　aノ〃研る1・0艀‘W砺Z〃0～＾S　so／u・fib－n。．～響〃訪ピ汽瞬〆！～hn～：9ρ加〃砂

　　　　　　　　　　¢ω一．鎮庶＝幽π。う．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝

　　　　N’oxv　“re　should　like　t／o　lool〈　ag－ain　at．　（（yl”）　froTn　・anot’her　viexv一一po’int，

．i’wpp．　ly　tlne．　’Dirichlet’s　tb．　rmula’t’o．　r　the　clouble　k｝tegral　to　the　e．quation

（，gt），　ttnd　sinc．c／t　by　tit　ing　tho　transforniation　st＝sL｝＋（J“一S・2）1

∫1卿・∫振＝論∴二凝■∵認雛卯×
　　　　　　　　　　i’　‘．　，／　一・　a2（　r　一　／）　nd　“it／f　：：一＝一　一一！・　一！l・　…S一・・i・　li一一1…tt）一／lt！i・S－1－1；・li－1＞／・　t“”i　一Sl，（」v　一　s）　i　ne　ctt　一“L’g（s）ds・

the　eqtiation　（8t）　niay　｝5e　xyrittc　n

（・”）∫絶榊）綿（・）　（ゆβ〉一）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　11（i　一　ai　一　a2）
xvhe．re　f［（．x’）　＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（A：），　B＝i一（t，一aL）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　Il（一・at）ll（一aL，）

This　i．s　the　same　£orm　as　the　eqz｝．aeio．　n　（s），　proviously　tt・，’iven　by　1・’hr．　IPx．．

1’〈othe，　hence　on　accoimt　c　f　（7），　we　hav・e．　the　folloxvin．c．r

Th．ec　i‘em　2．　」Eror　a・7z：；，　tr・／ioi2．Je・　of　s’itc／i　a　7i7t’in－bt“r　／i＞一i　a・s　／i＋g9＋i＝＝m

瞬・禦細一・卿伽晦・・け£募IF聯・）繍吻
s（rco7zr／ソ・ゆ傭螺・4∂6ハワンz惣γ雇8口碑汐ノi　／ia・s　077（／’　（r〃〆。雇1’one　co／lfl：llアか

・21・S．S・o〃〃ノbn加．1　ne1〆！〃！：S’　sp／？t・Xibn！19． D9ikye〃の

　　　　　　　　　　・（λう＝　　　　　ノ1←α，）“（一。訪（。、＋。，＋＿、ブ

　　　　　　　　　　　　　　　　審；画幅・一・一γωぬ

　　　　］？articularly　xxre　seok　a　．s　oltition　of　（gtt）　xvhich　satif　fi．es　t’he　liniitin．．（．．〉’

cc　ndition

（io）　li．ip．s・g（s）＝＝G　．　（〈r　beintt．’　any　fixed　Rmnber）
　　　　　　　　　　s一一〉十〇

xv・hen　o〈B〈T．　Then　tt／tfte　r　？．t・’lr．　Rothe｛　xve　cfm　eat　ily　obtain

　　…。　］しoc．　c：t．，　P．378．
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（の　　9（x）一名（野芒謬．1／1忠編1甥，）｛馨識一

　　　　　　　　　　　　　　　＋際著£）轡臨。、‡。，∫：、（x　一　s）al　一i一　ae／ttt（s）ds｝．

and　th｛s　is　the　！inique　solution　（continuous　in　．1’）　of　（8’t），　accordingly

of　（8．　t）．　ll？urtheymore　at　the　＄ame　time　the　conclition　G＝o　will　neces－

Earilv　follow．

　　　　Now　if　we．　put　v　：2　into　Theore，in　1，　we　have

　　　　　　　　　望ω岬nα正夢in亙．傷孟親逆乱L｛給・）轡恥一・

　　　　　　　　　　　　　　　＋＿△±£L＿践プ。1牽。2－r十＿　．．∠ノ（十〇）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一A7a1　一i一　tttt

　　　　　　　　　　　　　　　　　　αi十（IL・　一｛　　　　　　　　（α1十α2－1）（α1十rlL・）

　　　　　　　　　　　　　　　”Y＋（2i　gl．Eatk－T（．．，　H．F．，，）一S）｝pt（一／”’・rxt＋a；・）｝；

when　the　above　g（．x）　satisfieg．　the　limiting’　conclltion　（io），　froin

・〉α，＋α，r＞r，ノ（＋o）篇。　will　be畑owed．丁董ユe；ref・re

　　　　　　　　　姻一si脇夢iM2π…”勢詳捨がL｛…∫象銭一

　　　　　　　　　　　　　　　　＋聯紐L轡叫。、÷。，∫1、（一・・　一・一・　・・）・1》・w・・

whence　the　above　thz｝s　obtainecl　sok＃ion　inust　be　identically　equ．zl　to

the　expression　（ii）．　IBut　we　can　easily　ascertain　this　iclentity　by　pro－

perties　of　rhe　Piftmction，　namely・

　　　　　　　　　　　　刀（1．一α置一α2）・sin（α1÷偽）π

　　　　　　　　　　…℃一一　aI一碗）π・〃（（Zl）万（＝偽ジ

　　　　　　　　　　　　　　＿　　　　　　　　　　　　　ノ1（1一α呈一af）

　　　　　　　　　　　　　　　　（1一（lt一α2）刀（一α芝）〃（一α2）〃（一αt一偽）刀（α夏十a2　一1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1－al一（12）刀（夏一偽一偽）

　　　　　　　　　　　　　　　　（1　一al　一　a2）　ll（一at）　ll（一　a2）　ll（at　十　ae　一　／1　）　／］（1　一　at　一　aLi）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　〃（一α謬）刀（一α2）刀（α耽十α2－1）

　　　　　　　　　　　　　　＿　　　 1ノ（at一　互）　si玉、　α薯π　　　　　刀（at｝一　1）si．ll　α2π　　　　　　　　　　　　　
互

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π　　　　　　　　　π　　　　　〃（α叢十偽一1）O

　　　　XKT’hen　xx，　e　suppose　tlickt　liniits　f（＋o），，／t（＋o），．．．．．．．，　ancl　f（’）（＋o）

and　the　integral　D］｝．（f（’“i），　rzi十aL，十y－2．　）　may　exist　in　The．　ore．　m　2，　tlien

cleat　rly　Theorera　1．　will　be　derived．
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　　　　　　Noxv　in　general　we　consider　the　previously　statecl　intef，，〉，’ral　equation

（・）Si。／∵・／∵（＿祭1馨ご灘舎二運r双叉）・

　　IFirst，　put

　　　　　　　　　　　　／鳴．・・∫∵罵講譜箒1二慧艦ズ・・（・1）・

　　tl｝e．　n　（g）　xvill　take　tlie　£olloxvin．cr．　form．

　　　　　　　　　　　　継嗣イ・）　（・く・・〈1）・．

　　’whi！e．，　the　solution　ot’　the　ahov・b　eqLiation　is　giv・en　uniqLie．ly　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　sin　（zirrz　d
　　　　　　　　　　　　¢1ω麗．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　W2．（．L　a．｛一i）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r．　・　C｝x

　　rl’“hus　general］．x．，／　lf　xxre　put

　　　　　　　　　　　　ll。∫∵…／∵裾鱗1二1・1・1籍翫戸・（s・），

　　then　xve　shall　g’e．t

　　　　　　　　　　　　∫1、霧・竺幣一心う…｝（め薫rノ（x）・9・・（卿（x）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／＝一　1，　2，　5，．．．．．．．．．．．．．“，　7Z　；

　　and　this　t　olution　is　given　uniquely　by

　　　　　　　　　　　　…r（・）一si撃π一類（・ケ・・…1）・　．

　　Thus　from　these　resttles，　it　is　evlcient　that　’if　gi．一i（x）　be．　continuotts　in

　　ろS・、（A：）w…1I　be　aIs・・：l／抽ce　we　have　tl．｝ef・11・w…n9

伽rem　3・脇一∂い｝・（7…　21－1）・・吻伽・・al　c・・翻一・以

　　！／1　6！ク1一〆〃ノ’4カ6σ〆8〆Abe／㌔sノンz～r催ノ・α／ea7tali～ηz（8）／i　as！／ieノ〃z！4’2re　coフ1！！ラ～7！一

　　P71．“、S・pZlt．1！bn　a7z〆t〃at　so／〃加ノZ溜〃1？eπ・7！ン々・ll

　　　　　　　　　　　　s・・（・・）ぞ撃裁。，，一山＿濃∴

　　　　　　　　　　　　　　　　　　」’：1（翫聯＿一・一1急死鱗玩・

　　　　　　Next　we　look　again　at　the　same　Abbl’s　eqtia．tion　（8）　from　another

　　point　of　view；　namely　by　“sing　the　’Dlrichlet’s　transformation　for　the

　　doubie　integ，ral
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　　　　　　　　　∫∵∫∵幣＝ζ黛燈畿二菰》義ll．

　　　　　　　　　　　　　　　→： i．一2g（Sol．）轟∫こ㌔：二二葡畿嘉巧浜；1．

　　　　　　　　　　　　　　　篇甥誰認象が∫∵（恥一一の・一怖一・一頭㌔）・歳・

hence　、ve　have

　　　　／∵∫∵∫∵（：願罵の楽累警竺ご甑二斌＝滞罪・

　　　　　＝…ノ1叫喚鴇必∫∵／∵ぐ渥；；纂罵二識響研、．汁鵜一

　　　　　欝＿照二偽鷺遅z（二盤L．ノ∠（二殉二呈辺（乱コ今黒二伶）．×

　　　　　　　　　刀（1　一　a．nrm1　一　（Z7t）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノノ（2　一　tX？1　一．i）　一　（1）t　．一　・t　一　（Lll．）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫∵幅噛）・一一・t・’・t　wh・一…一一’・一a？1一・s・（s7t）dSn・

Thus　repeat｛t’ig”these　processe＄，　xv　c）　arrive　盒na115・at

　　　　　多出1｛㌻男結1三鶉∫1魯寧一・一口一…一・，’・g（s）ds　＝f（・う・

Th｛s　has　the　sam（）me翫n｛ng　as　（8）．　Then　in　the　above　equat｛on，　bv

cha．nging　il｝　llotatiOl．ls

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　刀（β）
　　　　　　　　　∫、（Ar．）＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ニバ久う

　　　　　　　　　　　　　　　　ノ1（一α1）〃（一偽）＿〃（一αの

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　びじ
　　　　　　　　　　　　　　　β＝＝・11　一1一α、一α2一……一a，、　：：ノ～一1一　＝ai，

Abe1’s｛n£eg’ra正equ＆t｛on（8）will　become　consequently

（・’〃）／l。（一蜘・孟・r＾（・う・

where　クz－1＞β〉一IL，

Therefore　correspondi．ng　to　Theorem　2，　xve　have

Theorem　4・　ノ～～フノ御a／4γc／tOike　O／a・7〃〃！bEア曜11＞一1τα’lt．lk／t　sa・！！こ吻£！1ie

6ク～～tr17bnμ＋β＋Iex・ノノ～，欝ん甥6〃l　lう61ラ瑠『a・ceク’fα！ンZ〃07Z－7Z・e．1　（xt！lr，e　ルZ！確～’6ノ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂m＋1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E”～x（ノ～μ）e－a：ノ誠？，！／t　en！／teヲノー！〃フ・opea！edaノ〃〆～禦を’6フム曽〃’Xab（．i，，　TC．1／i6ノノ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂κ？麿1

Abe／，s～）’i！4ξアσ／6・ク2！a！tbク～（8）flas　ona　a：クld　o〃み’o〃（r‘oノノfl：117！o～パso／？thb7i

and〆加so／uXibn齋ぎ’！i．’e72．の・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　セぞ　

　　疋．，F⑪r　since　o＜ΣαK／z，　we　see　at　onceフ1－1＞12一一丁一Xαi＞一一一1．
　　　　　　　　　　　　　　．i””1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　盛廉31
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・（・）　＝．“（一。、）刀（一。訪（＿）ll（，）器1・∫二，（・：　一　s）Y・．f（s）ds，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　すひ　
rc1fte’1・e　　　i？＝＝フ7・　一i一Σα、．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・‘璃三

Remark．　∫！ラノce　77・・一1＞β〉一夏，　μ＋7z＞μ＋β＋1瓢〃～．〉μ．　．1万フlceノわ1・

a・7？vl’　pt　／2＞ブルーμ〉。．1：1’7ii7e　Max＠一μ）〈〃汁・，！〃礎ル潔ク・〉

〃ノ十1．　FrOm　t1〕is　remark，“1　e　have　the　fo1呈ON㍉ring

Theorem　5．　ノンノ〆／ie拶ノ・”z，　lo7！s（．｝，　s！aled　7労β07・6ソノ！4，グ凱潔（／，μ）．　bt？a12：1’

カ。みワノρ7ノ〃捻1¢f〆／lt？〃ノ々汚‘ワ・07’rlr7・！／！a・n　！／i　rノノー！〃，／／ie’tr　7t’ワ7／ノ7e7，tフ・～窯！：9〆

a／1．V　！ブ1㌘！？1／．go／7！！！bノ～．

2・　XVe　cnnsider　a　n’ew　ilitegral．　e．quation，　which　contains　the　classlcal

Abel’s　integral．　ec｛uation　（i）　as　a　g．　pecia／1　case，　as　follows：

（・・）　∫∵τ謬三図三型り　　（・〈・＜・）・

“／r’here　r（．v）　being“　definecl　over　／　t．o　be　monotone　increaskig　ancl　con一一

ti’t．IUOUS、Vith　itS　fi1’St（：letiVatiV（it，圭lurd．lertnore　tl．簗e　limitsτ（十〇）a1、dτノ（十〇）

exist．　XV’e　be．．cr．ita　with　mtiltiplying’　both　＄i〈les　of　the　equ．ation　by

　　　　τ’（x）ゐ
　　　　　　　　　　　　　　　，intc　tt．’rating’　xvith　re　spect　to　．i’／　frc　m　＋o　to　，f・，　so　“re
　［T“（tl一　）　一　T（．x’）］t一　ct

　　　　　　　　　　∫i、∫1、t。⑤一言覇鵯三。（。）ド∫．：［藷響齢一

Apply　the　Dirichlet’s　transformati．on　for　the　double　kate．g．　ral　to　th．　e　left－

side，　then　w－e　have

　　　　　　　　　　∫1轡∫：．、［。（。）一。（方縄。う．。1。）］ゴ

And　bot　ides　if　xve　transforin　the　intef，．？，．“ral　xTari．t．Lble　x　into　／　b｝r

（T）｛；鴇諜撃瀦　　’
the　above．　intett．　ral　w・ill　be　w・ri£ten

　　　　　　　　　　∫1。（　　　　　　η（一調（嗣1　一　t）i－ctlct）■、h芋。π・

　　　　Thus　the　pres．　ent　problem　may　be　reclucect　to　the　dependence　on

the　existence　of　the　kiteg．　ral　in　the　seconcl　？nembei／　of　the　above　eqzia－

tion　；　XV’hile，　froin　the　mean－valued　theorem
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　　　　　　　　　　T（Ar）一丁（tt．）＝：（．x－tt．）・r’（6）　（tt．‘一＝一一．g“L：；」t：）．

1－lence　the　following　equivalent　rel．a，tion　xvill・take　place

　　　　　　　　　轟？認∫∵譲課券一熱［・’（π鴫僻τ

　　　　　　　　　　　　　　　　＝：　llτノ（÷O刀Pt　lim　99～x（［α一の，　r！（X）孟。　in　∠

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x一〉十〇

Therefore　w・e　1｝ave

it．　r｝ieorem　6．　lf　M｝．（．L　a－i）　e．a：ilg／，　l／re　一i：iitcsrra－／　ea？xah’07・i　（i2）　lxas　one

a．〃tr　・アめ耀磁〃ル〃a7・〆！〃ge∫・〃ル〃！：サズん・7吻・

（13）　　ρω一置処一みに涯才1警霊弥副た・

　　　　NToxv　for　avoidin，o．’　complexities　of　exprp．．sgicns，　xye，　estabiish　the

｛’ollow・il－ltt．　notatiio．11s　：

　　　　　　　　　　　藤餐劉・触．・，…………・
　　　　　　　　　　／〆1¢麟），

ω）

試ｯ嬉聖集1，細r媛1転

then　xv－e　obtain　a　parallel　result　to　（LD．

The・rem　7．1肱ワ〃〃ビ伽・X．s一〆（＋・），ノな（＋・），＿＿．．．，　ue～dfl，，（＋・），　a・7・t／

ク〃・ク’e・7’8ク・s）｝．（　ノノ；1．，α＋クIT1）耀妙ノ・〃：・鱒〃t・8κ猟！伽（・3）τ¢，〃1・e”

eJrPrfss7’b／e　as　foZlofe，is　：

（14）　望ω』讐鍾バ＋・）㍗一・÷熟禦嵐＋綴碧ト・・÷…

　　　　　　　　　　　　　　＋　　　ゐ（＋o）　　　r。翰一、＋

　　　　　　　　　　　　　　　　　a・（α十1）＿（α十ノz－1）　　　　　　’

　　　　　　　　　　　　　　　。帥）ざ鴇＿）＋／1，3／”f（・1［・（・’）一・（・）〕一喝

　　　　P註r乞iCular董y・Vheま・we　tal〈e・（．r）　＝／）．x’　（k＞o），乞hen（U）bec・mes

　　　　　　　　　　　．fi（の一．1殉・熊）蠕ゐ≠L一遜語9）・・…瓢ノ努繊

　　　　　　　　　　　　τ（＋・）二・，τ’（÷・）婦，r。：＝　fea＋1窪9，

　　　　　　　　　　頭＋・）一丞砦ねf”（“　o）＝　一：ltEli）1押L
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hence　instead　of　（i4）　we　have

（・4’）s・，（・・：）一sH幽害£）＋鯉．轡器帯ノ＋1＋…

　　　　　　　　　　　　　　＋　　　ノ（71）（＋o）　　　一IT　ct＋洞

　　　　　　　　　　　　　　　　　a・（α＋・）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．．．（（1　十　71　一　1）

　　　　　　　　　　　　　　㌔（。＋，）．．髪。＋，〔）∫：，f“”＋1）（⇒（・a：一一ず　1庸｝・

This　ls　the　previous　formula　（“）　itself．

　　　　Now　we　prove　briefi｝r　Theore－m　7：　1’；r．　om　inte．o．’rating’　the　s．　c¢oncl

ineAiber　of　（i，3）　by　parts

　　　　　　　　　　　x　　ノて9）〆（戸w）d3　　＿　I　　　　　　　　　　／読点ごぞぐ勇F．rr一　一α！・（λう一τ（＋o）憧＋・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋÷∫ン（，“・　’．）［r（；lr）　一　r（tt．）］aa・・

AccordiBgl．y

　　　　　　　　　　9（x）一一警蕉｛f（＋・）r…一・（A一）＋・’ω∫気覇気街τ｝・

while，　in　the　last　integral　on　tl）e　rig．’ht，

　　　　　　　　　　∫∵区雛鵠F瓢∫属8一下（誘讐傷ゴ闘

　　　　　　　　　　　　　　　　一1∫1訴（・）誰一レ（Aう一r（9）撫，

ag．　ain　makin．o．’　zise　of　tlae　integration　by　partf

　　　　　　　　　　　　　　　　一丞（土蟻：。（一af）一，（＋。rl．）］α＋1焦｛（の［・（x）一・購

Thuf　the　above　sp（x）　may　be　wrltten　as　follows　：

　　　　　　　　　　・ω一・s｛韮妻子嗣Tct一・必（抄＋

　　　　　　　　　　　　　　　　禦∫二！聯ω一・（舩｝・

’ln　the　like．　manner，　making’　iise　ot’

　　　　　　　　　　∫＝訴（の｛τ（κ）一τ（5）］¢誘一二∫：、談留一［．τ（x）一τ（5）］…τt（ε）礁

　　　　　　　　　　　　　　　　一。卓、∫1誇④濃…［・ω一・（・）］Ct÷1・た



74　　　　．　．箔燃63・∫6

　　　　　　t　　　　　　　　　　一嘱疑似［・（At）一・（＋・）轡1＋，，‡iレ（・）［・（か・（・）］Ct“1・あ・

theB　the　above　just　Qbtained　～ρ（x）　becoines

　　　　　　　　　　姻篇遜讐㌻｛痴・）T・・一・・！＋遜ヂL婦一嘉澹静・・＋

　　　　　　　　　　　　　　　　＋蕩設暑）∫1酒（のし・ω一・（の押ぬ

1イence、ve　ean　eoncludc　that　the　e（lua望ity　（Ia・）　．“rill　be　t1’uc）　kl　genora言．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9。：E．D．

　　　　「．rn　th．e　second　Place　we　are　going　tぐ｝gel｝er翫1｛z（・the　i…、tegTal　equa－

t｛on　（12）　after　A～rr．　Rothe；！．髭m、ely　we　eomput（㍗

（15）　　gx　tτ（の一τ（∫）〕【風？）ds＝ノてん），　．　（β〉一ゆ．

　　　　　　　　　　り唖イl

for　the　p1℃sent　casξ｝，　miilt｛1）1y　both　sidをs　of（｛5）by　［τ（3）一τ（Ar）］y’・τノ（x）

and　inte．grate　wi£h　respect　to　A7，　then

　　　　　　　　　　伽・（の一…Ht・（Ar）］・τ・呵1、）［・（嘱轍）d・s一

　　　　　　　　　　　　　　　　→i、し・（⇒一・（∬）γ・’（・t）f（var）dx・

Let　us　take　the　Dirieh王et，s　trans｛orn）atiol｝　｛or　the　dozible　integral　o黛

the　left，　and　e、・aluate　by　the　transf・rmati・n（T），　and　bes｛des　ch・・se

μ〉一王asμ＋β＋・出〃（7z肇）e量ng　any　9至ven員01、一negative萱nteger），　then

套nally　（15＞nユay　be　、x，　ritten

（・5’）　∫1“［τ（2）荒ω㍉ω〆・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・一一7ラσナz7ζ汐アー∫＝臼［τ（ort））一τ（Aう］Yτ’（Lsc＞・〆（Ar）de・・

For　sim茎）墨．ifying　th　e．　pl℃ced｛ng　comPutatlon，　we　make　the　蚕ollo、、rin9

　　　　コnotat葦Ol．マS

　　　　　　　　　　㌃／て第　／t）＝ゴ∫ニーeしτ（創tv）一τ（Ar）〕Yτ’（．x）・／て；v）d－x，

（’v）　　魚μト。ぞ覇一基季・（・・μ）・

　　　　　　　　　　　綱㍉・i，／L刺一’一　1・・………，…
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X・V．hence・，　xve　can　shoxv　that

T・・…m8・伽〃幽・卿　／・撫÷蜘）・廊物〃〃・

i’獅撃?ｓｒｒａ／　e（12uxtzbn　（i　．s）　／ias　a，　zt・ni？？’ue’　co7ili；fzztoz・ts　so／utibiz　7er／u’cth　z3　．crilr，en　b」，

（・6）・ω㍉読1（βジ誌蜘）・

τσ〃6〆6　　　μ＋β一←王＝ノム

The　proof　is　very　easy；　fc：r，　by　cli．fferentiating　（is’）　up　to　1．’一一tinies

　　　　　　　　　　　　l，紅τ（s）　一　r（s（n　一　k））ll一二幽一堀爾婦　　　　　　　　　　　s

fll　t正｝e　ab・ve　eqrlati・1・，　pa眈ularly　p鷺t・（．v）　＝x，　thet．｝τ’（κ）＝1，acc・r（1一

…1y・・観・w・蝋（…）一中鼠…）一一誕・・）・lll・1’・・c・（・6）

becomes

（・6’）・（・）　＝ 噤iβ）護；軽∫（恥　・継…・

NVe　see　that　this　re．presents　（7）．

　　　　．N’ow　we　de＄ire　to　sliow　a　certain　exa，irtiple．

E：yam，P／e　i．　ln　the　stu〈／ly　ot’　rarliation　rhe　folloxving　functionai　equation

wiil　take　pletce

（A）・（の一州1×・）7轟・畝
xvhere　．／7（ti）　ls　tuil〈noxvn　；　niorc｝os，rer　the　folloxving’　relat｛ons

　　　　　　　　　　・・sg…q｝＝エ．田ttt≡・11・（i．（ω〃の

　　　　　　　　　　eos　0：＝・　：一　一im，一．．．．一wwP！l．：一ltr－E2fl！li－skve’　COS　g　cosl　gi　nm．－－，，．，．．．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　LrL’　一Y　p“’　一　：・　，o］’　cos　g　cos　sst，］i・s

are　glven．
　　　　ISor　tke　first　instance　let　cos　grcos¢＝，tt　be，　then　cip　L：yi：＝　一cos　g　sin　gttlyt，，

桝1螺s欝漏r一．薩浮野膨灘一隅・nd…e・＝

ww@一’

煤hp一：irm－i’一me”9i：ii／illll’」（1／anZpH；r’22’／／t’r’・　ii）herc’fore　since　．0　is　expre＄＄ibie　to　be　a　function

of　lt，　if　we　denote　G（li）一e．．／（ti），　then　the　equation　（．A）　may　be　reduced

to　the　form
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（A’）一嗣・・r・一∫：1：；cos㌔（・）細。、1評

whero　　　　ノレて～ク）Ml（9）／2知る～な～㌃

II£　ve　Put　cos¢二／hore，伽en　moreover（Aノ）IG3El・y　be　wr量tten

（A〃）　z（・）一∫：雨脚

wh韮e．乙（t）i1Ei1ノ｝〈9）etn（i　f｝ノ（μ）藁6：（μ）ノぐ（μ）．

　　　　ConseqRently　our　present　problem　ui’］cier　consicleratlon　will　be

reduced　to　the　discussion　on　the　exi＄tence　of　the　＄olution　of　the　fol一・

lowing　integral　equation

（17）　∫1，農諦）・

NVe　see　at　once　that　this　eciuation　is　none　but　the　speci．al’ モ≠唐?　when

・篇∴・（x）＝ノi・（・2），

　　　　2

　　　　1－1’　ence　by　means　of　（13），

　　　　　　　　　　ψω蟷÷臨∫1諺論叢ギ

must　beconie　a　unique　contiRuous　soltition　of　（i7・）．

Remark：　．4t　tlii3’　i’fisXant　iX　i3　r．e，orX／i．i，　1’o　・remarle　tlax・t　t／iere　docs　no／’

eZtePt　e’　U’ikl！〃6／i》niZ／1（÷0）」海　丁／teoアtiノ〃　7．

3．　iL｝t7e　proceed　no“r　eo　the　following　integra／　equation

（18）瑞農ド撫いく・〈…（＋・）…

r（．v）　has　the　same　meat｝ing’　as　previously　stated；　according‘ly　T（x）

is　a　one－valued　£ttnction　in　1．

　　　　Change　the　integral　variable　by　the　tran＄fonnation　s　：T（td）　e．　g．

s一一＞u・．　Then　（i8）　becomes

　　　　　　　　　　　l、辮’影i窪一ル＞　　　　　　　　　　s

．And　besides　by　simplifying　this，

（18’♪　∫：。［，（鍔i望驚のγ．r梱・

wherc　　　ψ（のτt（・t．）9［r（～〆）］。



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　On・Abel’s　lntegral’Egttation　’　’　77

Thus　a　unique　sol．ut｛on　of　（i8）　mcly　’be　given　by

（の）　・（x）：。商一ψ［・（甥・

xvhere　di　satisfies　the　i．Hteg’ral　ecluation　（i8．’），　and　R（i，v）　is　tlie　invo．rse

ftlnction　of　r（：v）．

　　　　Necxt　by　geReralizinsr　the　above　（i8）　after　irNtfr．　1〈ot｝｝e　again，　we　have

（20）　S一j（，”’［T（．x）一s］’・g（s）tls＝＝．f（Af）　（B＞一i）．

．Since　this　is　also　treated　in　thc　same　manricr　as　（i8），　a　’“niqtie　con－

tinuous　solution　of　（20）　becomes

（・・）・咲繭ψ［疹（x）］・

while　di　oia　the　right　satisfies　ehe　’follovvins，“　inte．g’t‘al　eciuation

（つつ）∫二、即一研ψ（s）・・s　＝　f（x）．

R・m・・k・〃説・・…曜〃・∠〆（x）・ン・（・8）・〃り砂・卿・・鰍ゆγ五・（x）］・

／ftif．’“x（xm，P／e　2．　Tlie　follox“i　ng　i．ntegral　equation　has　been　t’reated　by　Wfr．

．NlakE　sror（）　llllirakawtii

（2tt）　編イ”屯ゾ〃膚・，（鱗
　　　　　　　　　　　　　　　　一’　一・e

The．　above．　ingegral　eqtiation　（23）　xvill　be　reduceid　to　th．e　special　case．

wheR　in（20）．／（x）コ々〃♂κ，τ（x）＝＝〃I」V，〆（JY’）k一一’f／l，　accordhnglyρ（x）＝x／ノノt’，

s3　＝　i／2，　hence　i’rom　（2｛）　tlie　uniqtie　cont｛nuous　solutiot3　of　（23）　becomes

（・4）・ω一，1、ψc誘う・

xvhere．　（P　satisSes　（2：）L），　that　t　is，

　　　　　　　　　　S：，［’iiiX－7iis］’1’d？（s）c／s　＝／e・i7kx，

x’рk　unique　continuous　solutioti　of　the　above　just　stated　integral　ecluatiet｝

by　（i6）

　　　　　　　　　　ψ（x）　＝　wn一．nm．　I　　　　　　IZ（t）fl（一一；．一一）．濃畑・

　　　i．　Loc．　cit．
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where　：　＝n　＝B　一1一　／t　＋　i　＝　：　一一L’　一一　一｝1　pt　＋　i，　i．　e．　12　＝：　一一一L一．

　　　　。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ

1；rom　（V）

　　　　　　　　　　　　五（　　　　　　r費帰，　　　　　　つ）＝ん〃2÷器∫聴一め養癬諜1・評〃醗

　　　　　　　　　　　　訴，÷）・毒　島五（　　　1押　　tt＿＿m＿＿v）　　　ラ）幼〃誘・曇・

Rep］acin＄r　these　results　into　di，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　．．一　ri，

　　　　　　　　　　ψ（ftる）躍2一た〃2㌔　ジ。

　　　　　　　　　　　　　　　　　rr

I・loreover　replace．the　a｝）ove　functioB　into　（2g．），　t｝nen

　　　　　　　　　　g（x）：一Sifi一’x71／ii－t．一’

Thls　obtained　result　coincides　very　well　with　一Mr．　1－lirakawa’s　one．

　　　　In　conclusion　the　aiithor　wishes　to　express　1’ii＄　hearty　thanks　to

l）ro£essor　Toshlz6　Matstmioto　for　his　1〈ind　encouragetnent　and　criticistn

dur至r］9　the　sセudy．


