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　　　　Mr．　N．　XViener　has　derivecl　the　’followlng　formula

　　　　　　　　　　　　躯勅）一，／双iず・〔4膨《ノ十ノ）（互十12　　　　　2（　1　一　ti2））〕・

where　¢，，（x）　represerits　the　system　of　functions　of　Hermite．　In　regard

to　this　formula，　Mr．　G．　N．　｝lardy　has　made　a　note　in　his　paper，i　in

which　he　said　that　he　has　never　seen　such　formula．　Recently　I　have

read　Mr．　Wiener’s　bool〈，2　and，found　out　th．at　the　n3ethod　o£　proof　of

the　formula　as　he　gives　it　is　rather　complicatecl．

　　　　In　this　paper　1　treat　this　formula，　slmplifying　it　to　some　extent，

and　suggesting　more　general　formula　wh｛ch　seerns　to　me　better．　But

orig’inal　idea　is　of　course　based　on　the　suggestlon　in　．Mr．　．Wiener’s

methocl．

　　　　The　function．　．Z／Sr（」vi，　x2，．．．．．．，　xv　；　t）　is　defined　over　any　finite　com－

plex　domain　of　xi，　xL，，．．．．．．，　x，　and　the　complex　plane　of　t．　IEven

more　it　satisfies　the　four　following　hypotheses　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　02K　・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ofsr
　　　　（1）　each　ofノ鷲　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（z；ノ＝・，2，3，＿＿，ツ）1ユas・nly　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ox，Oxj　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o　tf，

　　　　　　　two　points　t　：．±i　as　i．solated　singuiar　points　in　the　complex

　　　　　　　plane　Qf　1　and　is　elsewhere　regu！ar，

　　　　（ll）　when　expanded　as　a　series　in　powers　of　t，　each　of

　　　　　　　礁……，綱，・　K（x，・，……，綱，誓，蔭・・d鵠

　　　　　　　is　respectively　dominated　by　the　expansion　of　some　corre－

　　　　　　　sponding　function　over　lxt　1〈瓢‘，3　which　is　a正laユytic　ill　l　for

f　　岡く・，
　　　　（工ID　　ノぐsatisfies　the　partial　differential　equation

　　1．　“Summation・of　si　series　of　polynomials　of　Laguerre；’　Jour．　・of　the　1．ondon　lsVlath．

Soc．，　vol．　VII・　（i932）・

　　2．　“The　Fourler　integral　and　certain　af　its　appllcations，”　Camb．’pp．　s　i－62．

　　3．　lt　is　noticed　that　e’ti　can　be　taken　for　any　linite　positive　number．
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（L）餐一x・・K一ブ誓一雄・・・………の

（IV）・fw・p・・；，，〔肇ユ。。一K，1・（…1，・・ふ………）・h…〈・・

　　　　　　　and　LfO｛£：LK’．i　vanish　togeih．　er　as　［xilDoo・

　　　　　　　　To　begin’with，　by　Tay／／　r’s　expa1ユsion，

　　　　ω礁・…∴・嗣口裏，1，〔∂’ソぐOln〕置。・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一鶉。齢・・……・ゆ7L・f・・圖くL

Frorn　亡he　hypothes｛s（II），　if　l　i　lく1，　the　series　of　the　above　second

member　converges　uniformly　as　to　a11り一variables．vl，κ2，∴．＿，　xv，　Since

the　expression　（⇒satisfies　the　given　partial　different圭al　equation　（L），

，it　results　at　once．that

　　　　　　　　　　　肇一菰一一（…＋1）Kn’．

　　　　N・wiξw・p・t
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x12＋x22＋…＋函2

　　　　（・）瓦・（塀・，……κ・）詔・（κ・，．侮・．一・年・）ダ　．・　・

we　have
　　　　　　　　　　　∂楓、　　∂A，、
　　　　（3）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋2724＝o・　　　　　　　　　　　　　　　　一一2X・i
　　　　　　　　　　　∂属．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂亀

Here　we　consider　two　differential　equations　as　folloSvs

　　　　（L・）震農一酬卿）　・・

、ω．護呈一・磯＋・一・・

　　　　The　differential　equat三〇n（1．，）has　one　ahd　only　one．solution　which

satisfies　such　boundary　cQnditions　thatεand　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　vanish　together　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　砒

1A7　i→◎◎；for，1et　zl　and　22　be　two　stlch　solutions　of（しみ　　酵）；then　we　have

　　　　　　　　　　εLt’一一　x27・i　＝＝一（27z十，王）zl　and亀”一　x292＝一（2fZ十⇒92，

By　multiplying　th．e　first　equation　by　g2，・the　secpnd　by　21，　and　subtract一

量ng　the　one　frQm　the　other，圭t　may　be　obtained　that　（4”Isg＃　r　S’2ε1γゴ．Q，

accordinglyε王’g2一ε2／g正＝cofzst．；here　let．Ixl→Qd，　then　we　have　co7zsl．

＝o．　This　cQntradicts　the　independency　ofεt，　sL’．

　　　　Now　as三t　is　wcll　kno、vn　thεしt　the　differential　equation　（L，）　has

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x2

th…1・ti・n　！ln（x）・一・a・the　u・iq・e・・luti・n　whi・h　S・ti・fi・li　th・

・b・ve・tat・drbρ・・d・・y．…diti…，wh・・e鳳（x）i・a・・1uti…f． Dlh・
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differential　equation（L2），　we　can　conclude　by由e　hypQthesis．（W）that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　κ㌦

κ、（X。」V2，＿＿，　X．）　＝＝　ft7t（勾ダ・ρ（X、，＿＿，κト、，　X、．、，＿＿雨中ecessari－

1y，　where　the　factor～ρis　independent　of　the　variεしble　vi．

　　　　Thus　we　ha▽e
　　　　（4）　∠｛7、（JVI，久グ2，．．．，．，　Xv）＝＝d，、2努乙（Xl）鳳（x2）．．．。．．一～Zn（Xv），

、where　Z－7，，（．r）means　Her離e　p・1yno噸l　and　d，，　a　pure　c・nstant　t・

be　deむer瓢圭ned　in　the　seq這e1．

　　　　As　previousl．y　shown，　it　is　necessary　that　every　function
∠望n（vi，κ2，．，＿。．，　xのmust　be　a　polynomial　ofレvariables　xl，κ2，．．．。。。，xv

and　symmetric　with　respect　to£hese　variables．

　　　　Hence　fronユ（1），（2）and（4）we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の
　　　　（5）κ（x、，……x．；の＝Σ轟φ，、（x、）φ，、（x、，）．…・・φ，、（勾〆’L，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X2・　　　7LZ・O
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
where　φ，、（勾二面（」Vi）e｝　2　．　Here乞he　system　of　functionsφ，、（x）forms

the　orむho9’ona夏　system　of　Hernユite　functions．

　　　　Now　we　wish　to　determine　the’　vaiues　of　coe鐙cients　of　series（5），

4、・　For　the　present　purpose，1et　us　consider　the　fo董10w至ng　ser量es

　　　　（・）∫㌃（μ，……・綱伽一慧・ノ・

forレ［＜・．　By　me・Xns　of（5）it　results　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ
　　　　　　　　　　κ（x，　」t7，．．．．．．　」V　，・　t）　＝X　d，，［¢，，（X）］孕．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れおり

Since　the　hypothes圭s（II）shoNvs　the　uniform　convergence　of　series　in・

仁he　r茎9h亡hand　◎ぞthe　above　express圭on，　i£　we　combine　this　with　the

expansion　of　the　second　lnember　Of（6），　then　wc　obtain

　　　　（・）・F轟∫聾・・（x肱

　　　　N・ww…we・・k・a・av・1・…｛レ）呵÷・・e・1・・e・・

レroots　of　it，　we　have　from　（7）and（5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ね
　　　　（8）　ノ｛♂（Xi，．．．…．，　Xv／t）＝＝Σら、ψ，t（Xl）ψ，t（二じ2）．．．．・．ψ，、（Xvンftt，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　attso

where
　　　　（・・）桝目姻／｛∫聾・　瑞）］・晦｝÷・

　　　　『～Ve　llow　return　to　functions　by　which　the　previous　hypotheses

（1），（■），（III）arld．αV）　are　all　satisfied．　・Because　of　simplificat圭on　of

our　treatment，1et　り＝＝3．　Let　us℃onsider　s疑ch　a　particular　function　as

　　　　（9）　　κ（スろ夕，εノ～今

ヒ　　　＝・．A．　exp←B（　り　　　　　ゆ　　　　のx“＋3’“十ε“）＋2Cxy＋2D3．，ε＋2E：・x｝．

It　is．　easy　to　verify　that　this　functioll　may　satisfy　hypotheses（1），＝（II）
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and　（IV）．　Thus　we　seek　conditions　that　the　function　（g）　may　be　a

solution　o£　the　partiat　differential　eqLiation　（L）　：　in　other　words，　rela－

tions　to　hold　among．　the　coeflicients　A，　．B，　C，　D　and　Zl，　those　which

are　functions　of　only　1．

　　　　In　the　first　p！ace，　put　（g）　into　（1．），　then

　　　　　　　　　　－2癒一3’（κ2＋ノ＋の＋20’〃＋21）鉾＋2E’9X｝一・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝・一2B＋4（3∬一の一＆）し∬2，

where．　a＝A’／A　ancl　dashes　mean　the　d6rivatives　．　with　respect　to　1．

Since　this　equation　oughr　to　hold　identically　with　respect　to　x，　．a，，　2，

it　follows　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

Now　i£　we　replace　（vii）　by

　　　　　　　　　ld－a一一一21a：＝：o

hence　（1／a）’＝　一2t．　By　inireg’rating　a＝1／（p－12）．　XVhile　a＝A’／A．

Again　by　integratlng　we　deduce

　　　　　　　　　∠1篇　　ao

　　　　　　　　　　　　　　り／ρ一12’

where　p　and　ao　ac　re　integral　constants，　but　they　are　determined　so　as

alw“ys！1（の〉O　f・r　all　real！．

　　　　Thus　from　the　remaining　relations，’　it　follows　that

　　　　　　　　　B＝＝EL　一12：tutl”　．　C2＝＝E2　＝一rmr一“一1“lerrT－P．．．　．　’　D？＝＝i’　．　・

　　　　　　　　　　　　　　2．　p－tL”　V　一　（Rm12）L｝’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ρ一！2）琴

ItE［owever　by　means　of　the　hypothesis　（1），　it　needs　that　’p＝i．　There－

fore　we　have　the　following　re！ations　：

　　　　　　　　　A　・；／窪ヂ硯1圭1：，c2＝＝2Z）21：（　　t21－／2）・・

　　　　　　　　　　　り　　　　　　1　　　　　　　　　■）・皿　　　　　　．
　　　　　　　　　　　　　　（1一〆ラL）

Here　we　can　give　four　pairs　of　values　for　C　and　E．　1’lence　if　we

replace　（g）　by　the　above　obtained　results，　we　have　ln　general　four

different　functions　as　for　INr　to　be　required．　But　to　avoid　repeating

the　same　argtnnents　we　shall．ciiscuss　only　one　of　．these　functions’ G

pamβユy

（i）

（ii）

（iii）

（iv）

（v）

（vi）

（vii）

　i

2tBノー4B“：＋1＝・o，

ICノー・2BC＝o，

m－225「Eur　O
　　　　　　　　　　　　，

tBl－2C2＝o
　　　　　　　　　　　，

tz）’＋261五篇6
　　　　　　　　　　　　，

んタL2E2＝○
　　　　　　　　　　　シ

2’α＋王一23』O．

　　　　　　　　　　　　　（i），we　obtain

ノ　　　　　　　　　‘｝

　　　　　　　　　　　シ

　　　　　　　　By　　i11しegTatin9　　α　＝1／（ρ一
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（IO）

　　　　　　　　　　　　　　　　exp｛一一＝S（Lk－Ei2gai±，2il±4ilfii＋i“）（x2＋一r＋gi）；liff（．tpmt’＋xp）4（i　ge）y一｝．

［By　evaluating　the　inte．qral　（6），

　　　　　　　　　　∫ts（一・肋「／響≒ゴ∫拶監青㌔・

on　the　other’hand，　we　see　that　the　parabola，　whose　equation　is　y＝

x2十4x－7，　lies　evidently　under　the　tY－axis　in　the　interval　一ii：＄x＝〈i，

hence　for　any　real　value　of　1　such　as　l　l　l〈i，

　　　　　　　　　（7－41一“）／2（i－la）＞o．

Thus　by　the　familiar　integral　formula，

　　　　　　　　　　∫㌃霧κ2加／纂／，享、・，

therefore

　　　　　　　　　∫云（耀・切編ノヨ・一・’一が

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝aol／27r（eo＋eit＋ee12＋．．．．．．．．．）　t

eo＝＝＝7－1｝，　e1＝2．7御｛｝，　e2訂5．7一｛｝，．．．ワ・。・曾・・．．．・・．・．．

　　　　Consequently　from　・（8）　we　obtain　the　folloxving　formula

　　　　（H）　　｛（1＋’12）（κ2ザ＋～）＋4t（棚ε）一4団饗

where

and

κ（嬬調「／舞・
　　　　　　　　　　　一（・＋12）（x2＋ノ＋92）＋4！（勿・＋κε）一4（・ぜ》・ε

　　　ae

1／トアexp

　　　　＝＝　ff

　　　　　　？ttzo

60＝7一蚤ごZl），／2π

sb7L（x）　＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2（三一の

XC7，gf，i（」v）sLr，，，（p，）sb，，（g）1”，　for　I　X　I〈i，

　　　　　，c、・・a。ゾ2π．2．ブ婁，．ビ、＝a。1／・π．5．7一．隻，＿＿．．．

姻／｛∫臨（κ畔姻1恥隊

　　　　In　conclusion　the　author　wishes　to　express　his　hearty　thanks　to

Professor　Toshiz6　1（atsumoto　for　his　kind　advice　durin．cr　the　study．


