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〈Eingegang，en　tim　i　5，　Dezember　i937）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Zusammenfassung．

　Die　1’lauptsachc　dieser　．tS．bhandlung　ist，　die　1〈ugel－Transforniationen　von　’Lie　dtu’cli

lineare　’Jl”ransformationen　der　9uaternionen　zu　zeigen，　tmcl　ebenso　wie　1：）e．1　linearen

Transformationen　komplexer　Zahlen；　das　Doppelverhliltnis　von　vier　lg’Lugeln　del’］nieren

uncl　die　lnvarianten　von　1〈ugeln，　lgreisen　ocler　15unl〈ten　atif　dieses　ll）oppelverhl’iltnis

reduzieren　zu　k6nnen．　工ch　habe　die　A1｝deutung　2u　diesem　Sa亡z　I｛errll　Professor

T．　Nishiuchi　zu　verdttnken．

　　　　　　　　　　sg　1．　Einige　Eigenschaften　der　Quaternionen．

　　　　In　clieser　flLbhandlzmg　werden　9uaternionen　uRd　zwar　lil’yperquater－

nionen　benutzt，　im　Fo1genden　sincl　einige　ihrer　Elgenschafte．　n　erwahnt．

　　　　Eine　1－lyperquaternion　A　kann　durch　die　1［ibrmel　dargestellt　werden　：

　　　　　　　　　xfl　＝＝　a（）十aiノ三÷σヅ義十σ3／k，

wo　ao，　ai，的　und　a31〈omPlexe　Zahlen，ノ1，ノとund／h．die　Einheiten　der

guaternion　sincl．

　　　　Dzirch　x’i　zeigen　wir　die　9uaternion

　　　　　　　　　　ztl＝　a・1）一al．ノ1一偽九一σ3．ノ3，

und
　　　　　　　　　　1　A1　L’　＝AA一　＝＝　ao2　＋ai2　＋　e2L’　＋　a32

ist　nicht　immer　eine　reelle，　son’ モ撃?ｒｎ　cine　1〈omplexe　Zahl．　．TSIit　一！

bezeichnen　wir　die　9uaternion　．Y，　（wenn　vorhanden）　xvelcl］e　die　Glei－

chuiig

　　　　　　　　　A．．Y＝I

erftMt．

E・…1…h…、・・…1・一面・三一…疇一（ノ，1∠・ゴヨ）・wem雨

＝1＝o．　XVenn‘｛一IAh＝o，　d．　h．　zl　ein　N　Lillfaktor，　so　ist　die　Division　un－

moglich．　’ @．　％

Gegeben　ri　tuicl　B
　　　　　　　　　ri　＝a・1ゾ十α置五十的義十σ3ノ暮，　i　3儒∂1｝十～｝1／1十∂ヅ』醒｝’b：ゾき，

ciann　A．B＝＝（aobo－aibi－a：，bu，一a3b3）



6　Tattto　Nakae
　　　　　　　　　　＋ノ1侮∂げαあ＋a、・b3－a、勾

　　　　　　　　　　十IL｝（aeb2　十　a・．｝　bo　十　a3bt　一　atb：s）

　　　　　　　　　　十ノ～（a、｝∂3十　a・3bc⊃十　at　bL，一一asbi）・

1）urch　cliese　Formel　1〈bnneii　xvir　die　±’olq．　endeR　bexveisen　：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　to
（1）　（t－lb））　：．Z？・．i

（2）　（1・r）＝＝“t’

（3）　（A・B）十（A・B）＝（B・A）十（B・fl），

（　4．　）　（ABC）　十　（ABC）　一；fi　（B　Cz“1）　十（B　CA）＝：（CAB）　十（　CriB）．

　　　NTun　setzon　wir　一‘h’：’1　gleich　cler　9tiaternlon　i’1．　一一1　一，　damit　erg－ibt　sich

　　　　　　　　　　　　　BW　”　B
（・）鴇84，
（・）　（あ（Cxk’）一÷臼・

“アe蓋1n　iYt＝AxY二三＿　dan1ユ

　　　　　　　　、　zプ

　　　xei　＝　tt　［xn（aobo　＋　a・ibt　＋　．a：bL，　＋　a3b3）　＋　xt（aebi　一一一　a・tbo　一　aL，b3　＋　a3b，，）

　　　　　　　　　＋x，（a。∂，一a．，b、「a、∂、＋a、∂、）＋x、（a・、∂、一α、∂，＋偽∂一al勾］，

　　　・〆一門［xo（aibo　一　aobL　一　a2　b3　＋’a・3b，，）橘幅＋・距晦姻

　　　　　　　　　十久二2（一　aob3　一　a3　bo　＋　a一．，bi　＋　azbL，）十λY3（a馬｝∂2一十一a：，bo十〇二3∂正　一t－at～＞3）］，

　　　X2t　＝　1＿［Xo（一σ論十a．．，bg　一　a3bz　十　aib3）十SVt（a。∂3十a3bo十aib2十偽∂【）

　　　　　　BB
　　　　　　　　　十XL’（a‘｝b6〕一αIt多正十ごを62－a3b3）十スゴ3（一a〔｝∂正一aLb｛｝十a・ab3十a3bL｝）］，

　　　x・’一海［・・←・・b・＋a・・bo・一町的の＋Xl（一…r砲∂・編編）

　　　　　　　　　＋　xL）（aabi　＋aibe　＋　a一．）b3　＋　dabL，）　＋　xL，（aebe　一　a－ibi　一　a一一，b2　＋　a3b3）］．

NVenn　A＝6’　ist，　erg’ibt　sich

clamit　ers，一｝．’ibt　sicl｝　．￥e“Y＝c，”Y’．Y．

Sincl　．Y　tmd　Y　zwei　lfuRktioneR　einer　komplexen　Veranderliclien　t，　so

erhEilt　inan

（7）　　　　 12Yフi＝＝＝12Y’1， xノ十Xノ＝x十2，12【ニー」～1＝1∠x「’一＿ill’1．

Falls　．tY一　JY　＝o，　datm

　　　　　　　＾Y7　一Xノ＝0．

　　　XTLm　definieren　xvir　cA’　fol．o．’endermaSsen

　　　　　　　　　　　　　　　　kY’：
（8）　　　　c』ご≡…董1十2Y‘十　　　　　　　　　　　　　　　　　　十・・・・…　一，
　　　　　　　　　　　　　　　　っ亨　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　　　　　　　　　．Y一　．．x’

　　　　　b



Eine　Anzvendung　der　．Ov　ttateTttionen　xur　1〈ttgelgeo7netrie
殉
〆

　　　　　　　　　　髭藻塩…＋喋・

（・）　蕩ぐ÷）一一÷肇を，

　　　　　　　　　　誘（・・Y）一蹴一・響・

Besteht　f｛lr　alle　．κdie　folgen（ie．Formel

　　　　　　　　　∠4浸2ヒ2ど十B．Y十Xβ十CC＝＝O，

　　　じSQ　Ist

（10）　　　　ヨπ＝＝B＝＝CC＝O．

　　SK　2．　Anordnung．der　gerichteten　Kugeln　mit　den　Quaterniopen．

　　　　Einer　geri¢hteten　l！．．ugel　mit　1－lalbmesser　r，　］）v・littelpu．nkt　（x，’．y，　g．）

（bel　1〈artesischeii　orthog－onalen　1〈oordinaten）　soll　die　1’“IYperquaterni’oh　2Y

　　　　　　　　　X匪卑〔ゾ十露置ノ1十斜ゾ≡．十X3ノヨ；．　　．　己’　　　　・

　　　　　　　　　x。　・　zle，　x、＝＝x，　x，皿夕，　x、＝2，（t’＝＝　1／　一’1）

etitsprecheil．

　　　　Sind　．kY　und　）’　zwei　gerichtete　Kugeln，　＄o　bedcutet

　　　　1／E＝］／（・￥一iつ（，‘￥rJつ＝＝｝／（Xl一ノ耳）2十（腹一ノ2）2．十（x3　一一）ノ3）1一（r一，s）2

ihre　gemeiRsame　Tangentenentfemung．　E一一〇　ist　dle　Bedingung　fur

eine　gleichsiimige　［BerUhrun．cr　zweier　Kugeln．

　　　　　　s9　3．　Die　linearen　Transformationen　von　Quaternlonen．

　　　　Hier　wolien　wir　die　lineckren　Transfornicatioiien　von　9uaternionen，

genau　’wie　die　von　komplexen　Zahlen，　dLirch　die　Formel

　　　　　　　　　鰐1断割多．鰍δ勘・・q…er…ne1・）

　　　　　　mit　a＝＝rxa－o’6－a76A－i？Sra一＋PArf＝i　eine　komp1ei　e　Zahi－g＝o，

definieren．　Sie　bilden　auch　ei’ 獅?　Gruppe　von　Transformationen，　weil

die　Existenz　cler　Einheitstransforination，　der　rezipgoken　Transformation

und　des　IProdul〈tes　zweier　’lrransformationen　uRd　das　assoziative　Gesetz

folge．　ndermasseii　．　bewiesen　werden．

　　　　．Y’　＝＝　fY　ist　die　EinheitstransformatiQn．　Aus　zwei　Transforh’iationen

　　　　T：　xt＝一a‘lklt4，　d（a，　i3，　r，6）g＝o，

　　　　　　　　　　　　　　γぶ十〇

＆x’一
c辛多・・（・～β’，・’，・’）＋・，　　．

folgt
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．．～t1「．・　．急ζ’駕

Nach　sKi　i

・’ ﾕ誓＋β’

　　a‘Y＋i・？
rt 十δ’

．

（5）

＃Y　，　．，．

7・　‘Y十　ti

（’ん＋β’γ）κ＋（α’，ヨ＋β’δ）

　　　　　　　　　　　　　　　（？ノα十δγ）．，Y十（γ’i？　1一δ’δ）

　　　　　　　　　　　　ww　（z，t．xr－i－i9”

　　　　　　　　　　　　　　rn　．X’　一s一　6n　’

WQ　　　　j（α”・β”・7”・δ’ノ）＝＝」（α，β，γ，δ）」（α’・β1，γ’，δ’）斗・0・

Also　ist　clas　1’rodul〈t　azich　eine　Transformation　vom　Typus　T，　Cteshalb

ist　clcrLs　P・rodul〈t　von　zwei・　］ineareR　Transfornia．tionon　wieder　eine　solche．

Das　assoziatlve　Gesetz・　wird　leicht　bewiesen．　NTun　wenden　wir　tms　zur

IExistenz　der　yeziprol〈en　Ttiansformation．

’1；tlt’　die　Trans’formatioi｝　T：’　．．；L一’＝十’．，　a＝：i，　．a’ilt　clie　Reziproke　TTi：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X

．．￥t　＝　一一一IL一．

　　　　．．Y

F〔lr　　．T：　λクご＝AY’＋β，’」・＝1，　二z’一1：　2野’＝．xy’一β．

1；Ur　．T：　tY’＝atY，　d＝＝aa一一＝1＝o，　T一’：　X’＝：L．Xl

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1

Die　’1’ransforniatioii

　　　　．T，　．．y，，．，，　ew－kY十i9

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　　　　　rX十〇

m・・γγ＋・u・d師5δ一・βδ7一・δβ岬β・7一・デ（β一・÷・）（β一・÷・）半・・

ist　glcichwerti，o．’　zLi　cler　Transformat｛on

　　　　　　　　　塞。爵β』いr＋δ）午（β一・1δ）．

　　　　　　　　　　　　　　　OX十r　r．．Y十〇i

評・c11§1（・）・．x・一1．＋（β一・1δ）÷ギ＋、・

Und、vei1γア十〇，」十〇，　ist　T　Produkt　der’　Transformationeii　cler　Typ凶

　　　　　　　　　　、矛二α瓦　（Z6～；『』O

　　　　　　　　　　xア＝　1
　　　　　　　　　　　　　　．．Y　’

　　　　　　　　　　．xt，　x＋B・

（Jncl　zxvar

　　　　　　　　　　T＝　7L．　T，　X3　2”：．，　Ti，



xvobei

Also

xvobei

Oqer

Eine　Anwendung　der＿Ouaternzbiien　gttrκ〈u．aelgeon～et・‘ie

　　．71：　　一L￥ノ＝　）’　A一，　γ7『』o，

　　7三：　　照＝：zY十δ，

　　鴛1　」▽＝⊥，
　　　　　　　　　　．κ

のジ蝋β一・1・）一￥，（i9　一÷・）（β一÷・）中・，

　　T，，：　．2已’隅X十』一，　γア識←o．

　　　　　　　　　　　　　　γ卜

　　71｝1漏71輔17≧1t3畠17ユー17三一正，

　　冗一1＝刃＝N一⊥，
　　　　　　　　　　　　　　γ

　　Tt－1：　λフ雄一　　　互一＿茂
　　　　　　　　　　　（i’JO一一一一f’！一’　O　　　　　r）

　　7『1：　Xア＝＿L一，

　　　　　　　　　　　κ

　　T．．一1：　弐7＝＝．毒「一δ，

　　T，一1；　天ア＝⊥、2X

　　　　　　　　　　　γ

副帯÷｛． ｼ。弓）一一　‘）｝

　　　　　　　　　　　エ　へ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ

＝←τ尋r）…’　＋（÷＋β享・一の

　　　　　　　　　　　　　　（　　　　Il・？一k，一　o　　　　　？・）x＋（一β一箏・÷）

XVenn　r7＝：o　abor　Go”：一TL一’o，　so　svirci　die　Transforination

　　　T：　xt＝一‘i　l　l＋B，　（）tt＝tr．o，　d一一一1＝o，

　　　　　　　　　　　　？づv十γ

durcl｝　die　Trans£ormation　．．，Si’＝4．　iii　den　obiger）　F‘all’．（．）’ebracht．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ三

　　　　　　　　　　　　　（z十．．　十ig

Ni’Lnilich　．Xllt＝zitE

　　　　　　　　　　　　　7j一，ll．，一一　十　t）

9



rl　o ，・ satuo’・A71aleae．

　　　　　　　　　　　　＝β瓦＋α，　δδ→＝o，　∠∫斗め，己

　　　　　　　　　　　　　　δ頭＋γ

Welm　　αδ＝ββ＝γア＝δδ庸。，

dann　　　　　　∠1＝＝一（αアδβ十βδγδ）・＝一i，＝o．

Dle　T’ranS’formation

　　　　T＝　　溜＝．αx＋β

　　　　　　　　　　　　　　γ2ζ十δ

kaiii3，　dm℃h　2Y’二訟Xt十εim111er　in　di60bigen　B（》ispiele　gebr乱cht　werdcn．

：Falls　es　nicht　auSftihrbar　ist，　d．　h．　der　Koeflfizientδ’der　Transformaをioll

　　　　　　　　　　λフ＝　α’一λYi＋β’　＝，α．2隣＋（αε一←βL

　　　　　　　　　　　　　　γノ二十δノ　　　γ．瓦イー（γε十δ）

inl　mel’　N賢1Ifaktor，　so　9量茎t

　　　　　　　　　　（γε＋δ）（γε一トδ）；・　　　．．、　．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘ　　　　　へ　ゆ　　　　　ふ　　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　　　　　　　ハoder　　　　　γ7εζ十〇γε十ζ70一トoo＝oγε十ζ70＝o　　、　　　　　　　　　　　　　　・

f酸r　alle　ε．

Aus§1（g）alsoδγ＝ound　wir　hこみell」＝o．：Es　steht　jedoch　iln　X∀ider－

spruch　11］it　der　Voraussetzun9’A→二〇．

Nun　ist　die　Existellz　dc憲・reziprokGll　Transformation．　unterμer　Bedir｝gung

」十〇v6111g　bewiesen、vorde11．己

　　　　Zum　Schluss　bilclen　die　linearell　Transfo1・mati．onen　vo11　Quatemiol｝e1玉

（lmi．ner　∠iLrl＝Q）einc　GrupPe　voll　TransFor111註tionen，　鶏nd　sie　s…n（王．．王＞ro－

dukte　dcr　Transformat｛onen

　　　　　　　　　xア躍　1
　　　　　　　　　　　　　　．〆v，

　　　　　　　　　．xYt　＝＝aX，αδ中。，

　　　　　　　　　．．k’1ユ2N「十β．

　　　　Die　lineareB　Transforn、at｛one1．l　ullddie　Trans飴rmation天ア＝＝．Y　lassen

die：Bedi119ung　Zヨ琶（．Y一　」一）（X一　」一）諜。　invariant・　Denn，　fUr　die二rrans－

forlγ1at圭on　　vX「t＝＝α2ζ　　αδ十〇．　　　　　．　　　，

　　　　　　　　　E’躍αゐ8；

ftir　　　　　　　　　’　天フ＝．X，

　　　　　　　　　エク＝．E・
　　　　　　　　　　　　　　　ツ
f益r　　　　　　xYt＝諜2r十β，

　　　　　　　　　五ソ目貼；

ftir　　　．　　　．　’　Xフ＝＝　　　I

　　　　　　　　　　　　　　N’

E’　＝（．yr一　y，）（胴”）ニ iX茅1（γア）・瞬一廟（・’Y’IYY一噸）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝商・ア）・品評頭隅κ



Eii’ie／1’t・wendung　der．Xμβ∫θアπφア22n　gZtr陥唇θな80〃letl．・ie
王1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　置　　＿王＿E”．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　NAiYM

AIso　ist　die　B）edin．o．’ung　E＝＝o　invariant　unter　clen　linearen’Transfbrm’a一一

tiOn　und　cler　Transf6rmatlon　kYrr＝：－．

　　　　Anderseits　ordnen　die　1．ieschen　Tri，　nsformationen　sich　berUhrender

I〈uge！n　immer　wieder　ebensolchen　zu，　d．　1i．　sie　lassen　die　Bedingun．a

　　　　　　　　　　E・…（x－1つ（x－1つ＝・

invariant．　Daraus　ergibt　sich，　dass　die　lineareii　”1［’rans£ormation’en　（ti：：：k

o）　uncl　xYt一一A一’　eine　URtergruppe　cler’von　JLie　bilden．　．Spttter　wollen・

wir　sehen，　cl．rtss　sie　wirl〈lich　die　TraBs．formationen　von　］’．ie　sind．

　　　　　　　　　　　　　　　Sg　4．　Transf6rmationen　von　M6bius．

　　　　Itlie．r　suchen　xvir　clie　．Bedin．ogung’en，　cli，　ss．　die・　liriearen　’lll’ransi”ornia一一

tiolletl　und　2r’篇薫dle　von　Moblus　shld．　Ihre　charalく’teristischen　E｛gell－

schafteii　siild，　das＄　sie．　eine　U’ntergruppe　der　ILie－Gruppe　bilden　und

einen　Punl〈t　ein－eincleutiE，．）’　wiecler　eineni　1）tinl〈te　zuordneii．　Die　nbt一一

wendi．cren　Bedingtingen　sind　also，　dass　7’　＝6　oder　kY十A一’．＝：o，　dann　Xt十

　Y’ノ＝＝o　und　u1簸gekehrt．

　　Oder　rechnerisch

踊’
C溜）＋（ακ＋屋rxY’十6）

iiach　tgs　i　（i），　（2），　（5），

　　　　　　　　　　一綱藩鍔＋（，x＋、）1，kxr＋、）（・k￥＋・）（岬）

　　　　　　　　　＝（，x＋、｛（，x＋・）［・7＋・δ）湿刃＋（・面面）＋（爵締）

　　　　　　　　　　＋　（Btt　＋　Sry）］　＝：　o．

Uncl　diese　Gleichung　ist　gultig　far　jecles　kY，　das　．tY十tY＝＝o　erftUit．　Setzt

man　xY一一〇，　so　erhalt　man

　　　　　　　　　　βδ＋δβ二〇，

bei　X　Y一一一〉　co　，　wird　ar一　＋ra一　一一　o．．

Unct　der　Zahler　wird　．　　　　　　　　　　（α況δ十δ」￥δ）＋（β寿＋γぼ期）＝o

oder，　nach　tsg　i　（2），　・
　　　　　　　　　　（6a＋Br）fY＋　Sr（a－O＋r－i？）xo．　．　　’　’

Diese　Formel　g’ilt　ftlr　alle　，tY，　die　die　G－leichu’ng　kY十X，pa　o　erf“lle．n，　des－

halb　muss　tta．十rtr　eine　komplexe　Zahl　sein．

　　　　Die　notwendlgen　BedingungeR　sind
　　　　　　　　　　BO’＋OB一＝o，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　欝



蝿

i2．　”　・　’　一・Tattio　Naleae
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j

（・）　．砺＋γδ餌・，
　　　　　　　　　　（b’a　＋　Br）　一　（a”b　＋　r－P）　＝　o・

Sie　sind　Lfttisreicherid．’　・

1）Wennα亦γア・cO，　so　kanmηan　d｛e　geg6beRe　TrallsfQm、ation　X／L・・一一

鐸・・…B・di・9・・9・i・（1）・・rch　d・・T・al・rf・m蜘

　　　　　　　　　　x’＝瓦’＋ε，ε＋芭＝O

i1曜・・ns・噸…xYi’一≠誓

dessqn　1〈oefli．zient　a．t　，kein　NTullfaktor　fst，　bri．ngan．
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　　　　IXTun　ergibt　sich，　dass　die　linearen　IL’eansfotmationen　mit　den　Be－

ding’ungen　（i）　tind　clie　Transform．ation　一，　＝II’：　die　．Prbclukte　von　Schie－
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　　　　LTni　nur　clie　reellen　’」］ransforniationen　zu　behanclel’n，　Nvenn　xo　iin－

mer　eine　rein　1〈onaplexe．　und　xt，　’ ?２，　．rtf：i　drei　reelle　Zahlen　behandel’n，

dann　sind　fUr　die　Tr．ansformatioiien

　　　　　　　　　　』⊂ノ＝α．2Y，　（α一（受＝O）

　　　　　　　　　　xY’　＝．A’1十t：，　（d十6＝b）　．　．．　．　・

　　　　　　　　　　Arノ＝　1

　　　　　　　　　　　　　　　薫

　　　　　　　　　　．．Yt＝　A（一　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　I　　　　　　　　　　x1瓢γ．忍

　　　　　　　　　　　　　　　　　　r

a，　？’，　O　als　orclin2ti；e　Q．　tiaternionen　（nicht　1’lyperqt：・aternionen）　Beding’un．o，．，’．

　　　　　　　　　　　　　　sR　5．　Transformatibnen　von　Laguerre．．
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richteter　’@1〈，ug－e］n，　E＝　（xYi　一　xt・：｝）（，iYi　一　vXI」）　eine　lnvariante　；．　deshalb　bilde’n

die　’IL“ransformationen　eitie　U’ntet’gruppe　der　」．a．o，，，’ue’rreschen．　NTach　cler

Lieschen　A・，’lethode　von　’der　A（［inknc！Jprojektion　sind　dle　Transformationen

von　ILaguerre　den　Bewegtmg’en　iin　vierdjmensionalen，　eul〈lidischen
l’Slaum　mit　Clen　Veri－tnderlichen，　．．x’o＝i）’，　A）”i＝．rt”，　．fvL，　＝．y，　u”；i＝＝1．g　tt／eichwert／ig．
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　　　　　　　　　　　　　　　　o
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　　　　　　　　　　xノ＝＿噂，．（αδ＝δδ十〇）

　　　　　　　　　　　　　　　　o



　　　　　　　　Eine　Anwenditng　der　．ivOuaternio2ten　2ur　Kitgetgeometi’ie　i　7

　　　　　　　　　　　　．X，＝X＋i9，

　　　　　　　　　　　　．Yt＝X
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imagh1註ren　Einheit　1；nicht孟，ノヨ，ノk　iSt・）　　　　　　　　tt

　　　　Di・B・di・9・・ge・£U・P・・k・u・・h。・1・i・ht　b・wci・e・，　di・舳・・吐δ

qrhξし正tenごw圭r　folg”endermasSen・

　　　岳S亡ehs

　　　　　　　　　　．x，＝・ぎ．（。、一δ8）

　　　　　　　　　　　　　　　　o

　　　　　　　　　　　　　＝＿（L．．Y：1

　　　　　　　　　　　　　　　．（δδ）　　δ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（δδ）

　　　　　　　　　　　　　＝α’．x　I

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ”

　　　　　　　　　　　，＿　　α　　＿　　α

WO　　　．　α一　点一
　　　　　　　　　　　　　　〇〇　　　　αα

　　　　　　　　　　　　　　　へ
　　　　　　　　　　δ’＝　o＿

　　　　　　　　　　　　　　　δδ

しmd　　　　　　δノδノニ＝α俄ノ；1．　　　　　　　　　　　”

、Vir　k◎1111etl　also．　fUr　die　Transfoτnlat茎on

δδ＝Iannehmen．

　　　　R6ch1めt　mab　dle　Forniel　xr　＝＝　ak￥

s・erg量bt　sich，　nach§1（5）：

　　　　　i）　・。δ、＋α1δ汁・、δ汁・、、δ、，　’

　　　　　　　　　　α、δ。＋α、δrα、δ、一α、δ、，

reell ；

i
i
）

rC＞ln　1113aglllar；
一　　　　　　　　一

　　．ix）

α。δ、一α1δ。一α、δ、＋α、δ，，

　　　　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　　ハ　　　ヘ　　　　　　　　　へ
　α⑪03一α300十a：，o！一α逗02，

●　　　　◎曾

コ。δ3一α、δ。＋α，δ、＋　rXlδ．2，

　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　へ　　　む　　　　　　　　　ハ
　　α103＋α20正＋α30。十α。03，

　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　　ハ
　　αρ3一α20、一α。oゴトα30【，

x・二・怨，
　　　　　　　　o

王
一
』
0

（慮＝δδ）

　　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　へα。o“十（ILθt　一　rx202　一　a、103，

α。δ。＋α、δ、一α、δr．（・，iδ、

　　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　へ　ふ　　　　　　　　　　へ
aeo　：，一α20、）一α30乱．十α置03，

α1δ。一．α。δ一α、δ3＋α，δ，

α、、δ，＋α、δ。＋α、δ、＋α、δ、，

　　　　　　ヘ　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　へ
α30rα10rα。0汁α、・　03，

α、δ、＋α、δ。＋α、δ、＋．α、δ1

aa　k

reell．

tN’　tts　i）　folgt，　dass　aeO“，　rxLo“i，　aL，O・2，　a30“3　reell　sincl，　ocler



18　　　　　　　　　　　　、　　　　　　　　　　2「悔診πo　IVakae

　　　　　　　　　　炉r、δ、（・・、1，・，3）

wobei・ri　reelle　Zah｝en　slnd．

　　　　Aus　ii）folgt，　dass
　　　　　　　　　　。、δr。、δ，，。。δ，二偽δ、1，。。δ、一2x、δ、，，

　　　　　　　　　　α2δ3「α3δ2，　α3δ【一αtδ31　a．tO2一　a2　（S　i

re量竃．1　imag…llar　sind．

　　　　Aus　iii）ergibt　sich，　dass
　　　　コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　げ

　　　　　　　　　　・。δ、＋α1δ。，α。δ，＋・，δ、1，．・。δ、＋・、δ、，

　　　　　　　　　　α，δ、＋α、δ，，α、δi＋α1δ，，（・10“，＋α、δ、

reell　Sind．

　　　　Also　sindア‘②δ‘一ろδ‘δゴu．　s．　w．　rdn　illlagillar，1，δδ‘δゴ十乃ら．δ‘u．　s．　w．

reell．　Daraus　fdgt，　dass　rt｝コプ1＝ノ’2　＝　r30der　ai＝：ノ’δ‘．

Andrcrseits
　　　　　　　　　　α。L）＋α～＋a、・L’＋α3‘2　＝＝　i，

　　　　　　　　　　δ。2＋δ、L）＋δ、2＋δ～＝I

und　　　　　　I＝α｛｝2十α～十α～十（13：’　＝r：’（δ1｝’t十δ～十δ22十δ～）＝ノ’：1

0der　　　　　r＝・ゴ＝1．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハDaraus　folgt　α＝±δ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　§6．　Transformat三〇nen　von　Lie．

　　　　W｛r　haben　schon　im§3bemcrkt，　dass　die　linearen　Transformatiori

　　　　　　　　　　x畷牽1・圓

atls　den　Transformatio聡11．

　　　　　　　　　　x’一・κ（αα半。）・・Y’；x＋β，x』÷

bestehen．

　　　　Die　Transformatiori．kYt＝　a．　．￥ist　das　Produk乞fo！gender　Transfor一

　　　コ1natlonen

　　　　　i）　　．Yノ＝11／瀟x

　　　　・・）N’〒・kYLT．］・li　i・ZIT一、’

i）呈。t。ine　T・。・sf6・ni。ti。・v。1・M6bi。，。。d　ii）’ Bi。e・。。　L。gue，，e．

Deshalb　bestehen　d董e　Transformationen．　alls　den　Transformat量Qnen

　　　　　至）　　xY’』1／阪X　　（aa一一Le：o），

、前奏：＝薪（四
　　　　iv）　　　　　　　．Xノ∫L－　At，

　　　　v）　x’＝と．
　　　　　　　　　　　　　　　λf　，
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　　　　　i）’

　　　　ii）r

　　　　iii）’

　　　　iv）t

　　　　v）t

Aber　il）’

Xt　一／aa　xY

．Xt＝＝a2YL一一1

　　　　　　　　0

X，　＝＝　X十　i3

Xノ＝＝X

X，一mnei一

（αδ半。），．

（aa”　：’　fi　tt　1’　F＝o），
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Gruppen　von　］Nt16bius　und　von

　　　　　　　　w圭rd　folgerlder拠a£sen』geschr三eben

　　　　　　　　　　Xノ　：α．￥k，（αδ＝δδ→＝o）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

　　　　　　　　　　　　　＝α．．Y：1δδ1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　　　ふ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　αα　　　　0

　　　　　　　　　　　　　＝δδα忍I　i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1（X　　O

　　　　　　　　　　　　　＝｛δ（aiY2　　　a．a）一1まδド

E・…．…P・・d　・t・Y・1・・e・．T・ans・・rl・・…1・）・e・…T・・e・潔一盛。装・

一・Y’… 狽煤EP…’・ti・f61g・・d・ss　di・G・・pPe　vQ・⑩1量i）・i・）・・）1n呈・d・・

von　i）’，　ii）’，圭ii）’，　iv）ノ，　v）ノ，　identlsch　ist，　d．　h．　dass　die　linearen　Transforma－

tiotlell　und　d｛c　Transformatlon．λYノ＝＝2ビdξ爲］Produkt　von　M6bius，schen

und　voll　Lagucrre，scheli　Transformat圭oneR　sind．

　　　　AISO　biZde／1読診li；ii6諺プen　Tra／lsfoア〃2a．libn6vt

　　　　　　　　・・Y’一1密画・・δ＋ββ・アー蘇7δβ・＋・）

2tfld　　　　　　．．‘￥ノ＝x

読診　Troノ～sfo〃ノzalibne］ノl　z／o〃f”！‘《imεし9呈n就re　Transformationen　einschliess－

1ich）．

　　　　Um　llur　reelie　Transformatlonelt　zu　behatideln，　intlssen　sie　folgei｝一

d6rmassen　se｛n：

　　　　　　　　　　Xt＝＝α．zY　　　　（α＝reelle　Zah1，　rz＝o），

　　　　　　　　　　Arノ＝＝2Y十β　　（1］’9，》，β【，　i9，），β3：reelle　Za1雲en），

　　　　　　　　　　Nノ・＝α．x芸　　（α＝δ），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

　　　　　　　　　　x・勘当，

　　　　　　　　　　　　　　　ざ

　　　　　　　　　　xノ＝x．
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SpEiter　．behaRdeln　xvir　allgeinein　nicht　niir　diq　reellen’　．sondern　auch．　die’

ima．o．’inal’ell　Transformationell．

　　　　So　entstekt　der　Satz，　dass　wir　einander　nicht　berUhrencle　1〈ugeln

in　allgeineiner　1．ag’e　clurch’die　Transformationen　v・on　Lie　in　vler　IPunkte

auf　einer　Ebenc　trans’forinieren　konnen．

　　　　Die　lineare　Tr．ansformation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　‘￥3　m　．kYl）（　．z￥　一　aYr．：）

　　　　　　　　　　　．‘￥’rノ、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（瓜一，鵡）（x一掴）

bringt　die　drci：Kugeln　X＝Xl，潟，、濁ill　die　Punk亡e　auf　der∬Achse

．Yt＝：oo，　（cler　uneigrentliche　IPunl〈t），　o，．A．　1）ie　Transforination　j．edoch

’ist　clas　IProdul〈t　folgencler　Transforn3ationen

　　　　　　　　　　　．．；iir’t　＝＝　i．X一　．．Yl，

　　　　　　　　　　　．．xノ＝　1

　　　　　　　　　　　　　　　　．一￥e　1
　　　　　　　　　　　．i￥t　＝（．z￥1　一in　kt“t）　4￥？

　　　　　　　　　　　x，＝：i十．xg

　　　　　　　　　　　x’；滋．一・瓦2Y．

　　　　　　　　　　　　　　　　濁一．蕊

AnClrerseits　nach　der　vorig（一）n　！Xiii｝ahme，　class　dic｝　drei　」〈．．ugeln　elnander

nicht　berUhren，　shld　die　Xoe任［zierltcll　obiger　Trallsfor111ationen（kYl一．潟），

（．．Y3一．瓦），（濁一等）kei1径　Nul玉fεしktor，　d．　h．（瓦一轟）（kYt－xY2）→＝o，（．蝿一

．tYli）（tXr3一＝￥i）＝：o，　（．kY31　一A；Y［．，）（．￥3一．xXl．，）一一〇．　Die　obige　Trat？sformation　ist

Nvirl〈lich　die　von　ILie．　XVei．ter　bringt　die　Transformation

　　　　　　　　　　　、Nノ『ノ」（ZLIVY　I

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　“

die　Pun1〈te　．tY＝＝oo，　o，　jrl　in　sich　selbgt．　Es　ist　leicht　bptvieseR，　dass　Clie

vierte　1〈lugel，　bei　geeigneter　XVahl　von　（x，　eincn？　Punl〈te　exif　der　一fvL；y

Ebene　e11亡spricht．　　A／so　ルαノ171　”la一ノz　z’IZ・「7’Cd＞iavz．dc’r　”～診”♂　beril／irancle

ﾉどμZ1∂（zl～trt：／i　dib　Traノム吻ノ’〃7．　alib／l　ZlO／1，ILib　Zカ　Z，iL’／！　ノゐ〃Zた！6　ai《／Gl・＞1　e’ア

Ebene　”c，eriva7zale／n・．　XVeil　drei　beliebig’e，　einapder　nicht　bertlhrenCle

I〈ugeln，　wie　wir　oben　gesehen　haben，　du，rch　eine　Transformation　von

：Lie　ill　die　Pmlkte　x＝○○，　o，ノ’ C　verwaRdelt　werden，　erh韻t　man　den　Satz：

五経5ンsle〃・　”dOクz碗αアz面フ泌〃脅6ノ’磁欄論μ燕8癖τ砂♂珈〃leノ・伽’c／・

61）ze　7＞マ卸Z吻アワ〃α’ルノZ”dO7Z　Lz？J　Z効61：，l　aアidercs　66〃3動汐∂∫5二ysle〃l　edOIZ　de7Z－

s6／b6n」醜蜜7236ルαゾ渉6アz㌘6ア7c礁アz旋～z．

　　　　N／un　wenden　w；／r　uns　zur　eln－parametrigen　kontinuierenden　Gruppe

von　1．ie．　ln　der　Ebene　hat　die　pro．iektive　［L’r．ansformation，　welche　einen

I〈egelschnitt　invariant　la＄st，　im　ailgemeinen　drei　verschledene　invariante．

IPqnl〈te，　von　denen　zwei　auf　dem　1〈egelschnitt　liegen．　Dieser　Satz　wircl

s



Eine　Anevendung　der　．O．’　uaternionen　．ty，　ur　Kugelgeometrie 21

ieicht　ini　niehrdiinensionalen　1〈amn　erweitert，　und　es　folgt，　dass　clie

projektive　Transforrnation，　die　eine　Hyperflifiche　zweiter　Ordmmg　in－

variant　lasst，　im　allg’enieineri　zwei　verschiedene　invariante　Punkte　auf

der　1’IYpeyfiachd　hat．　lm　speziellen　Fail　fallcn’die　zwei　invarianten

Piml〈te　zusammen．　So　erlittlt　man，　dass　die　TransformatiOn　voR　1．ie

ina　allgemeinen　zxvei　verschiedeno　1［〈ugeln　invariant　lasst，　xveil　clie

I〈．ugeln　nach　den　hexcrtspharischen　KoordinateR　den　Ptml〈ten　auf　eiher

Hyperfiache　zweiter　Ordntmg　im　ftinf－dimens｛onalen’　Raum　entsprechen

und　d．ie　Trans’formatioBen　von　Lie　mit　clen　Projektlven　Transformationen，

xvelche　die　IF．｛yperfiache　invariant　lassen，　identisch　sind．

　　　　XV2thlt　man　die　zsvei　invarianten　Ktzgeln　als　den　Anfangs一　und　den

uneigent11chen　Punkt，　we，il，　wit．　schon　erwahne，　vier　Kugeln　in　vier

lt）unkte　einer　Ebene　transforinie．　rt　werden　1〈onnen，　so　g’llt　fUr　die　’IL“rans－

formation　von　Lie，　welch　diese　zwei　i［1）unl〈te　invariant　IEtsst，　die　folgeBdc

F。。m。1．D。fi曲n，、．Y・＿・κ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

　　　　Uiin　die　ein一一parametrige　1〈ontinuierende　Gruppe　von　dur　Form

．．￥t＝kt”｛lig’一　zu　erhaken，　betrachten　wir　a，　6　a！s　die　1；unktionori　einer

　　　　　　S

l〈omplexen　Veritnderlichen　1．

　　　　Danach　wird　laut　sg　i　（8）

　　　　　　　　　　　餐’一二（a－Y－I　　　　o）

　　　　　　　　　　　　　　　　＝ぬκ1＿α忍王　‘～δ　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　で〃　　δ　　　　δ　‘～彰　δ

　　　　　　　　　　　　　　　　；ぬ　　Ixノδ三＿α1．．Y’δ＿L‘／δ　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（／l’　（x　”　fi　”　a　’　O　tlt　O

　　　　　　　　　　　　　　　　＝：ぬ　　T．．Yノ＿2rμ／δ　互．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘～肇　　α　　　　　dl　δ

Ai’｝clrerse｛ts　fols，’t，　nach　deni　Satz　von　der　kontinuierenden　（t7r’ 浮垂垂?，　bni

geeig，．’netet　XNTahl　ftir　Parameter　t，　class　die　rechte　Selte　nur　clie　1［一一unk－

tioi’i　von　kYt　wird．

Deshalb
　　　　　　　　　　　蛭謬L影（d（x　i諺a）・Y・一x・髭（窪1）一α

Diese　1　ormei　ist　eine　ldentitat　f“r　，ty’　；　aiso　ergibt　sich，　dass　一SliT（一iitllL‘i　t）

＝＝’
メe

奄奄　（｛lliwwtO　mm3．一一）　eine　kompiexe　zahi＝一（i£1－AtY　，　wo　iy　eine　kompie＞〈e

L　Linl〈tion　von　t　ist．
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Daraus　fo19亡，　dass　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　　　　『

　　　　　　　　　　da　I
　　　　　　　　　　　　　　　　　箒κ十滋，

　　　　　　　　　　認　　α

、vobei．　A　ei　r｝e　1〈onstante　Qua£eτnion　｛st．

　　　　Oder　nach　§1　（8）

　　　　　　　　　α＝61砥’）…＋A・・6），．　　　　　　　　　　　　　噛

、vd．Zヲ　eine　l〈onstante　Ouaternioll　量st．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　アげ
Also　　　α＝ノζノeAt・B，　Kノ＝＝eS　K・tt

A．hnlich　haben　wirδ3ノぐノ6α・Z）

Also　　　　．A￥ノ＝・K’6漉29λ二＿＿LJ．．．一＿

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　κノ6α・Z）

　　　　　　　　　　　　＝♂’βκ1’1．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1）　eCt

Ist　t　jedoch　so　bestin董mt，　dass　Nノ＝X　ftlrガ笛6，　so　gi玩2ぐ＝Zノぶ　l　f農r

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　刀

alle　X．

Deshalb　B・＝・」：）＝＝　eine　komplexc　ZahL

AIso　w1rd　die　Transforiilatioii

　　　　　　　　　x’・：eAt．Yent，

ill　der∠4，29　zwei　konstantcΩuaterl｝iolle1ユclarstellen．

　　　　Nun　setzen　X－vil’

　　　　　　　　　A　・・α。＋σ議＋σ、ゐ＋殉ゐ，　B＝∂。＋∂議＋∂，ノ瀦∂3／1，

　　　　　　　　　A’＝・a、A＋σ漁＋σ論，　　Bノ冨∂函＋∂2ゐ＋∂誘，

und　erlialten：

　　　　　　　　　Xノ＝6廊2覧規＝6（a。＋∂。）‘〆’1．X「en’t．

Dann　nehmen　w｛r　eir｝e　K，oordinatentransformation　vor，　welch　ebeRfalls

den　Atifangs－und　den　une｛gclltlichell　PLInkt　lnvariallt　lasst．

Und　zwar：
　　　　　　　　　．X＝C班），．X’＝ご｝ノの

｛nd　11隻an　hat

　　　　　　　　　　［Yt　・e〈a。＋b。）’ぴ1♂℃、1・Z）〆‘∠戸．

　　　　Andrerseits

　　　　　　　　　為二α嫉＋的ゐ＋σ誘

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　ワ

　　　　　　　　　　　　一讐二二研・～＋・1・3：’

　　　　　　　　　　　　r／lA／，

w・ @ト等睾響・
Nach　§．．1　（7）．und／2＝一1，

　　　　　　　　　♂’＝・e／fA’1＝C・Sレゴ’1＋ノsin　i　kL｛’　1
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und　　C－1凶伽C・S｛レ1’ll＞＋sin｛レ1’t～｝ぴソC．

C－YC　ist　eine　Drehung　um　clen　Anfangspunkt　im　Raum，’und　77’＝＝i．

Daher　1〈onnen　wir，　bei　geeigneter　X7g・rahl　von　C，．i　mit　A　gleichsetZens

woraus　folgt，　dass

　　　　　　　　　　ぴ1♂℃＝6レ4物、，

乱h111量ch　　　．Z）鱒1〆s”2つ瓢・eIB’拷／、．

Also　　　Iノノ＝c（a。＋∂。）te　1・41ty’置1’7，剛ヴ茎．

Oder　kurz　Xノ＝〆tc’・グ・×6ゐ航

wo　a，　」，　c＝＝drei　konstante　1〈oinplexe　Zahlen．

　　　　XIVenn　man　Xals　eine　konstante　annimmt　und　X　veritndert，　so　erhalt

man　eine　XV－」〈u．rrelschar，　d．　h．　eine　Schar，　welche　cltirch　eine　ei　n－para－

n｝etrige　lineare　Transformarion　in　sich　“bergef“hrt　xvird．　Es　wird　leicht

bewip．　sen，　dass　die　Schar　clurch　eine　tt’eeignete　lineare　Transformation

in　cl｛e　I？orin　．rSt7　＝　eAt　gcbracht　w至rd，、vo　A＝＝・a〔｝十a且ノ～十r72．ノ｝十a：1．ノ1引．ハ7ン〃z

8r耀〃2a77．曜＝5■2〃！d〃〃詔so　z7i　re加〃。／zノ：gcllc　Fo7；・in

　　　　　　　　　　況γ欝〆iS，　　wO　B　＝1十bl／t十1う2／2十bn．ノ1｛．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tss”　7．　Doppelverhaltnis．

　　　　Null　definiere薮wiゼdas　Doppelverh蕊ltnis　vol．l　vier：K二ugeln　folgen－

dermassen

　　　　刀一（脳・脳）…（x，一一・，「lll，）（幽栖）（漏一x，）（瓦≒毛）・

Wenn　xYi　und瓦oder瓦und、澱aneinander　be曲ren，　so
　　　　　　　　　　（．tYt　一　．XD（．tY，　一　一tX　‘）　＝＝　o　und　（．2Y：．．　一　．，JYID（tt，一，　一一一　．￥，）　＝＝　o，

“nd　die　Division　ist　uBmOglich．　SPitter　wollen　wir　diesen　Fall　stitndi．o，一，’

ausschliessen．

　　　　Satz：Z：）十Z），1）わ∫2ンzd　a～lbノンπノa〃盆ノz！即27〃zler　deiZ　Transfo7’〃a々b〃〃z

？．，oiz　Lzla，　deslm／b　isl　（D－b）（Dtu一一D）　a？tcrk　ei；izk　fn－7．ta7’7trnlc．

Beweis　：

lr／　tlr　die　Transformationen

　　　　　　　　　　xw＝：2￥’十A，

　　　　　　　　　　一；～「ア＝＝＝＝．Y二Z≡～　　（nicht：　2【3「λ二）　　　（2「ヌ’．2葺手＝＝・卜＝o），

　　　　　　　　　　矛＝．．xr

ist　dieser　Satz　leicht　zu　bexveisen．

F“r　die　Transforniation

　　　　，1▽雷　I

　　　　　　　　　k￥

　　　　刀’＝（．x一，t，邸1・；澱韮，2qし）

＝（二歳（≒儲）（圭±太）
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　　　　　　　二陣（・Xi：｛一一Yl））31笈（濁土菰）名駅（λい潟）丸煮（．．xr3三，t、’）名，

nach　sg　i　（s）

　　　　刀’＝蕩（四一瓦）て葬三舟）（四一溝）（蕩ま2Q圭，＝瓦早発・

Daraus　erhi・tlt　mah，　dass　1）’Zン課∠）Z）ulld　nach§1（6）∬十∠ノ＝・1）十刀．

Daraus　folgt　clie　lnvarianz　der　Formel　（jtL）一tt））（！一）一Z」））　ohne　xveiteres．

N？kreil　clie　obige　Transgormation　kY’um－A’B　dLrts　iProclul〈t　der　Tiransforma一

．tionen　2Xi　＝＝一．v，　aYt＝：4．　kY，　xXr’＝4．　ist，　1〈ann　man　die　lnvarianz　obiger

　　　　　　　　　　　　．1Y　　　　汐　　　　　　xN’

dirai　｝’；ormeln　fUr　die　Transformation　2Y’　＝L．．Xr　1）eweisen．　Und　die

Transformationen　von　1’．ie　sind　clie　Proclul〈te　der　Transformatio．　nen

　　　　　　　　　　　2曽鎚菰　x，　＝β．X’，　．xr，＝＝x十／1，期日　五　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xXr

IDamit　is．　t　der　Satz　v（＞11ig　bewlesen　worden．

　　　　IR　ssc　6　h－c　ben　wir　schon　geselien，　dass　man　vier　einander　nicht

bertthrende　1〈ugeln　iR　vier　1）tml〈te　auf　einer　［［．llbeiie　transforniieren　kann．

］’，if．｝．o．，’en　die　vier　1［）unl〈te　au’f　cier　．ftp，　Ebene，　so　erhttlt　nian　die　ll；．’unkte

・mit　den　1〈oordinaten

　　　　　　　　　　2ご壌＝∫じ1シ㌃十　L”・2シ垂，　（1魑1，2，．3，斗）

uncl

　　　　ノっ瓜｛（Xlン1＋鈎シの｝（Xiシ1＋・v2シL）｝｛（。τ、レ1＋窪2ヲヨ）∴（憂、シ」ギκ2ツ1～｝「一・・・・…

Mu1．tip！i．ziert　mapノ乳Z臨1er　und　Nenner，　so

（1）　　．刀＝｛（xi＋x・励一（x’i：粍焔）｝｛（．Y、・枕，iム）三（x、・＋焔）｝…・

Weil　es　ill　di．eser：Forinel　llur　i，ゐals　die　Einheiten　von　Q戯emioまユ

gibt，　und　1・ん解ノ喜・正　　＝7k，ゐ2＝一1，so　ist　das　DopPelverhitltnis　von　guater－

nion　ahnlich　wie　de］n　or（linare．n　einer　1〈omplexen　Zahl．　Die　IBedinguug

〃∠）’＝＝」Z）1），Z）ノ十〃＝刀十∠）fUr　zwei　Doppelverh2tltnisse　jつ，■）’bedeute亡，

dcrtss　sie　gleich　ocler　1〈onjugiert　sind．　INTach　dem　Stttz　komplexer　Zahlen

d，rtss　vier　Ptmkte　in　g’exvissem　Doppe’　！verhaltni．sse　auf　einer　Ebene　durch

die　Transformationen　von　Atlo“’bius　in　vier　Punkte　in　gleichem　ocler　1〈on－

jug’ierteni’　Doppeiverh2“tnisse　trahsforiniert　xverden　und　tungel〈ehrt，　folp．“t，

dcr∬　9・7Cfel’5〕W！8〃〃　τ’0ク1　7’Z～ワ’羅6μ〃Z〃3彦8〃露力6ワ〃∠）0吻ビ々’C7’〃譲〃ア〃：sse．

7・…ρ・！a／f7・伽・・d…rch　d・・le　Transpt・7’77za，libクzenτ槻肋・レ・砂α・・伽・

1’ra・nsfor77ukrt　7c，e7’ale72，　7ciol）ci　das　1’r－orX　，，　．．o－lei’c／ies　DoP？5e／”‘，e7‘／i（z’l／n21g　z，07z

・0？・ialn7’nibn　“　bede7／let　dass
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　　　　　　　　　　∬＋∠ノ＝・■）＋／P，．刀’∠）ノ＝1）∠）．

Spa’ter　benutzen　wir　den　Azisdrucl〈　immet：　in　diesein　Sinn．　ln　tz’／2n！i’c／ier

l’Mnebeノわをズ，磁∬読汐1ン2τノa・rlb71te．Z）一Z’）　：O　bede～ilet，　d　7∬Z／1Zrr掻〆μみZ

d7trc／i・　．creeziso7iete　Transfor7izatibn　？ion・　Lte　i）z　”uilrr　／）idn／？le　a・uf　ei：nem．

乃’el：geμ，∂耀〃！τe．le7’廊〃たδ〃鮒2．

　　　　Die　1－ltlllflttche　einor　1〈．ug“elschar　die　aus　den　1〈ugeln，　welche　clre．i

g’egebene　einander　nicht　bertll｝rende　．1〈ugeln　berLilhr．en，　besteht，　．witrcl

Zyl〈lide　von　Dupin　genannt．　Dieser　1？litche　．ogeh6rt　noch　eine　zweite

J〈．iig’elschar　a｛i，　clie　aus　den　1〈ug’eln，　welche　alle　1〈ugeln　der　ersten

I〈ugelschar　berUhren，　besteht．　Tr，　ansfornii．ert　man　die　drei　greg“ebenen

］〈ugeln　in　clrei　．PunX’te，　so　wird　die　erste　itt．．uLge．］schar　solche，　die　aus

den　dtir¢h　die　clrei　1’ankte　．g’ehenden　1〈ug．　eli｝　besteht，　un（1　die　1〈lug’eh｝

der　zwe；tc！B　J〈uge］schar　xveirclen　clie　IPunls’te　auf　deni　」〈reise，　der　clureh

die　drei　Punl〈te　geht．　1－Xlso　1〈ann　n）an　eiRe　Zy・1〈lide　von　Dupin　durch

die　Transfonnationen　von　Lie　in　einen　1〈rei．s　traiisformi’eren．　und　um一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

gekehrt．　Daraus　ergibt　sich，　dassぬ．∫刀⑳カ8々・θ・／t‘nifr〃：9・7to〃∂r・漉硬r〃

τ’ノンフ・乃縦〃zel：11（17’考罐々漉7・o〃刀！卿ンzアレ1zノ加ノマ～＞lc乃。ノ〃P／t・xn　Za〃競，

2i・nal　u7n，．o．　’cA’“／i7’1．

）

〉
夏1
（

Ll　1．1　cl

　§8．　Einige　andere　Erk楼mngen　des　Doppelverh削tnlsses．

Die　hexasph2tr圭schen　I（oordinaten（7・t・）．eiller　geridhteten　K・ugel　sind

　　　　　　　　　　　・一（ノ＋二1・：’＋εLク’2）　　ド（ノ＋ノ＋～一プ空）
　　　　　　7！｛〕＝＝P　　　　　　　　　　　　　　，　？！【＝ρ　　　　　　　　　　　　　　，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　う　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ

　　　　　　・／弄ρ孝，…一且…＝ρ・，…一ダ（ρ＋・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　お　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　・一一？・te’十2！正”十？！ゴ十？！3“十2t4」一7！5d＝0．

Also　wird　G圭Ile　Kugel　als　ein　Pun．kt　auf　der．lrTy　perfl註c1｝e　zweiten　Grades

im　fUnf－dimensionalen　Raum　R5　gezeigt．

　　　　Welm　w量r　beliebig　gegebene　vier　KugOln　als　vier　Punkte　h．l　cley

Ebene窯狐。　annehmen，　weil　es　m6glich　ist（vgL　§6），　so　haben　wir

（、）　“、x、。・＋（uxL’＋ノ），・、一ρ．」一（・・”＋ノL，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ

　　　　　　　　　　”2＝IOXI　？1・3＝ρ二γ・　2！4＝o，　71・う＝＝o・

．Der　lineare　Unterraurn　v（｝11　drei　Dimens｛onen，　welcl．1er　durch〔lie　den

vi（ΨKugeln　entspi‘echenden　vier　Punkte　bestirnnit、vir（1，　ist

　　　　　　　　　　7／4日置2〆5＝0・

Die　FI齢e（2－dime1・s圭・na】）z・ve｛ten　Grades，　welche　der．Scl．mit目er

H．凾垂?ｒｆｌｉｉｃｋｅ　durch　den　1｛lleal　e13　U　ntem’aum　ist，　ist

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　一？～バ十7／・1噌十2！ゴ÷2t・：1“　＝0，　？！肇＝2！5瓢O．

・d。，　7’・＋ノ・？’・・一・一7／・、ミ2’・二．κ（fl，L，一、）．

　　　　　　　　　　　74｝＋？！聖　？！L・一ノ37／：｛．
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Aus　diesen　Formeln　folgt，　dass　die　I，i．nien
　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　サ

　　　　　　　　　　？IL・＋ノll？t3＝＝o＝＝zto　i　7t、，2〆。旧弊瓢職一ノ22t．3・＝・o

die　Erzeug’enclen　der　Flttche　zweiten　Grades　sind，　und　aus（2）erh蕊It

malfκ…．x”÷ノ融・derκ置　1．．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∬一ノ3．γ

Das　ordinitre　Doppelverh灘tnis　voll　dell　vier　Erzeugenden，　die　den

：K．ugeln．elltsprechen，｛st　das　vonノζund　dieses　DQppelverh韻tnis　ist

　　　　　　　　　　D＝｛（．Xl　一勾＋（ノけ謝　　　　　　　　　　　　　　｛（Xl　一一　．Tl）f（二，L一．tl・，、），ls｝・一

Nach§7（1）ergibt　sic1ユ，　dass　das　Doppelveirhititnis　von　den　vier：Erzeu－

gendea　mit　dem　der　vier　Kuge．ln　identisch　ist．

2）　Nach　der（マerade11－Kugeltrallsformat｛on　von　I’．，ie　k6nllell　wir　eine

Kugel．　einer　Geiraden　entsprechel日a＄sen．　Die　n南e1Rmgen　sind

　　　　　　　　　　Pli，　＝＝’21・L＋71（・｝＝ρ

　　　　　　　　　　九：ltit　7！ゴ←ゐ〃1＝ρ（vx’十ノ；の

　　　　　　　　　　P、．、　・　2t、1＋〃，r・（γ十フ’）

　　　　　　　　　　76：樋　＝＝　2tt－7！‘v＝＝P（∬皇十コ声十♂一クう

　　　　　　　　　　戸重2＝？t：’　pm／ll？x｛　me　tO（κ一ノ33）

　　　　　　　　　　f’2：1　＝＝　？・、一7研ρ（γ　ク．’）

wo　（p）　（lie　ILinienkoordinaten，　（％）　die　sphiirisch．en　I〈oordinaten　sind．

（vgl．　Blaschke；DifferentialgeQmetrie　III，§54）　Ebenso　wie　in　I），　neh－

men　wir　j．・＝：7’　・O，　so　haben　wir　　　　　辱

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　サ　　　　　　　　　　　　　リ　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　　　？う膿：fst3：ノ｝M：iZ53．t：ンう42：ノう23＝＝1：X→・’ノ3ε：O：X’十JL．，一：JV一．タ3乞：○．

Diese　Geraden　schneiden　die　zwei　Cteraden
　　　　　　　　　　筋㌶、＝・，v、・＝・・t：、…　（（x）pr切ektive　P亡・1・tk…clln・亡α｝i・ユ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　der　LiR｛enraum）

uncl　die　Schnittpunlくte　s圭nd

　　　　　　　　　　王：o：o：（．rv’　一一7：1．t・・一）　und　　o．．：正：（．v十ゐε）：Q

I）urch　den　gleicl｝en　Rcchenvorgang　wie　in　I），　ergibt　sich，　dass　（1εしs

I）oppelverhiLltnis　vol：l　diesen　vier　Schnittpuml〈ten　mit　cleni　Doppelver－

hi一しltnig．　voll　vier　K：ugeln　identisch．　ist．

tsg　9． Doppelverhaltnis　von　zwei　Kugeln　unter　der

　　　　　　　Geometrie　von　M6bius．

　　　　IBei　der　ll“ransformation　von　i“；／16bius　werden　zvvei　entgegengerichtete

orientierte　1〈ug“eln　wieder　in　solche　von　clenselben　Eigenschaften　ge－

bracht，　die　lll’leziehui］．o’，　H，1，”＝　・一一　．｝”r，　zwischen　zwei　KugelR　．；，Sl’，　J！”’］　ist　also

bei　dieser　Cl’ransformation　invariant．　Daraus　folg’t，　dass，　tt．　eL，，reben　zxvei

Itt．ug’eln　krkl　」一，　das　Doppelverhi・tltRis　（2Y，　1”；　一Arm’．，　一IE一）　unter．　dieser

II］rans£ormation　IBedetituntt．’　hcat．
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11inllllt　111Llll

an，　so　ist

X＝　＝　z’r　十　x’r．／1　十　．x’2ノ至十鎗ノ；｛，

ユノニ雄十ユノ正ノ1十」．tL）ノ聾十二｝’3／ll

（．X，　Y；　一」？，　一y一）

＝・ iM十tt）瞬ア（y＋ア）了羊ア

　　一　一41．s　　　　　　　　　　　　　　　　（Xl一：1’1）：＋（x，つ’，）：）＋（x、つ’，）2一（・＋K・’）ジ

．Sin（fl　di．e　．”S“tVinl〈el　zsvischen　den　nach　aussen　g’erichteten　Hlalbinessert｝，

xvelclie　sich　an　den　Schnittpunkteia　der　zxvel　K．”．ug’eln　bog’es，nen，　g’leich’

0，　so　folgt

　　　　　　　、（X，　Y；　一一　－，　一Y）一一・」。煮ぎ謡θ一圃…c21・

Dami亡ergibt　sich，　dass　da・s　2つ。吻6ぬ〃勇観ノu3ε～ue～1；ノ・ノ費6望〃〃〃～！‘v’　（lei・

Geo〃elnL’”dO／1・1■o’bi’us　arila　1：冊廊zε～crillclzen‘勧磁望んbet～feZtlel．．

　　　　　　　　sR　10．　Doppelverhljltnls　von　zwei　Kreisen　unter　der

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Geometrie　von　M6bius．

　　　　XVir　clefinieren　das　Doppelverhaltnis　von　zwei　1．〈reisen　als　clas　ilirer

vier　1［oci，　d．　h．　der　Nullkugeln，　xvelcli．e　durch　jedeR　der　g‘egebet｝en

Kreise　gehen，　weil　die　IFoci　eines　Kreises　eiRe　1〈ovariante　JE？igur　zum

I〈reise　tmter　der　Geometrie　voR　MObius　sind．

　　　　Dleses　［Doppelverhaltnis　hat　eine　einfache　Bezieliung　mit　clem

Doppelverhaltnis　der　vier　Schnittpunkte，　wo　die　1〈ug’el，　welche　den

beiclen　1〈reisen　seiil〈recht　ist，　dle，1〈reise　schneiclet．

　　　　Trans£ormiert　inan　diese　1〈“gel　dturch　eine　gee1gnete　TransfQrmation

von　MObius　iIl　ei1｝e　Ebene　und　die　v宝er　Schnittpunk亡e　iほzNvei　PuD．kt－

paare，　xvelch　die　［Ecl〈e　eines　Pcaralielograinms　mi．t　iTt・littalpunl〈t　als

．tYnfaRgspunl〈t　sind，　so　eyiaalten　xvir’clie　folg’enclei｝　1〈reise

　　　κ：　κ穿ノ＋2』〆，lx＋〃弓・＝・；

　　　K’：　κ；’＋．y2＋ゴ＝〆2，1κ＋〃ぴ＝o．

Die　1〈oordinaten　der　1／’oci　sind

　　　ftl：　x＝lli，　y＝：i）m’，　：＝o；
　　　JUa；　hr：一z／r，　；i，＝：一一一ib7ir，　’tt＝o；

　　　Ftt：　x：lltrt，　］，＝z）n’rt，　：・＝o；

　　　おノ：　　　κ諏一zZ’〆，　」’＝＝一1ンノ〆ノノ，　2＝O；

uncl　die　der　Schnittpunl〈te

　　　／）t：　．fv’＝一／r，　」，　：mr，　g・＝o；

　　　！2．，：　x＝／r，　」，＝一一一mr，　E＝o；

　　　ノ）1／　x・＝・一〃一・＝〃ノノ”，　9二〇；

　　　ノぎ　．v　・／t〆，　ノ：一Vll’〆，3＝o．
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Dann　erhalten　Nvir
D，，　＝D（F，t，　一，r｝：．，　；　uNr，’，　E．，’）＝｛z〈！r一　／’f”）．／1　＋　1〈’／iir一　＞72t’pt）／：一，｝：i”：．“ri！7：一F．　．　，　．．　｝　一　・　’　’　”　，

ρ訓恥三十（〃　／’・ノ：玩＋（ノ・〃一〃〆ノ’t）・も｝｛÷ド・・

Al，。　カ∬＝⊥，
　　　　　　　　　　　　　　　1）’　，，

・de・　2つ、あ；　1＿，
　　　　　　　　　　　　　　　　　∠）1］∠フ，．

　　　　　　　　　瓦＋恥＝A＋・＝刀・＋∠）・，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　刀，、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D．D，，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D，）

　　　　　　　　　刀r恥＝刀4）・．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f）i］　t）’　i］

’Diese　Be7．iehung’）s　ist　nicht　nzir　ln　obiger　besonclerei’　llLag’e　der　［E〈，reise，

sondern，　wei．1　D十　Z；　und　DD　lnvarianten　sincl，　allg，emein　grtiltig；　Daraiis

folgt，　dass　das　DoPPelveノ’／idi／lノ擁eUOII　de〃ノ70・Cl’aleノ’17i　”de7・se‘♂〃〃‘～ler

．S”c／iniZ／，6un13／e　．a／t，’i’c／2．　zlrl．　（in　dein，　in　sg　7　erwahnten　Slnne）

　　　　1）露焼読卿〃娼面∬dlk諺ノ’FOCi’a・Ztf　el＞ze〃zκ7諮6勧8御，　a・／so

刀ド∠．）“・＝＝・00t／eノ・Dp一ρ、・　・O，　d．／i．廊eUib’ノ・5▼c／iniZIPunl？le　eb6」n／fa／／s

α～・f　Ut：12t．r・m．・9S　reib‘：1，一読βα漉ぎ～〃♂8面勉ノ・，　cla・ss露27VE・ll’・IN’1・諮6α～ゲ

ei＞xci’　．Z／fit．sru／　／i？」．（rvn．　（vgl．　（1）oo12clge　；　，，　．eX　；1’reatise　oR　the　circle　and　the

sphare　“　p・　449）

＄K　11．　Linearer　Komplex　von　utugeln．

　　　　1）ie　1？or．mel

　　　　　　　　　．・iLXIYt　一F　6）．￥　一i一　．Y．．Z？　＋　C＝　o　’

（．一1，　B，　C　sind　’ll’lyperquaternionen，　niit　．一！xx：fi．，　C＝：C）

bedeutet　einen　li．nearen　1〈omplex　von　1〈iigelp．　Denn　aus　sS　8” ii）

　　　　　　　　　Nを鵬ノ＋ノ＋♂一二

　　　　　　，　＝L（2to－lll）

　　　　　　　　　　　　　　　P

　　　　　　　　　　　　I＝：1（〃。＋・の

　　　　　　　　　　　　　　　　io

　　　　　　　　　6’Xri一　iY’．Z］　＝＝　2（boxo　一　bixi　一　b，，．v・」　一　b’：s．x－3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝2（i’b。ノ’一∂、か∂」イーb、⇒

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　2（1’bo？tr，　一　btULi　一　1）L’？13　um　b31Ll）’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　to

So　erhi－Ll＃　niati

　　　　　　　　　．一1．．￥At　一一　B　M“　A’“B　十　C

　　　　　　　　　　　－1｛（ae層一Co）…＋（価）・・一・久・・一瑠・・・…＋抑・・｝・
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Demnach　definiert　diese　lformel　einen　linearen　1〈pnpplex　．von　1〈ug’eln，

uncl　unagekehrt．　Diese一．　Formel　ist　ahnlich　der　des　J〈reises　i　n　cler

Gaxiss’schen　Ebene，

d．h．　　　　／歪短十8ε山下2十〇＝O．

（A，　B，　C，　tt．　sind　1〈omplexe　Zahlen，　mit　A．＝＝／1一，　C＝C）’

Transformiert　inan　die　Formei　m｛，t　2ytti一！Zt｛III　tfvY　thl－Rf…一一　und　．．xi’一一　／vi　so　erhiiit

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r．txr＋　fi

η遷all

　　　　　　　　　A．’Airixソ十B’．．XiT÷　A’ソ君’十ごノ＝＝O　　（〆イノ＝万’，　Ct＝0ノ），

1．Jncl　z“rar

　　　　i）

i
i
）

iii）

iv・）

Daraus　fol．o．’t，　class　die　1　ormel　f＝一一Z3R－AC　（eine．．1〈oi？4plexe　Zahl）　eine

。。1。tive　l。。。，i。1，t。。mter　d。。　T，a。sf。，mati。ne。．．k’t　．，．・X＋旦u。d矛＿

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　？’．IXIt十δ

．Y　ist．

　　　1．］’nd　fUr　cli．e　Transforniationen　i），　ii），　iv）

　　　　　　　　　1ノ＝■

ftlr　iil）　’　　　　　　　　　f’　＝　rzdL

XX・r’enn　es　zxv・ei　lineare　1〈oni　p］exa

　　　　　　　　　〆望xス『±B．x「÷薫力十cr＝：○　　（A＝　i　C＝C），

　　　　　　　　　A＊．・xr．Xl一÷β＊X十二V万＊十〇＊＝＝O　（ノイ＊＝ノ「＊，0＊＝：　C：り

．o．’奄b煤C　sc　kann　nian　leicht　nttchweisen，　clas．g．

　　　　　　　　　ノ1正罧3源一託4σ，　ノi2…≡ヨ7｝＊B＊一ノ，1＊C＊，

　　　　　　　　　巧・i／樋・招働一（46・＋・…，／1　v’の｝

relativ－e　1nvcxriante．　sind．

　　　IJ・’nd　fUr　die　Tra！isfortnationen　i），　ii）1　iv）

　　　　　　　　　巧含’＝　／12

’filr　．tXr　：　Ml．．．．

x’
dl’＝X／tl，　1））ノ＝」タ，　6ソxe　C；

f“r　A　：：：：，一一i一．me一

　　　　　　　　’X一，．　，

　　．ノ『C・・タ1＝ゑ．qノ＝　・…1；

fUr　4￥＝　o．A’r’　（a．a一’＝o），’

／1．’＝A（zaM，　15”＝IStt，　C’＝：（1

　f“r　一．xr　：．．xr，　一i一　io．

ノ1ノ＝刀

Bノ＝沼β＋刀

c1鷲オββ十3β十ββ十。．
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