
A　Theoretical　Note　on　the　Diumal　Variation　of

　　　　　　　Wind－Vector　due　to　the　Variation　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Eddy　Viscosityi

By　Tadao　Namekawa　and　Tatutosi　Takahasi

（．1，k’　eceivecl　Deceniber　i　6，　i937・）

1．　lntroduction

　　　　The　cliurnal　variation　of　w，ind－vector　in　the　］oxver，　atmosphere　is

a　famili．ftr　phenomenon　IR　meteorology　and　it　is　generally　accepted　that

this　phenotnenon　is　a　consequence　of　the　da｛ly　convectiop．　As　for　the

varication　iR　the　atmospherl¢　layer　above　tl｝e　flat　open　1and一一area　where

no　！ocal　orog’raphic　infitience　appears，　the　classical　Espy一一｝〈．6ppen’s

theory　is　well　knoxvn．　P．　rof．　G．　1．　Taylor2　modified　this　theory　and

concluded　tliat　this　phenomenon　is　to　be　explained　as　a　i‘esult　of・tlie

diurRal　variatioi｝　of　the　coefficient　of　eddy　vlscosity．　xX．ssmMing　a　quasi－

steady　state，　he　got　an　excelient　simple　theory　which　gives　a　clear

explanation　of　the　chief　charactdristic　nature　of　the　diurn41　variation

of　wind－speed；　but　xvhich　fails　to　give　a　satis．factory　explanation　of

亡he　d｛urnal　characterist｛cs　of　wind－direction．　The　diiwnal　variation　of

xvind－direction　i．s　also　a　reniarkable　phenomenon，　but　there　’ 奄刀@no　com－

prehensive　dynamical　theory　which　explains・the　diurnal　characteristi．cs

of　wind－directi．on　．rts　well　as　of．　wind－speed．　Jsxvekov’s　report　of　hi．s

study，：S　dealiRg　with　cases　where　the　eddy　viscosity　changes　periodically，

is　full　of　instructive’　hints　for　the　author’s　present　stucly．　lt　must　be

borne　in　mincl，　however，　that　he　does　Rot　attempt　to　inquire　into　the

questlon　of　why　the　diurnal　varlation　of　xvlncl　occurs　as　a　result　of　tlie

x．r・ariation　of　the　eddy　viscoslty；　i．　e，，　as　he　s，ivds　a　pet’ioclic　function

for　the　wind　at　the　earth’s　surface，　liis　stucly　must　be　considered　to

1｝ave　been　directed　only　to　the　propagativa　naturc　of　diurRal　wind－

vector　in’art　atmospheric　layer　which　is　subject　to　a　periodic　change

of　eddy　viscosity．　1－1．　1inti4　has　also　treated　the　pl’opaga．ting　iiature　of

the　di．urhal　xvind－vector　in　’a　case　where　the　edcly　viscosity　varies　with

altitude．　N，X71｝at　the’writers　intend　now　is　an　attempt　to　construct　a

　　r．　’］．’he　outline　of　this　papev　ivas　veacl　at　the　Aunual　］）viectint，T，　of　1’hysico一一TYI’atlieinati¢al

Society　of　Jttpan　iii．　．，X．pr．　ig35．　2．　1’roc．　Roy．　Soc．　ILondon．　Ser．　tX．．　XCIV，　i37．
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dy　r）　t／し甲ical　theory　concerning．t！le　origin．of　the　diur茎ユal　windrvectorジunder

Pr6fl　CxL　I．　Taylor，fi　ingenious　s疑ggeStion，　and　not　a　genera1己discussion

o・fthe　diurnal　variation　of　the　wi1．、d．

　　　　　　　　　　至1．The　Problem　and　its　Approximate　Solution

　　　　Lct　us　suPpose　a　si．inplifiecl　case　contaillh｝9　al］．　dle　eSsentiai　l）Oillts

of　our　proble．ni，　and　by　solving　this　idealized　case，　comβto　our　final

conclusion．

（i）　DJVi（v〃〃L’a．／6’t7？t♂IX（？？〃

XVith　the　usual　llot．■tiOllS，、ve　have

　　　　　　　　　　　弩一…脚・1∫晶（磯）

　　　　　　　　　　　1勢一一・…噺謡（　　　∂万A一．　　　砺）一1．劣・

P・
ｫ・一・・s・・峠窪，θ一．講，Zi…rz　＋　G，

　　　　　　　　　　τ’＝否，　V＝～1十捻ノ，　and　　ガ＝．｝／一1，

．蝉・し鍔7・桝嘗’………………一・∵一・（・）．’

?ｏｒ　the　working　dynalnical　equat萱011・
（11）　C（）げ2と♂診ノzt　of　6盈かtUl：9COSIZ；V（le）．

　　　　In．ord6r　to　simplify　the．nnathelnatical　£reatmellt，　we　consider　a

1110＄t　simPle　case　which　barely　serv（ンs　ouw　purpose，量・e・，

　　　　　　　　　　た露乃1畷C・Sσ∠　＿．＿．＿＿＿＿＿＿．∴＿∴＿（・）
　　ク
（！＝o　at　midnight；σ＝ヨ『ソrt，7”＝＝24．　hours）．whαc為｝and々【arc　giveR　cα1－

stallts　inclependent．of　height　（の　and　tiI塁e　（の。

（iii）　　　　Uppeノρ　 ∂0～！ノ1‘’／tr一ノつ’　 COIZ‘／i渉ib／1。　・

　　　　、Ve　assume　that　a　9・iven　constant　gradient、vind　velocity（G）prevこ垢i董s

at　a．Certaill．．　height（／1），　i．　e，，．　it　＝（7（）r〃ニ。　at　3＝＝ノンζ　．＿．．．（5）

wllere　／7　is　assumed　indcpenclent　of　t圭me．

（iv）　Bo〃0〃一S～〃：／lac6　CO／ZtliZibn．

　　　　At鉦st，　we　consider　a　reasonable　condition，　viz．，

　　　　　　　　　　劉。。〒一・（岡匿1＋G・

wh6re．　su缶x　o「．ndicates　the　surface－value　of　the　wind－vector．　But　this．

condition　is　lloll－1圭義1ear批nd　caus（）s　solne　serious　inathemεしt至cal　difficulties，

therefore　it　is　advalltagcous　to　make　some　siniPlification，　Thus，量n　spite

of　unavoidable．depreciatiQn　in　七he　vaiidity　of　the　sol｛Ttion，　we　nユust

perform　the　linearization　of．the　abov¢　conditlon．　In　this　wa．y，　we

卜
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supposel，a　£undamental’　state　cand’　introduce　a　wind’一vector，　’Vl，　Which

・：・…A・9紬・a・・r…z’）　7一乃・「 ｾ墨．・t・r・w6’…戸一・…hβ・（爾

as　a　solution　of’ @the　aboye　equation　which　satisfies　the　bounclary　con－

dition　of　V＝o　at　g一一fZ　where　Po＝＝i／R／／’e　e‘Tt‘　Lind　tlie　arbitrary　con－

stant　C　can　be　found　bY　the　aid　of　the　method　of　nunierical　trials　from

the　condition，

　　　　　　　　　　1？fi　も三二　＃＿0・　：O・002（1・”〇＋G）　　r／Z．＋・θ

which　is　introcluced　also．　foir　the　fundamental　state．

　　　　］ffaving．　simPlified　the　non－linear　Surfacd　condition　by　the　eliinination

of　the　fundamental　part　above　mentionecl，　we　have　foi‘　a　deviating　part
T・一・’，（　一一　1・・’一　V），

　　　　　　　　　　　∂募’．，．。…・9…筈一。＝・・　e・1’1）t　，田……∴・……（・）

wh・f・・19＝漁q拡＋Gl・・d　F嫡、・

．This　adapted　method．　cf　approximati6n　which　involves　an　assu“iption

bf瞬＋θ＋川≒略＋0しn〕・y圭・vite　se・i・u・・切ecti・n・1・d瞬．　th｛・

is　the　most　diMcult　point　in　the　authors’　present　study　；　yet　thdy　b61ieVe

that　the　essential’　character　of　the’problem　remains　unalte．red’．　lt　n／　ust

be　adhiitted，　however，　that　the　solution　thus　obtained　is　nQt　exact　and

in　£act・this　study　clegeneratcs　into　t．1’ie　fraininp．．’　of　a　senii－quantitative

theory．

（v）　．91a17b72a・rj，　co7idzZibn．

　　　　Instead　of　an　initial　collditiol），　we　take　　1《！）＝F〈！十7■）　．．・（5）

from　the　nature　of　the　problem．

（vi），．　Tlie　reeet・zlee？d　so／2tlzbn．

　　　　Now　we　consider　a　particular　solution　of　eq．　（i），　xvhich　satisfies

the　conditlon　（3），

　　　　　　　　　　　　　　　　　脇・一ハ）t一β・～9｛，，σ，

　　　　　　　　　　r／’＝　A．e’　V’”　’　．　a　sinh　P，，，（fl一：）

and　／？，，　is　d’etermined　by　the　condition　（，s），　i．　e．，

　　　　　　　　　　B．2＝：z〈rza＋7，）／／’o　（n＝：o　1　i　±2　．．．．．．．．・）

・・． f9，，＝＝B，，e　B・・≠（71a・十2　　K’o）1：L，．翻工1こ1｝…（・）・

Thiis　we　have’ @afl　appropria’te　soiution，

　　　　　　　　　　　　　十〇◎　　　　　in」＝朧‘Ytiilσ’

　　　　　　　　　　rア・：．ΣA，、8　　s舳β，，（〃一・）　・＿．．．一，＿・…・・（7）

　　　　　　　　　　　　　鱒go

　　　　　　　　　　　　．　（．x’一一a！一esin　at，　r＝7，1’i／a／ro）
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1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　β，，coshβnl＋日揮｛7　s圭nhβ，、／／

　　The　required　solution　dev｛sed　for　the　numerical　com．putations　is　arran9．E｝d

　las．fo註。、vs：＿　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　　　　　　　　」，・r＝戸＋∫”　　　1ア齢6’sinhβ〔，（1！一〇）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　コど　ミキの
　　　　　　　　　　　　J・．．ワ篇〃／Στ〔㌧〆Yβ11｝σ’伽

　　　　　　　　　　　　　　　　　　7tua－ac

　　、vhere

’・c・IN一 oβ“（b．．　＋　（一’c．）cotl｝　Be　fl’i一　ab．　sinh　P，，（　1’7一　：・　　β。cothβ，ノ∫＋ク　　　sillhβ。zz）si曲β1”鳳｝

Where　60nstcint－ve’ctors　／1．　are　determined　by　the　remaining’　condition　（4）．

Using　the　．following　twc　auxilicary　expressions　of　Fourier’S　expanslop，

　　　　　　　　　　　盛了．gPlσ彦　　　72．n÷qO　　　　　　　　　　　　　　　　内　．　　　　　　　彰了9・illσt　　　？’謹虚…’qO　　　　．

　　　　　　　　　　e．　．＝＝　＝　b．ede’X，’　and　cos　atc　＝X　c．e’i””

　　　　　　　　　　　　　　　　　Ot・＝一q◎　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　？一直輔qo

曲・・eb，，一
f．∫：ec・醜・触一，漏轟（ノ！ピ十γ）

and

C7t＝

r，　；rr　Sieccos　aXe”T　“”t’　Ote－ir’xdx　一一！？／7；）（S．i＋e　；．　Zl！）L

　　　　　　　　　－1｛（・・一1）五．、＠．南〃e十γ）慌却，遜・＠・＋・）／…・・（・）

and　noticii｝tt．’

　　　　1・r・ず一戸一蕊．．｛・…1…s・・1・β・（ff一一　tt）一蹴・｝β，（μ一・）｝ピー“σ　

we　get　froni　tlie　condition　（L；〉　’

　　　　　　　　　　ノ1，，＝　β・coshβ・1ノ（∂π＋’e（ろ・）＋《7∂・1．　s｛nhβ・1！0　　　．．，。．．（9）

and　the　resultant　wincl　vector

velocky．　・

　　　sinhβ，ノZ　sinhβ。（∬一の

　　　　　L．．．．．．．．．”．．．”．．．．，．H”．．．．．．（10）

is　17十6：where　6：is　the　given　grad三ent

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　III．　Numeribal　Examples

　　　　By　g’lvit］g’　two　specified　examples，　we．now　try　to　mal〈e　clear　some

mai．ii　characters　contained　in　the　formal　solutioi｝　o£　（io）．

Ex．　i．　Assume　／？o＝：1？i＝＝2×io4，　1－7一一io5，　G一一，s，　×io“’　and　g　：4，s’O，　where

all　the’units　adopted　are　C：　C－x’．．S．　system．　Th．en　we’　have　q　：r）．r）　×　i　o－5，

r＝　i．4　and　”＝：i．　The　values　of　i9，．　b，，　and　c：，，，　are　calculatecl　i　n　Table　i．

T．　able　2　gives　the　values　of　P　and　4’（at　X一一．o），　and　the　final　results

which’　represent　the’р奄浮窒獅≠戟@characters　of　wind－vector．are　showR　in　1　igs．

i　and　2，
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撫．2．All　thc　assumed　data　are　the　same　as　in　E．x’．王，exceptゑ［＝

2／，・1＝2×104．　Resu董ts　ill　this　case　a薯℃indicated　1）y　Tables　4　and　5。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　IV．．　Conblus三〇ns　and　Remarks

G）　Th量s　paper　is　a　short　study　of　the　diurnal　variation　of　xvltid－vector

caused　by　the　var｛at呈on　of　eddy　viscosity．．　If　we　compare　the　proposed

theory　with　the　existintg　theories，　we　llavc　to　mak：（｝the　follo、v；ng　re－

1narl〈S：
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deed，　it　is　an　essdntially

different　problem．

（’ii）　lt　is　．clear　that’　tlie

observed　diurnal　variation

at　a　given　locality　is　not

entireiy　due　to　the　vari－

ation　of　eddy　viscosity，　i．e．，

several　othet　causes　are
associated　；　therefore　a　di－

rect　iclentification　of　the

theory　with．observed　facts．

is　very　difficult．　1，loreover

the　existing　statistical　re－

cords　o£　the　diuriial　wincl一

“ectorsi　are　invalid，　because

the　usual　methocl　of　the

reduction　of　wind－vector　is

Table　4・

　　　　steacl．v・　theory　is　modified　by

　　　　the　writers，　ancl　a　hydro－

　　　　dynamical　theory　is　obtahied

　　　　which　may　explain・some　of．

　　　　the　chief　cliuz’n［1　characte．　rs

gvs　of　xvincl　clirection　as　Nvell　as

　　　　wind　speed．

　　　　（b）　But　as　the　prc，sent

　　　　theory　lncludecl　thd　lineari－

　　　　zation　of　the　non一1inear　＄ur－
6馳
　　　　’face　condition，　it　is　only

　　　　valid　for　sen’｝iquantitative

　　　　purposes．　Aforeover　as・the．

　　　　solution　is　given　by　the　in－

S”n　finite　series，　iBconvenience

　　　　and　lnaccuracy　unavoidably

　　　　accompany　the　numerical

　　　　compLltatiol］．

G’，s　（c）　lswekov’s　stucly　does

　　　　not　touch　our　theory；　in一’

（EA’．　2・）　V’　（cn）；’fsec．，　angle　degree．．）
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not　stiitecl　for　testing　our　theory　；　although　we　・fiud　that　the　theoretical

results　agree　to　sonie　extent　with　the　well－known　facts　observed　as　the
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Table　5．（E．v．　2）7＋c（m．／sec．，　a・gl・d・g…．）
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anユong　thein，　havc　the　salne　order　in　n、agnitude

of　the　less－prom沁etユt　componen乞s－h｛gher　harmonics

．rotat…119　vectors，　and　all　tl｝e　compollellts　xvitli　counterclockwisc　rotatio11，

一一・・奄刀@llot　negligible．　These　circumstances　combine　to　glve　tlle　resultant

vector　a　comPlex　form．　　Yet，　there　rema｛ns　so　nae　tendency　toward

clockwise　ro亡atiα｝．　This　fact　has　l：）ccn　already　found　by　Sprung　and．

others　and　has　beei〕explainecl　as　the　resu1むof　the　deflecting’force　of

the　earth’s　rotation　a：id　the　fricしionεし1　force　acting　near　the　ground．

（）ur　theQry　expla｛ns　th｛s　physical　mechanism　more　m圭nutely．

（i＞）　It　iS　worth　while　to　notice　the　theoretical　results　of　the　vert…cal

d量stribution　of　willd　vectors　for　every　two　hours　shown　i11．F圭9．2．　、Ve

sha董1｛ミnd　that　this　d圭fEers　somewhat　frolll　the　commonly　accepted　idea．

Afew　me亡eorologlsts，　assuming　a　steacly　condition，　collsider　that　any

difif7crcnce　ぞroln　the　ordil｝ary　spiral　shape　of　the　vert…cal、sk’ititd　vector　is

due　to．　thc　eddy　viscosity　vεしrying　as　height　varies．　『～Vh量1e　our　tlleo一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ
retical　resu1亡s　also　shQw　that　even　ullder　the　aLsslLIMPtiOlls　of　non－steady

concl量tion　and　constεしnt　edcly　v｛scQsity，　some　reinarkable　differences　frolll

the　sp｛ralぞorm　of　the　vertical　distribution　of　sLILT　i　11｝　cl－vector　appear　on

somc　occas｛ons．　The、vriters　of　this　paper　be韮ieve　that　this　illfolrmat｛olユ

musヒbe　of　some　va董ue　to　tll．ose　meteorologists　who　collduct　o1）servations

by　a　pilot－ba董loon　or　engage　iR　the　reduction　of　those　Obser▽c■tiol］s．

EiEfel　”1“ower　and　E　t　ILinden－

berg．

（iii）　’1“he　resultant　diuyn，kl“

xvind－ve．ctor　is　represented　in

our　theo．　ry　by　a　composition

of　the　infinite　niunber　of　the．

liarmonic　comporients．　XiV・e

see　in　the　numerical　exetm－

ples　ti’iat　the　coinponents　of

the　clocl〈xvise　rotating　xvincl－

vectors　are　precloniinant　in

g’eneral　for　the　loca！ities　in

tlne　nort1iern　liemlsphcre．

’1”he　diurnal　and　senaidiurnal

clo．　cl〈wise　components　which

al’e　tlle　1110st　pl’omi！lellt

　　　　　；　and　the　total　anioutK

　　　　　　　　　　of　the　clockwise


