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　　　　As　an　extension　theorem　of　r．iouville　theoreni，　Torsten　Ccirleman

proved　two　thGoremsi　as　follo“rs　：

　　　　L　fxl　（o（g）ko，　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　∫1”・（・）亟π　（卿），
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　　　　In　this　paper　we　wish　to　pvov“e　these　theorems　most　briefiy　by

a　clifferent　method　fron3　the　one　bv　which　Carleman　ft．＞110wed．

　　　　1．，etプ（のbe　regLdar　and　analytic　f・r回くR，　then　the　i1・亡egra1・f

Ia’　and　R．　Nevanlinna
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is　a　function　which　is　convex　and　non－cleereasing　wlth　respect　to

logフ’．2　And　bes｛des　if，　for　a町two　11．umbersク’且，7’2　such　asク’L〈7’2〈A），

11・a（rL）一ww　21tf（r2），　the　function　tl・f（r）　will　be　constant　by　v・irttTe　of　its　con－

vex｛ty．翼・w　first　let　zl■（r）＝・．　Then　f・r　everyク・（くR）we　have
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S｛nce　the　i・tρ9…d”i・…t・eg・ti・el・mless　f…11．7’the．T・・b・・gue

η、easure　of　the　set五て｝〆1；≧．1）is　zero，t　aユ1γ1Qst　ali　values　Qfθin　22（1〆1≧1）

　　　　　　　　　　log・iノ（フ・〆0）｝＝O　r：8．　1〆（ブ・〆0）1＝．L

Hence　fr・m　the　reg・1ari℃y・f∫（9），　we　ha・・e〆（2）…c・7zsX．　through・ut

Isl〈／・～．　Second，　let　14（ノう＝c（＞o）。　For　the　present　case　、ve　take

c。（＞1）such　tas｛ビ。．　Then　we　have
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bec・use，　as　lビ♂1≧1∫1，the　set　E（　］　c，）〆障ま）may　be　cQntained　in　the

set　E（1〆【≧王）．　Thus　by　the　same　argument　as　h・l　the　fヨrst　case，　it

is　very　easy　tO　ShOw　亡hatノ『〔ε）；　CO　7ZSt．

　　　　N・wf・・m　th・、・b・ve・t・・t・dp・・p・・ヒi…fthef…ti・・脚）w・

shall　prove　Carleman，s　Theorem　I．

　　　　By　the　formula，　Qf　Sch16miich2　we　1｝ave

　　　　　　　　　　∫：》…纏xp｛∫：ec・（曜∫：質汐呵
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hence，　by　（1），　whereノ～→OQ，　the　function　／1■！（クう　is　bounded　for　a1I

values　of　ク㌔　　Oil　the　other　hand　from　the　convexi．ty　of辺1ρう，　unless

114（7’）＝・colzst．，　it　should　be　that　／14（7・）→○O　as　ク’→○○．　Therefore　neces－

sar量ly！”f（ク・）＝co7z　s！．　for　everyプ’．　This　completes　Theorem　I．

　　　　In　the　sequel，　for　the　purpose　of　the　proof　of　Theorem　I［、ve

de貸ne汐（9）as　f・ll・ws・

　　　　　　　　　　F（z）＝〆（ε）［一α《arg9《；・］；＝・［elsewhere］．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　キ
T1．〕．ell　the　fulJICtiOll　iog　lノ；（ε）1　is　subharinonic．　．Hence　fl’oRI　the　theory

of　subharmonic　funct｛ons　by　Mollte1，3　all　allalogous　integral　with　the

one　（）f　N「evaniinnaL
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1nust　hoid　the　same　l）roperties　as／1ノ（ノ’）．　T正lus　by　the　hyPotheses　o．f

theoreln　II，　we　have　／t4，（7’）＝＝t；o／1．s・X．　for　every　プ・．

　　　　Now　let　114，（クう：o．　Tl．len量f　for　a　certaiR　value　ofク・it　occul－s

　　r．　FQr　this　case　our　theorem　becomes　trivi三tl　by　the　classical　I．iouv三lle　Theorem．

　　2．Sce，　e．8．，」．　L．　W．　V．　Jensen；Acta　Matlユ1，　t．50（lgo6），　p．　T　78．

　　3，　」乙。ビ．c〃。
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that　l　f　l．X．・一　i，　we　sha／1　have　f（2・）＝consl．　throu．crhout　the　E　ngular　re一

．oD’奄盾氏@一a．〈．．一g，〈．．，a；　but　other“rise　we　must　h，ave　l　f（：一）1一く．．　i　throu．oghout

－a．〈．．g：ii（z．

　　　　Now　since　Kve　can　similarily　discuss　also　the　ease　where　n（（r）＝

c（＞o），　it’follows　that　Theorein　II　is　correct，

　　　　In　conclusion　the　author　wishes　to　express　his　hearty　thanl〈s　to

Prof．　Toshiz6　A（［atstinioto　for　his　kind　reniarl〈s　during　the　study．


