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　　　　In　this　paper　xve　consi．der　such　a　slngular　integral　equation　as

ω・・（輿図∫1斯ξ）・n（ξ）d8

“nder　a　wider　hypothesis　concerning　the　lcernel　than　that　xvhich　NVyle

lias　glven．

　　　　NVe　shail　say　that　f（x）　belong’s　to　class　sw｝，　in　case　f　is　a　measur－

able　function　over　（一cx），　oo）　for　whi¢h

　　　　　　　　　　、i蚕∫ン（x）1・’‘／・，，

is　uniformly　boundecl　in　B．

　　　Mr．　N．　XViener　proved：i

　　　Theorem　A．　Let∫（．v）∂6あアzぎlo　D）2．　a乙。／s（〃）be読ンfnc‘l　as

　　　　　　　　　S（？1・）　＝　Sl（ll一）　十SL，（2t），

　　　　　　　　　・・ω一腰7≒［∫き∫二］π響1許厩

　　　　　　　　　．・・ω一7≒∫ンω面癖芝tlx・

Lc・t．κ（x）be　a∂α国学ク〃cas～trableノ励励7∂ノ加τcノ侃〃

　　　　　　　　　∫ly，（x）ド（叶め轟く・。！　　　　　　　　　　．t

T／i6n　～ゲTCfC／s～tt

　　　　　　　　　姻柵㍉／≒「∫1＋∫二1］堪鐘面一ξ鵬鵡

　　　　　　　　　・・（・の「な∫1！蒙犀5（・一ξ離

　　　　　　　　　〆（2の：＝：11（・II）　十　／2（2の，

（these　functions　really　exist），　iZ　7ctl／／　be　sd／c：ii　l／ial

　　　　　　　　　t（’・　＋　e）　一　／（・・一・）一｛s（・・＋・）一・（’・・一・）｝∫ン（ξ）・一’・・”i・le

　　I．　Tlie　1｛’ourier　intes，ra／　and　ccvtain　of　its　applications，　Camb．　．Qg33），　pp．　T64－18s；

especially　Lemma　292　aiid　293・
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　　　　柵毒／二k・（ξ）・～ξ∫ンレξ）［撃二sin篶ξ）．｝一絶㍑・

　　　　Theorem　I3．　0〃齢6伽ψoげ〃63z3　Qゾ魏607・6〃1／1，がξ／f（ξ）belon．crs

to．乙1，

　　　　瞬∫〕9（・・＋・）一・（・・一・）一｛・（・・＋r）一・（・・一・）｝∫塗（ξ）・一三・一・・

　　　　Using’　these　the，or（）．i’ns，　we　shall　prove　the　two　following　tl｝eorems

w3｝icl’｝　are　analogous　to　“’X，　IB　：

　　　　Theorem　iN’．　f．．e／　f（．v）　be／onsr　to　veit．　Le／　ft”（x）　be　a　・77ic・asura．b／e

ノン〃2cl　io／1／eo〆τσ〃詫ゐ

　　　　　　　　　／Lr（x）　＝＝　O（　1　x　D，

αア1‘どノ「OPt　afay　6／e〃16アll〆ε製，

　　　　　　　　　撫、i、TSt4（x一ξ）継

　　　　　　　　　li・；iT．i±，：，　jilAl’．（x－8）f（6）ds’

6κ∂諺1〃βび0〃〃そレZレβX，ノft〃・！〃6〃〃0ノ’e

（・）　惣☆船飾）随枕2）t／・V〈。・・

T／icre

　　　　　　　　　・（殉一・圓「｛・（・・＋・）一s（・…）｝吻

　　　　　　　　　弓鞭並∫15（ξ〉喘∫ニダ（・e一ξ）

　　　　　　　　　　　　　　　・［s量讐一§量n碧デー］・r・・’X・／　v・

7e／lere． ｿ（～！），／（～∂a7’e’雄吻～認（ls／b～Zo7us：

　　　　　　　　　・（・の勲、並∫二ge（ξ）・一・鴻

　　　　　　　　　／（？t．）＝XICu）十1，，（・lt），

　　　　　　　　　ち＠トv／≒∫ン（・・’）ビ弩琵玉（／x，

　　　　　　　　　／t（・’）＝鱒，フ≒［∫1＋∫二1］8禦ギ轟

　　　　　　　　　姻勲，｝，∫二．・kr（x　一　＃）f（6）・d＄．

　　　　Thcorem　B’．0／z　l／ieあ1ψo∠〃63～3　qf　tlleorem。，・1’，《ノ

　　　　　　　　　薦、｝、∫躯κ（避く…



　　　　　　　　　　　　　A八1・te・n　a　Singttl・グ癬恕・・1　Eiluatibn　　　43

　　　　｝蛾∫＝！細一・（・・一・）一／・（・L＋・）一魍｝・α（・脚一α

　　　　We　shall　begin　with　the　follow沁9

　　　　Lcmma．・Lelψ（x）be　a〃・enS～tptab／eノを〃励一心淑σ砒〃

　　　　　　　　　　　，》∫l！ψ（粥．．　　．　　．

／3・∂0～〃ide・／2〃～／f・タ・〃～々1＞・7：．〃a　ilr（・7・Y，ノ・ea／〃～U7i　ber，　an（1くノ〆加

∠τθO　／ilノノllZS

　　　　　　　　　　勘、》∫1≠（kt）・・…，．

　　　　　　　　　　甑｝蜘肋

6廊〃。．・’ct／lcr，　l／ie／i　t7ie；3，t　aノ・e　6’（7～ia・・／．

　　　　1，et　1羅s　defiiユe

　　　　　　　　　　E＝・万’正（ψ≧o）＋E，・（ψ〈o），

　　　　　　　　　　ψ1（X）コψ（X）　　　ギorXε五」；　＝O　forAt．gEi，

　　　　　　　　　　ψ2（．x）　＝一ψ（x）　・fOr－xε，E，，；　　二〇　　　for、xE2箋．

Then　　、ve　are　　able　to　defille　the　integrals　of　ψ（x），　iψ（x）l　by　　the
　　　炉　　　　O

eqULat10nS、

　　　　　　　　　　∫1≠（肋一∫1望融一∫1チ伽・

　　　　　　　　　　∫1即1…x→1チ1（鋤＋∫1夢鋤・

　　　　No、v，　let　us　put

　　　　　　　　　・（z’）r渉∫1望（畝

　　　　　　　　　δ・・（T）r》∫1卿t・・x・

Cl（｝／　arly，δ（T），δ芝（T）　alld　δ2（7り　are　aH　positive　allc董boullded　uMiiforin｝y

ill　ク1　．1｛61｝ce　there　may（）x｛st　such　a　suitable　sequence　〈7；、｝　that

　　　　　　　　　δ、（勾↑α，

α　being　fillite．

　　　　S2nce　limδC7つ霜1hユ1δ（．T，，）exists，　foτthe　sequence　｛7；1｝

　　　　　　　　　　ノゥの　　　　　　れサの

　　　　　　　　　！融δ炸駿｛・・（T・・）一・（T・，）撫1・（谷）槻・（T・，）

may　exist．　However，　we’see　that　if　9（4X”）i≧o，　a　is　any　real　number，

and　i£

　　　　　　　　　！塒∫1卿副・
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then

　　　　　　　　　撫，》ll；セ（・）個5．

　　　　By　using　this　fact，　we　obtain’

　　　　　　　　　漉6モ，炸駄職調・ん・　　．

accordingtly

　　　　　　　　　瞳隆）唄腱、云臨・）血

　　　　From　the　hypothesis，　it　wi21　clearly　be　seen　that

　　　　　　　　　｝蛎∫1卿一二、》∫！二等（肋・　　t

　　　　Thus　we　have　completecl　the　proof　of　the　lemma．

　　　　Now．ill　the　seque1，　to　prove　theoyem　Aノ，　we．　shall　inヒroduce　a

fullctioll　Aノてん），　clefined　as　fo11Q、vs：

　　　　　　　　　Aノ（x）＝〆（vT）　．［1－fvl〈／1］；　＝＝9　［Ixl孟∠d］．

　　　　］Let　fi　tr（x）　be　defined　as

　　　　　　　　　K．＊（x）＝一！T．1〈（x），　［一〇〇，　oo］．　’

　　　　　　　　　　　　　　　　　2A

　　　　Then　it　is　ciear　tliat，　for　all　A，　K’AXi（x）　is　bounded，　and

　　　　　　　　　j　L”Sf．：k（x　一一　6）f（6）　d6　一一　一，　L｛　Si：　：／〈　（x　一　e）f（e）　（i6．

　　　　By　mec　ns　of　Schx・varz’s　inequality；

　　　　　　　　　［、セ∫1陣一ξy（ξ）吋，

　　　　　　　　　　　≦胃繹容、凱虚ξ）ド｛・＋（一ξ麻

　　　　　　　　　　　≦／l．．、毒≒・．鷺ド・～ξ、》∫＝恥ξ）ド（・・ξ2）・／6・

hox・yever，　on　accouBt　of　the　hypothesis　（2．　），

1錆∫1〕躯ξ）睡り・だ融、凱κ（ξ）IW）・・6く…

　　　　1＋lence　xve’　lnL　ve

　　　　　　　　　駕量∫二野一ξy（鋸≦…S…＋・6nS…

　　　　1－lere，　using一　the　previously　statecl　lemma，

　　1．　XViener，　Loc．　cit．，　p．　！5S一．Lemma　26i．
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　　　　　　　　　鷺∫＝窮（ゆ（ξ）雄織∫＝：lk（x一ξy（ξ）d9

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一蔓賄∫1∬（一ξy（ξ）d9・

　　　　Now　let　us　put

　　　　　　　　　掴弓∫llき（x一ξ聯

　　　　　　　　　　　　・（x）”・My．i，捻∫1斯ξy（ξ）慮

’lhen　for　any　．ftf　ik　every　finite　interxral　ancl　for　all　A，　．o（x，　A）　ex－

lsts　bouricledly，　and　moreover

　　　　　　　　　8（x）課1im8（x，ノの．

　　　　　　　　　　　　　　　A÷ec

By　seeing　of

　　　　　　　　　幽晦＝ダ（x一ξy（ξ）・／6

and　tak｛ngノ躍‘｛n　the　place　ofノぐof　theorem　A，　if　we　put　　　’

　　　　　　　　　4（一？1．，　．，t／1．）・，・　1｝／rce1／≒［∫；’＋∫＝），］準薯禰轟

　　　　　　　　　！2（・凶「／≒レ〈綱）‘窪1デ轟　　　　　．

　　　　　　　　　　1（7g，　ri）＝11（一？t，　／1）　十　！L，（7t．，　／1），

th念n

（3）　！（7t　＋e，　A）一1（2t’一　s，　A）

　　　　　　　　　　　　　　　一1鋤捻∫1∬（ξ）灌，場∫璽κ丁ξ）2s讐一轟

（　gD　1（？t・＋e，　A）一1（？，一e，　A）一｛s（u＋e）一s（7t－e）｝t．z　St｛t”（8）em”Ued8

　　　　　　　　　　　　　　　司潔、三、∫1タξ騰な∫聴一ξ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・〔s隅一sl撃f）｝一一ぬ

　　　’iNlow，　by　］Lebesg“ue’s　botmclecl　conv－ergctnce　theorem，

　　　　　　　　　惣∫18（綱）グ等デa！・・→1ρ）ダ皇；デぬ

　　　Let　us　consicler

　　　　　　　　　8＊（x，　A）篇一三・A）．〔同〉豆］；　＝o口κi≦］．’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x

　　　1’1“his　belon．o，．’s　to　．1］2（一〇〇，　oo）　；　．furtlnermore　if　we　1．）ut
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　　　　　　　　　　1imピ（x，　A）掬蚤（κ），

　　　　　　　　　　オナの
　　　　　　　　　　幽一。．M≦、］、』）’胴〉．、］．．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　κ

　　　　Since，　for　an　arbitritry　given　positive　quant玉宅yε，

　　　　　　　　　　∫ン（x，A）一鋼防≦ε2［∫ン∫コ等四

　　（5）　1．i．m8＊（x，A）＝8憩（x）．

　　　　　　　　　　メナの

　　　　Wh呈1・，　it　i・evid・・t　th・t，・・d・・tt．F…i・・t・1…f6rm，．　n・e・1・一・・1・一

vergence．類ay　be　i且vaτi昂nt・　T｝1erefore　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ

　　　　　　　　　　1測（7t．，A）一1鮎．な［∫1＋∫ll鯉霧㌦

　　　　Th“s　if　we　put

　　　　　　　　　　！t（の＝Li．m〆、（？・・、．の

　　　　　　　　　　　　　　　　ゑゆの

　　　　　　　　　　　　　　糎，．な［∫f＋∫二］噸傭船

　　　　　　　　　　〆，＠）司i搬！，（？．4，A）　　…　　．

　　　　　　　　　　　　　　　はナの

　　　　　　　　　　　　　　「メ蒙∫18（x）6窪1デ轟

then
　　　　　　　　　　〆＠）螺’＠）＋〆，＠）

．exlsts　a董most　everywhere．

　　　　R・・mRies・一Fi・he・thG・・em・nd（5），　we　are　able　t・蜘am⑱一

t－olユe　seq鷺ellce　｛∠㍍｝，　z1，し↑○○，　suciユ　ξh貧t　for　a蓋nosと　all　2’

　　　　　　　　　　〆、＠）rlim！、（？t，　A，、）．

　　　　　　　　　　　　　　　7t一＞OA

Consequently
　　　　　　　　　　linY（7らA；、）＝〆（〃）

　　　　　　　　　　をレジの

almost　everywh6rρ・　1［　1－om　（4），　　．　．　　　　　　　　　　　　　　．巾

　　　　　　　　　　・＠÷・）＋・）一｛・（7・f　十　e）」魍｝・（・ゆ

　　　　　　　　　　　　　　　　一撫，気∫壬寄（ξ）輪∫1曇八κ一ξ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・lsi～ε物．s　’警評］グ‘晦・．

1－lere　tlle　f登nction　α（？（）　is　by　de．finit｛on

　　　　　　　　　　・（噸，講！ξ騰　　Q・E・D・

　　　　LehユS　SL…PPose

痔
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　　　　　　　　　　瓢、1、∫1三ξκ（ξ）［dS〈…

　　　　Inasmuch　as

　　　　　　　　　　∫1塞甜（ξ障，講績ξ矯

、ve　can　take　agai11　ノぴ　in　the　Pla，ce　of　／if　o£　theore！31　B．

　　　　Thus　theoτem　B／foHows　clirectly　f薯lom　theorem　B．

　　　　No、v，　1et　us　PUt

　　　　　　　　　　くξ〈x）　＝＝　Xf（x’）．

Evidently！ω二λ∫（？のa！m・st　everyxvhere．　T．et・s（・！）be・f　lim｛ted　t・tal

variation・over（一〇〇，　Oo）．　1｛lo、vevGr，　since　aU　its　points　of　cliscontinu｛ty

are　at　lll　os｛二　｛nnuη、erably　illfinite，　if　、ve　call　these　points

　　　　　　　　　　マ！1，　”2，　2／3，　・・・・・・・…　　。。，　？！？D　　・。・・・・・・・…　　，

ぞrom　the　collcl．usion　o£theorgm　Bノ，

　　　　　　　　　　1ヨ1ユ2≒∫＝よ酬・）一卿一・）門・一・（〃聯’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ふ
　　　　　　　　　　　　　　　　＝　＝IS（〃，詩0）“S（？！n－O）ド1λ一α（〃，，）ド．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　，～聞1

　　　　Thus　we　have；

　　　　Theorem　C．　穴山z廊ノ・！／z　c　sa〃。／2，1．φo〆／tesrsρ／theorem　Bノ，がs（u），

姥ガn8d　frO〃Z．．fi（X），灘ρ／々妙〃’／cd！0／a／Z’aフ・～冷〆！汐ノ2　and／ias　t～う．詮‘0アZ！！レ！？107！S

ψ0！レZ！∫，and♂ノてん）sa・X！遼ガ‘：：1∫／〃6　S～レZ8～ila7・ノレ～！ビ8アα／Cク？～σ々汐〃

　　　　　　　　　　廊）一！蛎∫1ざ（一ξ）／（ξ）吟

！th6／1　7’X　S／io？t．lt／　be　！ク’2t8　！〃at　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　　　　　　　　囎、渉∫1μξ）　寒晒〒…∴…一・，・・…・…∵…・

似｝勧2βα∬～〃〃rct／　as！／ie　setげ認φ・！’nlsグ廊6・ク面Z縦γ．

　　　　thK，fxr　thanl〈s　are　clue　to

meRt　and　adv－ice　hav・e　been

thi．s　“，　ork．

1？rof．　T．　1，’fatsumoto，　w－hose　encouirage－

o’f　the．　“tmost　valtte　to　nie．　throug．hout

f


