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　　　　1．　Let疑s　suPpose　t1ユ乱tノてx）is　mea＄urεしb1．e　ancl　Qf　integrable　square

over．any　finite　range．　XVe　begln　xvith

　　　　Theorem　i．i．　Let

（・）　一参∫llノてx）1・’dx

be

D灘）総懸岬　
入r∂訪解αク1．abso／itte　consXant．

　　　　pro6f．　lf　wg　put　g（x）　＝S：lf（1）］“’dl，　w・e　have　g（o）＝o　a．ncl　g’（x）＝l

lf（x）12　almost　eve．rywhere．　1－lence　by　inte．o．．’rating’　by　parts

∫：囲ブ（・’）臨一∫ンー・・x・・（肋

　　　　　　　　　　　　一睡司1＋2ε∫1グ2・・卿

　　　　　　　　　　　　畷1　7－1魎隔2ε∫き・　艦∫1睡）ドdl｝

　　　　　　　　　　　　≦｛Te－ilSi’　＋　2ε∫：屍・瓶㍑｝1隈募・T一’・∫11照）ドd・

　　　　　　　　　　　　≦｛π噸2ε幽｝κ

Let　T一一＞oo．　Then　we　obtain　the　conclusion．　Q．E．　D．

　　　　From　theore．m　i．i　xve　have

　　　　Theorem　i．2．　f．，ol

（2）　．　¢oT（A’）＝”一‘O”　［xX．　〉．　o］；　＝g：”　［x〈o］．

lf

（、）　、参∫ン（漁

is　bo7〃zded　unifo7’77i・イ」’カz　7；！／i“nノ加a・8！セ卿zφ・ψ麗ク77〃〃1・・c7’ε

　　　　　　　　　ノて．T）φσ，（x）6五2

・τ剛（一・。，。。）7t・〃のフ’ク〃る．ワン！σ，τs？td／・αsσ，τ≧ε．



．so　Tunex6　Sdto”
　　　　’lf’　we　use　tl｝e　Schwarz　inequalitSr，．

　　　　　　　　　　　∫趣幽≦∫1師÷…÷㌦

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・≦｛∫1【ル）i・・一・翫∫1・一・物P

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝ゲ÷｛∫11ル）1’・e”一〇X（／x｝’1’〈κ♂睾・

　　　　Thus　xve　have　proved：
　　　　Theorem　i．3．　（fndev；　l／ic　／i．yPolliesilg　qf　theoreni　i．｛，　7e．，e　ca・n　con－

cliule　l／ial　fo・r　a　．o？）c？e7z　PosiZittye　’7i？／・7nbe7’　E

　　　　　　　　　　ノてx）”一6xε」乙t

oft．，er　（o，　oo）　7t・niJ7‘lor7n／y　i7z　s2tc／i　ff　as　ffke．

　　　　NTow　since　the　iRteg．　ral　 　．i

　　　　　　　　　　嗣一（・πド∫無・・＋・・翫

converges　absolutely　and　unifermly　over　the　rang．’e　o〈e．〈，．cr，　thus　by　a

xvell　1〈tioxvn　theorem　from　the　theory　of　functions　of　a　comp｛ex　variable，

ノ7（σ，〆）＝＝ノ7（σ十〃）　will　凌）e　aLR　anal＝｝rtic　flユr匡ction　of　σ一十zZ　over　the　i韮lterior

o’f　’the　ri．o，“ht　half－plane　o〈cr〈oo．　ffur＃hermore　xxTe　fincl　［hat

　　　　　　　　　　六めビα，F〈ff＋の

are　．IFourier　trang．　forms．　Therefore　by　1？lancherel’s　theorem　xv－e　have

　　　　　　　　　　∫ユ聯徽一∫1陶1・’・触・　．

　　　　XVe　have　thus　proved：

　　　　Theoreni　i．4．　Oi　n（／er　1／tc　／i，yPp！／2esilr　qf　theorein　i．i，　1／ie　．Z；ro7“ri“7）

X・ranlgfoノ’ク〃

（・）脚）一（・π）一÷∫施）e一’・・＋・・t）ndx．

噸〃es　aノ〉〃ノ。！ibn　F（σ＋のa〃凶・薦・7．le7’！〃8塵〃加が卿〃。・cr＞・，　a7～〆

（・）　∫＝⊥F圃喝1【派κル鰯・

催0〃ル綬y，ノ汐フ・a〃？60Sl’！ノセ・C”・7a　／2／rsσ≧ε＞O，

　　　　　　　　　　距・＋・脚

ノk　bo？tnd穿d．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t．．

　　　　2．　lf　we　put

　　　　　　　　　　L（σ）二八髭しxlノ；てσ・十ガ）1

　　　　　　　　　　　　　　　、o護μドos

a・・1田． ^u・（・）一（・・）博∫IL聯噺

then　L（cr）．”＝．：，．f．＊（cr）．　］1．et　us　aiotice　that　L＊（cr）　’is　clecreasing　and　’tends
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to　zerO　aSσ→OO．． eor，　fOr．any　two　ikumberS　ai　ancl　aL｝　suCh　aS　at〈σ・，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　セ
．乙＊（σ夏）〉．乙零（σL））；and　for　a　fixed　1）ositive　number　ore≧ε＞o

　　　　　　　　　　∫1胸レ…伽ゴ∫ll酬・嘘＋…癩

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦｛∫二胸1轡論調・（・「・・鎌髭

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　斗（・…）｝7蚤｛∫1胸1・・一・畷告

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝・・1・S七｛・（CT’　一　O“o）｝一登・’

Hence五＊（σ）→・asσ→．。・，　alS・五（σ）ら・．

　　　　On　the　Qther　hai｝d，　it至s　known　that、乙（σ）is　a　convex．func亡ion　of

σ，and　lo9」乙（σ）is　alsot．　Consequently　e詫her　o£the　Iimits

　　　　　　　　　　I至m五（σ）r伽ノ6・ri．T77fini’！c

　　　　　　　　　　σ→・十⑪

eXlsts．

　　　　Next　ihve　put　　　　　　　　　　　　．，

　　　　　　　　　7（・）一∫y（・＋の肱・4・〉・・己

、ve　can　easily　prove　that　the　fullction　log　2てσ）．｛s　a　convex　funct玉oll　of

σ，2 ≠獅п@1（σ）is　decreasing　steadily　to　o　as　in　Z⊃（σ）；moreo、・er　either　of

tlユ（｝　limit＄

　　　　　　　　　1im　1（σ・）＝＝ノfni’／e　or　2レる脅〃Ze．

　　　　　　　　　σウ→・O

　　　　N・wfr・mthec・nvexi亡y・fi・gKd），
　　　　　　　　　ノ（σ）蕪｛Kα）｝（i一σ）〆（｛一ct）｛1（β）｝（σ階の！（1－ct），

xvhere　Qく1ε≦α〈σ〈β．　＼天7e　shall　give　a　bri．ef　ProQf　fo1’t！．lese　results．　Let

　　　　　　　　　fx（・）→11聯編

，h。。　by＿s。£・／窪 Cム（。）〉。，　f、（。）．i、　a。、）1、v。。　f。。e・1。。。f。f。1「

　　　　　　　　　　　　　　　　　面コ

every　finiteλ．．　But　for　any　two　iiunnbersλ！，λ，　such　asλ’〉λ

　　　　　　　　　／・t（・）一／・．（・）イ陶1ビ・・物

　　　　　　　　　畠　≦∫拠）ド・一伽［・〈・≦・｝

　　　　Froln　（5），ノ：1（σ）converges　to　ノ（σ）　uniformiy　i11　σ（註ε）　asλ→◎o、

Thu・■（のwill　b・・c・・：・vex£un・t1…fσ．　F・・the・m・・e　by　th・．・・me．

　　i．　G．　Doet＄ch，　（Jeber　clie　ol）ere　Grenze　des　nl）soluteti　Betrages　einer　analydschen　II’iinktion

atif　Gevadeii，　1・lath．　Zeitscht“ift，　Bcl．　8，　ig20，　pp．　：37・一：　t｝O．

　　2．1柵dy，　ln91ユam　nnd　Polyこ㍉Tlleore：1｝s　conCemi119　meall　valaes。f　a副ytiC　fし重llCtiOllS，

Proc．　ol”　tlie　R．oyal　Soc．，　A，　vol．　113　（i92・　7），　Pp・　S42一・569・’
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・・gUm・・t・・i・th・・・…£L（の，　W・．…sh・W　tl・・tノ（・）ら・曽ithσ→・Q．

Now　even　if　we　replace　ectei’f（x）　with　f（x）　of　（i），　tlie　s．ame　reasoning’

is　still　varicl　ancl　we　can　conciude　tlte　convexity　of　ect”f（a）　for　arbitrary

values　of　a．i

　　　　Thus　we　shall’　have

　　　　Theorein　2．i．　．ZLet

　　　　　　　　　　L（・）醜翻ア（・＋〃）i副考の一∫ン・瑚肱

クZ16フ1．乙（σ），1（σ）decフ’easb∫！eadi’lj／IOε8プ0ごrs・σ→◎○　ごZク2d　IO9．乙（σ），　Iog　1（σ）

aフ’eco7〃ご：wノ”i〃z4！伽3げσ．．

　　　　In　tlie　sequel　we　sliall　investigic　te　the　relations　anion．g．”orclers　in

T　ancl　cr　of

　　　　∫lk勾Pぬ／：囲薙）ド改f一・（a“）｝．」（σ）・

If　we　noxv　assume

（6）　Si’　lf（」v）　IL’（／x＝　o（　Tp），

蜘by　p・tt・・g．・（x）一∫liル）臨

　　　　∫1劉細網》…’（・）al・

　　　　　　　　　　　　　　　　｛聯）］阿1・…・卿

　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　o（　Tt’““p）　÷　o（Sl”　v’2“一“’“pal．x’）　．

　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝0（T：’D＋p）→一〇（：r蜘）

　　　　　　　　　　　　　　　　＝　0（　Z’：’di＋p）．

　　　　　　　　　　ノ（σト∫1ル）i・crR・物

　　　　　　　　　　　　　一ト・刺1÷・tr∫i”一・・綱廊

　　　　　　　　　　　　　＝＝6（・・∫卜・6触＞

1－lowever，　as　wi｝1　be　seen，

　　　　　　　　　　・・∫詳・・　鯛・・）一・r（・＋・）・

therefore’
?ｖｅ’

@have　．1（cr）　＝　0（ff一”P）　as　a．o；

　　　　By　the　Schwarz　inequali．ty，　xve　have

　　1．　1’．　）ivlontel，　Sur　］es　fonetions　convexes　et　］es，fonctions　sotisharinoniqties，　｝orclan　Jour．

cle　1・［ath．　piire　et　ar）pi．　ix，　（1928），　ppi　32－33・’
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　　　　　　　　　　L・（・）≦！（塞）｛∫診一略㌧！（塞）σ騙畳・

　　　　1－lence　L＊’　（ff）　：O（ff－P一”’」）’）　as　a一）o．　Thus　we　have　proved：

　　　　Theorem　2．2．　Lef

　　　　　　　　　　／ilf（　v）　IL’，／．　＝＝　o（　Tp）．

　7ン26／1　τc己16　7ia泥ノ6

　　　　　　　　　　∫：姻薙）臨凱。（・’■・“＋p）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1（a）＝　0（amP），　．　t，

　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ⊃＊（σ）　：0（σ一脅一垂）．

　　　　Now　let　“s　consi（1er　a　specific　case：

Let　f（s）　be　regular　for　（z，〈，．．，a’．〈．．．i？　and　0（e・e’）　as　IL＞oo　for　ev・ery　positive

s，　1．ct

　　　　　　　　　　∫i’し〆てα＋1’／）ドご・肇＝o（7’・・）・　∫1’iノてβ別丁）1・（l／＝＝o（Tb）

as’@T一＞oo，　where　o〈（x〈／／／，al’be　i，　b一〉一i．　Then　xve　can　prove　that

　　　　　　　　　　　　Sgef（a　＋　il）　IL’tll　一一．　0｛Tra（，3－o）＋de一　ct）3／（fi　一一a）｝．

ILIow・ever　lilardy，　lngham　and　Polyai　provecl　that．tlie　order　in　T　of

　　　　　　　　　　歩∫：晦獺

is　a　convex　ft“．iction　o£　o’，　isut　their　method　is　ratiier　compticated．

Recently　Titchmarsh’2　g’ives　a　sinipie　proof　for　the　case　P＝＝2．　｝lere

we　give　a　more　simple　proof　ancl　obtain　an　anaiogous　result　to　this

theorem．

　　　　Let

　　　　　　　　　　．F，（G＋tZ）＝：ei”（O“i’‘）f（c＋i・Z）＝：ei”Sf（s），　T＞o．

The貸ノ零1（σ十〃）wiH　be　regular．　over亡he　interior　of　tl｝e　striやα≦σ≦〆ヨ，

and　belonss　to　LL，（一一　oo，　oo）　for　cr＝＝　a，　i3　by　theorem　2．2．　Furthermore

　　　　　　　　　　Sl）［　一P；n（a　＋　iZ）IL’（／l’　＝　0（2z7S，Oeafae－ent，／afl）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：　0｛（2v）一”（a　十　i　）r（a）｝

for　every　positive　lf．　9uite　siniilarly

　　　　　　　　　∫11君、（β÷の1脚｛（・η）一丁（・＋⇒｝・

　　1．　工）roc．　Royal　Soc。（A），　B　3（lg26），　PP．542－569；9uart．」．　of　A工ath．（Oxford），8（正937），

pp．　25s－266．

　　2・　．　．A　convexity　theorem，　1．　of　thc　London　iX’rath．　Soc．，　Vol．　’i3，　Part　3　（ig38），　pp．　lg6－ig7．
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　　　　　By　the　order－cohdition　xxrhere　1．oo，　£or’　all　／・posltive　vcilues　rpii：1e

and　for　every　positive　E，　we　have’

　　　　　　　　　　　レ1（σ÷iZ）1＝　e一一ntレごくa十露）1二・0（グ（η『§）’）く。。．

　　　　　NVhile，　about　such　a　ftinction　as　．tXl，（s）　Paleyt　．obtainecl　the　following

　theorenユ　：　　　　己．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．ぺ

　　　　∫（σ＋〃）励〃s・s　・z〃・・f・f・・〃〃！・L、（一〇〇，　oo）卿〆α≦σ≦β，acco7・（／一’

傭々∠伽鍔諮！S（」ノ〃蜘〃’ab／e　．／zt．nc／io・・部κ），　S2tc／i　l／i・al

　　　　　　　　　　　∫1よ幽趣¢甑・・嘆よ島1（・・U）・12etli　‘（1．ci；tく・・l

a．・nt／1　l／ial　07，ie’一7）　l／ic　cZose．tl　i：ntev’”d（v／　aE：illi　aiS．；t3，　・’　．

　　　　　　　　　　Fn圃柵・（・π）一蚤∫卸（・凶の（…1．

　　　　IBy　using一　1）arseval’s　formula　xve　obtain

　　　　　　　　　　∫ll　・E，，（・＋淑一∫＝！・，（・）1・・2・伽

Thus　by　the　same　arg’tfunent　as　in　the　proof　of．　the’Tlieorem　2．1，　if

wep砿
　　　　　　　　　　fn（・）一∫魅（けの牌・

Nve．　ipay　gonclude　thEt　ln（a）　and　log　in（la）　are　together　convex　functions

of　g；　and　moteover　H61der’s　inequality
　　　　　　　　　　fn（a）＄〈ln（a）｝（P－e）／（3－a）〈fn（te＞｝（e－ct）／（3－ct）

xviil　hold．　On　ehe　other　side　xve　liave　already

　　　　　　　　　　．27，（a）＝0（（2se）一”），　1，（B）＝：0（（2v）一b）．

Therefore　by　cbmbininf．r　thls　wi’th　the　above　stated　ineclua！it’ 凵C．

　　　　　　　　　　ln（a），．，　o（（ww｛；一．）“［gP”g）t（P－ct）3’＋bg（o－ct）／（p一一ct）3），　．　．　一

where　T／）一e　and　e　are　ari）itrarily　chosei．t　to　be　positive．　，

Ai・・．耐藷棚・＋・癩≧∫‡蹄（・tit）ド‘・t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧・一・∫重1∫（・＋・徽

1畑ce，　puむtingη課2／T，　w曲ave

　　　　　　　　　　∫二、y圃i・’・1…　・（T・・…一・・緬・1（β一・・）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．
　　　　If　we　replace　T　by　一LT，　一！一Z，　．．．．．．．ancl　add　them，　then　the　result

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　4

foUows．　Thus　we　have　proved：

i．　Fourier　［［’ransforms　i　n　tlie　complex　diomain，　Amer．　Collog．　〈i934．）　pp．　3一一x4．

2．・lt　is　noticed・　that　17（cr＋it）　belongs　uniformly’　in　cr　to　L2，0ver　t　（O，　oo．）　£or　ctl：1．；if｛1’IS．

メ
．



Divergent　Series　and　Special　Applications　of　Tauberian　Theorems　s　s

　　　　The・rem　2．3．　Letノ〈σ＋露）68ア68～tla・r・”uer　g／ie認6吻7げthe

5・／ri）α≦σ≦βa・nd　O（eEつas　t→◎○ノeor　eveny’Pos彦んψ6ε．　，Le／

　　　　　　　　　　∫lll〆圃【卿（乃・∫二1〆（綱1御（Tb）

as　T一＞Do，　7c，here　o．〈．．　a〈i？，　a一〉＝i，　b－i．　Tlien　t／ie　ort／cr　z’n　T　of

∫1レ圃脚
　　　　　　　　　　0（　2．rC”（fi一一〇）＋b（o－ct）」K3一・a））　；

a／lt／be’Siを／es〆〃6　a．アia．／）．ノ！Xd．ノン耀6々汐〃〆（S）却（：，ゆ潔∬ed～リノ

（7）　∫（の瓢鞠｛。郭．．秀轄竺li）一一t／；y一思＝．．薯標4ア｝・

τe，　／i　6’ノ・t，：　　　ノ’；i（s＞　＝＝　di’i’：f’（の．

　　　　Tlne　e．xpressi．ci｝n　（7）　naay　be　obtai．nect　as　follows：　t’roni　thc　saine

arg’uiiient　tkat　1）alcy　useclt　in　his　booi〈

　　　　　　　　　　F・（のら≒∫1．．㌍駐雲か、≒∫1．．弓鶉望ψ

is　derived　directiy，　there　let　’o一＞o，　then　the　expression　（7）　fo11oNv・s．

　　　　Now　ln　view　of　the’abOve　process　of　proof　of　theorem　2．3　we　see

that　the　order－condition　0（ee‘）　ttis　1一一一＞oo　is　not　akvays　essential　for　the

・conciusion　of　the　theorem．　lrlence　again　from　Paiey’＄　arLg’tmient　xve

have　the　followiRg　・theorem　of　the　Phragmen一．Linde16f　type　：

　　　　Theorem　2．斗．．E”denそノ拶6　ta・lee　l／i・e　oプ‘～ie／一co／zo膨ル7∂0（eef）つ，ρ〈α＋β，

of　f（a十z．Z）　as　t一一＞oo　liisteatl・　of　0（eE’）　z；n　theorem　2．3，　iZ　”ccrl／／　be　t・rzte．

　　　　3．　Tke　present　section　and　szicceedlng　sections　wil！　be　derroted

to　tlie　application　o£　Tauberlan　theoremsL’　to　the　discussion　about　the

limit　o£　f（a）　as　a一．o．　To　see　this，　wd　sha11　begin　with

　　　　Theorem　3．1．　〃φ（x）l19ア～01〃z68π〆♂露．／加。≦xくOQ，　a〃t／♂ン！〆687rσ∂あ

oz，er　a72，y　f／ni．Ze　2’nXcrz，a／，　Xhern　7．ve　／iaz，e

｛8）’．二歩∫1φ（Ae）・加1畿死／｝％（・・）t／x

i’氏@t／ie　sense　t／idt　if　ei；X／ier，　st’h（e　of　（8．）　exils－ls，　／lke　o／lter　si？le　ek’i3ts　antl

ass2t－7nes　l！ie　sa，一me　”ua／ud．

　　　　］Let　us　now　put

（f／．’）　a＝e’一n；　．x＝e’t，　X＝＝en；　¢（．x’）＝　¢（eE）＝idi（e）．

The　expression

（・）勘÷∫：φ（鋤

beconies

1．　Loc．　cit．　p．　9・ 2．　N．　XV・iene｝’，　［［Lhe　Fourier　integral，　Camb・　（1933），’Ppny　73一一7S・
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（gt）　一　kn．，　S1　6di一“　（n　一g）gr　（g）　ds；

ailcl　the　expression

（16）　　　1畿・∫藷…φ（肋

　becomes

（1・・）． L∫㌃嚇一一・噸鱗

　　　　　1／llcnce　in　orcler　to　establi，sh　theorenit　3．i’，　it　is　siifflicient　to　’sltow

tliat　the　txvo　propositions

（・1）聡∫＝が（η一ξ）炸・・∫1寮（ξ締

and

（・2）腱∫率（・一ξ）・即くξ）一・藤（ξ）・・e．

are　equivalent，　where
　　　　　　　　　　　瓦（ξ）＝＝O　　（一〇Q〈ξ〈Q）；　　瓦（ξつ＝こe’一9　（O〈ξくOC）

and　　　　　K，（ξ）コ6拷6－8鱒　　（一〇Q〈ξく○○），

aiid

（i3）　’　sr（e）　：S”gf（＃）d4・

　　　　By　a　simiiar　method　to　the　bne　NViener　used　in’his　book，　e．specialiy

in　sg　：o，　equivalence　between　（ii）　and　（i2）　will　be　estafblished．

　　　　In　the　se（ltte歪，　foτ　ノ（（ア）．．defi貧ed　i1ユ　the　sec亡io13　2　we　sha王至give　a

fullctioll－btheolietic　meallillg’．

　　　　By　using　¢（．x）　」n　above　theorem　3．i，　we　define

〈14）　G圃一∫箔（・）グ・・＋ξりxdx・

and　G（a）　＝S，oo¢．　（x）e－e”dx．

　　　　Since　G（a）’　holds　the　same．property　witli　／（a），　G（cr　一F　zl’．）　is　analytic

in　the　interigr　o£　the　right　half一一plaRe　／e（s）＞o．　1）articuiarily，　i£　G（ff）　is

boundeclly　cokvergeiit　to　som’e　．finite　limit　as　a一＞o，　theii　（」r（s），　S＝：a＋iZ，

ls　analytically　continuable　on　to　the　lmasrini．　ry　axls　A）（s）＝＝o，　and　there

are　no　singuJarities．　13zit　in　general，　from　theorem　：．2，

　　　　　　　　　　　G（a）＝＝O〈a一’）　i．　e．　lini　aG（cr）　i＝finite　；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ今十G　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　辱

in　otlaer　worcls，　iJi‘’　（］（a十z’t）　ib　ass？・tm．bar　to　be　tuia／J，／i’ca／4y’　conti’7・zztab／e

O71　tloノぞ（∫）＝O，　aアzd　l／i　e7・6ノレ・t］6〆ラ・0〃13ZレZ8～6如ノ・露躍8，　ex　c6Pガ　for　S　＝O，！／i　e／l

t／ie’　P・〃Fbτe〃∂ゆ・∬競α鋤廊φ・／eτσ露〃プzレゆσ／卿∠／！／s．

A，｛oreover　it　will　be　also　sGen　that　if　¢（x’）　satisfies　the　more　geReral

orcier齢colld圭tio貧己suc1ユas
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　　　　　　　　　　SgO（x）c／．x一＝o（xp），　．　・　．

then　by　theorem　2．2　lkn　d’G（a）＝＝ap．i
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　u一｝　＋9

　　　　Let　61（σ十1；t）b6’1’e’．gr～4島〆0／1／～（S）＝O，　e．yceP／ノ加0；♪0～診のS　Oノ・‘～念ノ♪

a・／　／ke　ori．3cri＞i　s＝o．　Tlicii　iZ　slkou／al　be　・iiecessar），　p　＝　P，　a7itg　！ims’I　G（s）＝a．．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δナo
I‘”or，　ff7’　G（ff）　＝＝　aP　me　｛’　aP　G（　cr）．

　　　　C。Rseqt；ently∠〃6　Pノ’・ンiCi）a／　Pα〃of　6（s）〃僻∂6τc，〃Z／eノ・zレ〃〃6．

ノ’o　！／o　rCJ　ln　sr／eoプ〃∂：

　　　　　　　　　　　II’！1Lr　十be’f，h；　十．．．．．．．．．十nell！！，nv一．
（i5）

　　　　　　　　　　　sp　s）’一王　　　　　s

　　　　Notv　take　tlie　s｛mple　case　x．vhere　p＝P　：i．

1’．．et

（i　6）　G（s）一　x’1　／s　＝＝　．ofs）

be　regular　on　the　iinaginary　axls　R（s）　：o．　［1’hen

　　　　　　　　　　認勲。σ・（・礁・∫瀞（x）e一・・alx・

　　　　Iffence　in　vlew　o£　（8）　we　have．

　　　　Theorem　3．3．　乙碗濡〆／i；vPot／ieses　4／tlユeorem　3．1，産lke／l；Vl多Z（ヅ

　　　　　　　　　　漉参∫1φ（肋

z3　eaua／　／o　the’　Tesz’tzlue　of　G（s）　a／　s　：o，　Proz，z’ale’t／　G（s）．i3　．ozPuen　by　（i4）

ana／　（i6）．

　　　　4．　NVe　shali　noxv　proceed　to　discuss　the　pyececling　in＃egral　fortnulae

in　their　Stieltjes’　f．orm．

　　　　1“et　a（x）　be　definecl　over　（o，　oo）　a．　nd　a　monotoile　inc’reasing　func－

tion．　ancl　let
　　　’

（1・）　∫弛（の一・（x・）（・≧・），

as　．fv－oo．　1－／［ere　iet　us　assuine　that　a（＋o）＝＝oL’．

　　　　Then　i£　we　integrate　by　parts，

　　　　　　　　　　∫診…幽一レ…・ω／。’［・∫♪…轍！．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　”　0（crjeece　““　OXxp（ix）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ。（σ一り　（σ→＋・）．

　　　　Now　if　we　put

・・U・1es・
B糟歩、∬・（・瞬・i・he・…，・h・・1・l　n・・・・・・…he1・ce　we・・s・me　lle・e

α井。．　2．We　notice　that　this　asstnnption　is　of　llo　esselユtial　restriction，
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（・8）f（s）一∫藷一醐，

where　s＝＝a＋iti，．f（s）　will　be　an　analytic　ftmction　of　s　for　IN’（s）llle’＞o，

on　accotmt　of　the　absolute　and　unifoTm　converg“ence　of　the　integral

o’f　the　second　member　ln　（i8）．　Tkus　we　obtain

　　　　Theorem　4．i．　’CfncleT　llie　h．vPotliesz3　of　（i7），　zlT　all：s＞o，　ic　beinsr

a・ノ・bitノ・arilyμψ6クz，

　　　　　　　　　　f（・）一∫藷一興　 ”

60アZ汐6アμ．∫abso12i16／」ノan冨24彫7．」／loグ〃みうノ，　a・nノ

（王9）　　　　　　ノ（σ）＝0（σ一P），　　　σ→一ト。．

　　　　Fitv’l／ie7・〃2・・reケ’ノω，伽z認の！〃6吻ノ・6∫3珈z（王8）趣齪助・盈幽・

60アili：iiztable　O71　to！”6’3労3σ8Zカσ7っノa5じiぎ，／lie7i　lli　e　O〃4レZ　5‘＝＝O　b6co〃Z6S（vl

〃lost　an富0～b！6躍6∬6アZ々揺Z　3ZレZ8～‘面7少0♂レZ！．　．ZTspecla／／Jノ，　ZノノてS）kas　a　Pole

q／ordeプ2うal　S＝＝O，疏6アZ露．7crl’l／b6クZ6Ch6ssa7Pノガ〃姥／ρ＝＝P．

　　　　For　the　simple　case　when　p＝＝i，　tliere　may　exist　the　following

theorem　：

　　　　Theorem　4．2．　。乙6∠　α（X）∂6／503露虎’6　αノz‘♂lficク・eas・ルz8・ノわ〆。〈X〈○○．

Tlien

（・・）． 禔D．αG〉親・∫｝…da（三

献th6　se7zse！〃磁が6tZlie7　slde　q／（20）6Xi’s／S，踊60魏6〆Side　6膨諺ぶan（／

assz・emes　Xrke　sa・vie　evualue．

　　　　To　prove　this，　let　us　use　the　transforniation　（　T）．　一Moreover　if　we　put

　　　　　　　　　　・（ξ）一（の・一・＋∫：〆・（・りd・・

　　　　　　　　　ζあ’（ξ）二・6㎜竃ぬ（6つ，　　’

tlken　the　expression　（：　o）　may　be　written

（・・’）糠∫1弄（仁ξ）dr（ξ）一1弊∫簗（仁ξ購

、vhere　　　　　瓦（ξ）＝＝O　　（一〇〇〈ξ〈0）；　　　κ（ξ）二二e帽葦　　（0＜ξくOO），

　　　　　　　　　　斑（ξ）＝e－U；e－e　gi　　（一二〇〇くξ〈○○）・

　　　　NQw　if　either　side　of（20ノ）exi5ts，　it．follows　easily　that

　　　　　　　　　　1鵯・・∫1＋海（ξ）．　　　　　　’

is　bptmded　for　tke　re．ason　tkat　r（g“）　ls　monotoBe　increaslng．・

　　　　The］refore　the　g’eneral　1－auberian　theorem　may　be　applied　to　the

proof　for　equality　of　（20ノ），　quite　like墨y　＆s　that　of　（8）　in　theorem　　3」。

Tkus　we　are　able　to　establish　our　present　theorem．

　　　　2？6〃zσクた．　If　we　put
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　　　　　　　　　　　五（σ）騙∫ンー馳（x）　　・

f6r　any　fini＃e　x　and　for　every　ai－lre＞o，　it　will　be　seen　that　the　positive

　function　of　cr，　fx（a），　tends　to　zero　as　a一一．oo　apd　is　a　convex　function；

　therefore　the　limit

　　　　　　　　　　　IimノΣ（σ）＝ノ（σ）

　　　　　　　　　　　λやco　　　　　　　’

　is　also　＆convex　f疑ncdon　ofσand　bes｛desノてσ）→o　・、vith　σ→Oo．

　　　　　1－leAce　we　ccan　coiaclude　tha’t

　　　　　　　　　　　limf（a）＝finite，　or　infinite．

　　　　　　　　　　σ→噂O

　　　　　Now　in　tlie　sequei　we　are　able　to　generalize　theorcm　4．2　as　follows　：

　　　　　Theoτem　4．3．　Let　α（x）be　O〆／i＞7iiZet／zノσプ滋ん加z　o”uer　r潔リノノCinzZe

ノ・an・greσμ♂／etα＋（X），α陶（X）be擁6φ03〃ゐ64／Z〆X／1（」ノ砥9π々ψ∂”da．ri’atibns

of　a（x）　o”uept　（o，　x）．　SztPLPose　tkat　eiZher　of　t／ie　orcler－contliZlofis

　　　　　　　　　　　（x“（x）　＝　0（x）　or　a一（x）　＝　0（x）

as　x一一“，oo　be　sati’sL7fdal．　T／ien

（…）撫αメj聯・∫｝…諏）

々Z擁6seηse踊αガグeeZ／iept　3β磁q〆（2q）8魏諺3，　t／i　e　O魏6／35ン～b　exis∠S　and

a3S26〃16S　～lk6　saクノ16　“ua／ite．

1）roof．　Let　formally

　　　　　　　　　　∫（σ）＝＝∫｝「σ渇幽（x）・

　　　　　　　　　〆・（・）一∫診一・顧窮一（・）一∫藷…姻・

］’．．et　us　assume　that　the　integral

　　　　　　　　　　S，ooe－O”ala（x）　．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　郵
converges　absolutely　for　o〈cr〈S，　ancl　besides　the　limit

（・）！瓢・∫藷一・Xn…（胴（・1…磁・幡・a・・）

exists．　’　．
　　　　：LNrow　i£　either　of　the　order一一condltions　when　x一＞oo　ls　satisfied，　eithli）r

of　these　two　integrals

　　　　　　　　　　∫藷一咽κ）・・∫三一疎）　　　・

m．ay　converge　absolutely　fot’　o〈ff〈i．　Tkus　it　may　5e　written　that

　　　　　　　　　　f（a）　＝＝f“（a）　一f一（a）．

　　　　FOr　the　present　case，　conveniently，　let　us　suppose

　　　　　　　　　　a“（x）　＝　0（x）．

．Thek　it　will　be　seen　that　for　any　va！ue　xo

‘
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　　　　　　　　　　一・†1懸・α÷皇）≦・∫膨”w（一・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1；EllimsupW’“（X）＋st，　・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v，：mflx　V

where　E，　et一一〉＋o　xvlth　cr一〉＋o．　r／rha＃　ls，　af“（cr）　remains　finite　as　a　tencls

to　十〇．　1－lence

　　　　　　　　　酬影・蹄）r無げ隔（・）　　．・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦1im・ヅ＋（σ）司量1n・ヅ（σ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6一〉　＋o　fiJ　；：tFio

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　lim　of“（a）一，A．　，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σや十〇

　　　　llSTow　iiiasnivich　as

　　　　　’　（Z（x）＝（1＋〈x）　一一一　（1一（X）

　　　　　　　　da（，x）　＝　：　da　“（x）　一　da一（x）　，　．

圭fwe　put吻（ξ）＝＝en””da（の

　　　　　　　　　　　　　二＝　dr．“（ξ）一み扁（ξ），

　　　　　　　　dr＋（ξ）＝＝e口葦面＋（6つ，　　ol＞’襯（ξ）＝＝6偏摯畝z囲（e”L），

then　by　using　the　saLme　kernelsノ這（ξ），ノ巡（ξ）as沁the　proof　of　theorem　42，

　　　　　　　　　・f（・）一∫1訴（・一鋤（ξ）・

　　　　　　　　・f・（・）一∫蒸（・一ξ剛ξ），

　　　　　　　　げ一（・）一∫1．．K・，（・一ξ剛ξ）・

Therefore

　　　　　　　　　胆魂（幽・（ξ）翻：＋瓦（・一ξ剛ξ）　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧遷竪ω羅∫：＋br・（ξ）・

Thus　we　sec　that　for一〇〇〈ηくOo

　　　　　　　　　　n十1　　　　　　　　　　jl
　　　　　　　　　　　　alr“（O

is　・bounclerk．　9nite　simllarly

　　　　　　　　　　n十1　　　　　　　　　　／1
　　　　　　　　　　　　dr一（8）

2s　also　bounded．　1－lence

　　　　　　　　　　悔ξ）l

is　botmded　for　一〇〇〈v〈CX）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　尋　　　　In　the　・sequel，　we　assume

　　　　　　　　　limva’（X）＝A

　　　　　　　　　　x一・〉　oo　JU
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insteacl　of　（＊）．　1－loxvevecr

　　　　　　　　　　iff／Ili－t2’！：S，II2．一’（’‘t’）：；iilff／IlmW’“（‘V’）一li．W’（A：）

　　　　　　　　　　露→【OQ　　　　　x　　　　　　　　x→レQ¢　　　　∬　　　　　　　　：じ一＞QQ　　　x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：il／lllinva’“（X）一A，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x“ea　A”

a・d @α穿）一∫1野（η一ξ陥

　　　　　　　　　　　α＋夢）一レ（仁ξ）・・r＋（ξ）一

　　　　　　　　　　　！Z’IY（．”）＝：／ee．／y一，（v－e）dy一（6）．

　　　　Here　if　we　repeat　thd　same　argunient　as　abovc，　w・e　may　also　obtain

that
　　　　　　　　　　　「十三　　　　　　　　　　s
　　　　　　　　　　　　　レlr（ξ）l

　　　　　　　　　　　n’

is　b・uncled　for一。。〈η〈○。・　　、

　　　　ThuS　by　the　Taiiberian　theorem，

　　　　　　　　　親∫15（仁ξ）dr（ξ聖∫1評（e一ξ）聴）

in　tl｝e　sense　that　if　either　si．cle　exists，　the　other　side　exists；　that　is，

　　　　　　　　　　鵬α望）一劇影・姻　　　Q・E・D・

　　　　5．　ln　the　preseRt　section　we’sh．all　discuss　the　e．xtension　of　the

i，bove－stated　results　to　the　ii｝teg．’ral　of　A，lellin’s　type．

　　　　Let　rx（x’）　be　definecl　over　（i，　oo）　and　a，　monotone．　ifi6reasing　fxinction，

and　let
（i7’）　jl．gl（z（sv）　：0（　v”P），　，pm｝ii：o，

as　．ft；’一＞bo．　1：lere　iet　Lis　assume－svhati　is　no　essentlal　restrict．ion　tlt，at一

（Z（1　十　O）　＝　（Xo　＞O．

　　　　IFhen　if　xve　i　ntegrate　by　parts，

　　　　　　　　　　∫1。！綱・）一トα（〆）］i．詐呵1．r・一・α（・）諺

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝0（　一〇一1十px）＋0（∫i羊！一・一・’＋吻＋0（1），

as　．fv’一＞oo．　Thus　xx，　e　have

　　　　　　　　　　　∫誌・一・・諏（〆）＝・0（ズ・一…）一F・0（1）・｛トσ一1＋舛・；

（2i）　’@i　l／　IZ一一eHitia（！’）一・（・。9κ）繍・ト。一魎．

　　　　iFroni　（2　i）　xve　can　mal〈e　the　following　statement　：
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　　　　Theorem　5，1．　～二世擁グt／ie／2．）｛戸otless多ls’4／’（1〆）

（22）・継・）一ii．ヂーエala（x）

c卿〃’Nabs・12tle／p・and　7t吻「・r吻・ノ加σ≧：ρ一・＋ε；σ癬伽b・・ene7’al

（b3）　f（i＋a）＝＝0（一EF：．kl一＋，），　a一＞P－i＋O・

　　　　．Acc・舶擁か伽ノ診〃zctz’・n　of　a・　c・〃z・PZex　Tatria・ble　s　＝σ＋産ノ（s）潤伽〃

zll吻f7zeal～ip・　llie　eXPressl・π。

（・4）f（・）一∫二押（x）

・醐∂6伽…ψ伽力…珈・・げ・砂R（s）〉ρ．
　　　　Thus，’　in　view　of　（23），　we　have　also　a　coerollary　to　the　above　theorem．

　　　　Corollary．　．From　llie　same　ass？t・mPlz’ons　made　foT　theorem　s．i　it　z’s

skoren　l／iat　2fノ（S）‘le．：ガノ2644y（24）isσアZα卿≧α功・C・ク2々擁α魏・7Z　1・R（S）

＝＝
吹@a7zal　7．e．ayf．lavr　on　／／ie　l17ze　A’，（s）＝＝p，　exceP4．for　s　＝　p，　llien　／liepte　a7’e　7io

∫zレ28～tla〃ンz廊φOSSi’b／g　e　L’cept　a　s多勧ψあψole　al　s＝＝P，ノ’orノ～（s）≧ρ．

　　　　NVe　shall　set　forth　our　argument　only　for　the　special　case　whelt

P＝　1．

　　　　Assume　that

（2s）　lim．　crfu　十a）　＝A．
　　　　　　　　　6“十〇

丁£tus　put
（・6）・（ξ）＝・a（・・）e一・＋∫1・”’・・嘩’

　　　　　　　r（十〇）＝ae

　　　　　　　　d？〈ξ）＝鷲8一モ諏（eつ

and
（・7）・（s）1r（の漕∫1ぎ一・γ（購

　　　　　　　　的）（ξ）＝e’“ミ…ζめくeつ．

Then　by　the　substltiition　（T）　and　by　（26），　（27），　the　expression　（2））　irnEy

be　written
　　　　　　　　　　　　　　　　　　co

．（25り

where

野島・∫。e一・・al・（ξ）

＝F　li－y．，／ee．e一‘n－g）e－e”（’t一；）dp（O

禰二．lc・（三斜，

fL’2（6）＝：e一一“e－e一？　’　（一〇〇〈＃〈oo）．

Since　p（6）　is　a　monotone　increasing　function，

　　　　　Aiiiiilin2，？，upj］“＞t・a（v－6）dp（g）

　　　　　　　　陸

fr・m（25り



　　　　　　Diver．aent　Series　and　Special　Applications　qf　Tau6erian　Theorems　63

　　　　　　　　　　　　≧纏即題・鷺・p∫1＋2・（ξ）、

　　　　　　　　　　　　　一幽9・・∫：÷ゐ（ξ）・

　　　　　F．rom　this　we　may　readily　conclude　that　for　一〇〇〈x〈oo　there

　exists　a　number　K’　such　that

　　　　　　　　　　　Si“2p（e）〈f．一．

　　　　　Now　let　us　put

　　　　　　　　　　　云こ（ξ）＝＝○　　（一〇Gくξく○）；　　ノζ三（ξ）二篇6轍竃　（○くξ〈◎O）。

　　　　　Then　by　using’　the　Tauberiac　n　theorein　as　in　the　proof　o£　theorem

（3．i），　and　on　account　6f　（27）

　　　　　　　　　　撫鵜∫＝5（η一ξ）dp（ξ）

　　　　　　　　　　　　襯レー・）漸（・り

　　　　　　　　　　　　rヅ∫ン（・り

　　　　　　　　　　　　　＝1三m7（の．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　71　　　　　　　　　　　　　　η今◎0　　6

・　Thus　in　conclusioB　we　have’ 垂窒盾魔??

　　　　Theorem　s．2．　LeX　f（i十a）　17e，　dtr．7f7・zeal　1？．／／；，　（2”7．），　anal　lel　7・ts’ass2tme

（25）．　　7）を8クz

（・8）纈げ（・＋・）瀬・努），’

7v／ieノ・eγ（x）廊伽26〆あノl／ie　4ゆノ・6∬ル7z（26）．　∠1クz〆z’zど6　rveノ・3α。

　　　　1！i　the　sequel　we　shaH　＄how　the　following’　theorcm．　lt　reads

　　　　Theorem　5．3．　乙ηz諏〆踊6勿φo！〃8∫6∫6ゾtheorem　5．27v”　caクz　conc／i！de

（・9ゲ三農γ努L爬α穿）＝・A・

　　　　In　the　first　place，　xv・e　xvish　to　prov・e　that　if　the　limit

　　　　　　　　　　1｛mLt（ハり＝∠1

　　　　　　　　　　N“。。　ハτ

ex．　ists．　the　other　limit
　　　　　’

　　　　　　　　　　翌im・（ムり＝A

　　　　　　　　　　rv一〉。。　ハ7

may　foiiow．

　　　　Now　it　is　e－t　sily　provecl　that　”

　　　　　　　　　　a（．x’）＝＝　0（x），　as　．x’一＞oo．

？）ecatise，　if　on　the　contrary
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　　　　　　　　　　　αω〈κ　（κb。i、，、’，。m。’f｝。至・ec。醐，）

　　　　　　　　　　　　κ

for　a玉1　x　over（o，　OG），　for　some最nite　po三nt，　say　xo，　it　Should　beα（κo）／xo＝＝

oQ，　that　i＄，α（xo）＝○○；but　this　contradicts　the　monotoneness　ofα（x）；

hence　it　lll　us　t’　be　a（x）／vxww＞oo　、vit］b　x→◎o．　　In　other　words，　for　ally

gi　ven　great　nuinber　8’＞o，　there　may　exist　xo　such　that　for　all　xlii：　Ve

　　　　　　　　　　　α（の
　　　　　　　　　　　　　　　　〉．・’．

　　　　　　　　　　　　〆

This　res賦Ieads　us　to亡he　fol玉owing　contracliction：from（26）

　　　　　　　　　　　γ肇）一餐蓑）＋tl［∫90＋∫＝．｝一’轍

　　　　　　　　　　　　　　　≧響＋圭∫同一’㈱＋≒窪・…

here　lcけ→。○，　then　　　　　　　　・
　　　　　　　　　　1呈mγ（At）＝。。．　　　　　　　O．E．1）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　揮
　　　　　　　　　　x〃⑳　　∬

Now　let　us　p鷺t　　　β（x）＝　xHia（x），

then　we　havc
　　　　　　　　　　β（．x十／i）＿β（κ）惹＿　”　ノ蔦　　　　α（κ）／κ〈ンじ；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　κ

accordingly　for　any　行nite　〃　　　　　　　　　　　　　　　　・

　　　　　　　　　　lim｛β（X＋〃）一β（X）｝≧0．

　　　　　　　　　　あやお

This　sh・ws　that，　f・r　c・1・Y　s翻cienと1y　large．x，βωis　1？・n－decreasing．

Thus　量f　we　comb｛ne　thls　alld　the　above　stated　fact，

　　　　　　　　　　1imα（x）＝A’，

　　　　　　　　　　xサ。◎　　x

A／　bei苅9　a　fillite　c｛eterminate　const＆nt．

　　　　On　the　other　hand，

　　　　　　　　　　雍鵬γ肇）一瞬碧＋魁∫謬L認

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一蛾∫；α髪）読・

However　sihce　for　every　positivc　numberε，　however　smaユ1，　there　may

eXist　・x｛｝　such　that　for　a11　x≧Xo

　　　　　　　　　　　・㈲磁・＜，．

　　　　・　　　　　　　6Pt

He一
@圭∫1｛αlllL〃｝・1・≦妻［∫10＋∫＝。］α窪し細

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦御呼尋慨学・・
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Consequentiy　A＝A’i．　Thus　we　have　es．tablished　theorem　s．r）．2

　　　　　ixTow　if　we　coinbhie　theorem　s．2　and　s．r），　we・obtain　the　tkeorem

as　follows　：

　　　　　Theorem　s．4．　」．．et　a（x）　be　a　r2．onotone　i：i2c7’easz’n．cr　f2t・nctzbn．　T．　7ie7z

がelz／16pt　q／ん初z～5・

　　　　　　　　　　撫α1ρ・慨・にヂー’da（x）

ex’z3fs，　tlie　qtlier　li’miZ　exi31s　a・flni　ass2tmues　tlie　sa7n．e　”da／ite．

　　　　IFurtherniore　if　we　combine　tlaeorems　a；．2，　s．2，　s．3　ancl　s’　．4，　it　will

be　clearlv　concluded　£hat

　　　　Theoreln　5．5．　2二elα（x）∂80：〃IOアZO～foクze　i71C7’e～ZSI’n・．g・・ノ～～〃～ctXo〃．　7）う6クZ

7f　anp．t　one　of　tleese　lli7’ee　／i7nz’／s

　　　　　　　　　　　li．mfl’！！，｛！｛，1（X）

　　　　　　　　　　　x一＞co　X

　　　　　　　　　　劇。ヂー・醐

　　　　　　　　　　！軌σ∫藷一・物（vX’）

eJt’zkls，　a／l　l／iese　／irmiZs　exi’sl　anal　／ia7．ig　X／ie　same　Tya／ve．

　　　　Now　in　the　sequcl，　we　are　going’　to　generalize　the　theorem　last

obtained　by　using　theorem　t；．3．　lt　reads　as　foliows：

　　　　Th60rem　5．6．　乙乃2廊ノ」ノiip｛pot／ieses〈ゾtheorem　4．3，　l／ie　coア2c／ztsloクl　q／

theoreni　s．s　z3　a／so　lr？ta．

　　　　In　order　to　prove　this，　it　is　su箭cient　tQ　see　that，　under　the　same

hypotheses　we　gave　in　theorein　al．．r），　theorems　s．2，　r）．r）　are　also　true．

　　　　1．et　us　assiune　tliat

　　　　　　　　　　∫1．，t一・鳥囮∬）

converg－es　absolutely　for　o〈cr〈o“　；　and

　　　　　　　　　　．1　“i，’i2，　cr／　，co．　3’一〇　’一　i（／a　（x）　＝　：　／1　．

ユ冥。㌦、7　for11ユall｝r　let二

　　　LThiS量s　a1SO　prOved　as　f・110Ws：Fr・m　reaS・n　Wl践Ch（i＞α（x）／x　is　bQtindecl　OVer　the

infinite　range　o・・・…　9◎；（ii＞s三nceα（κ）is　monoto1｝e　hlcreasi議9，α（x）／x　has　o11Iy　a　dentniユerable

in｛inlte　of　lllatly　discolltinllolls　poillts　at　most　over　the　infinite　range・．the　functlonα（x）／x　may

be　l．ntegrable　over　any瞭te　range　in　R1elnanパs　sense．　Hence　aftev　the　methし）d　of　linding

tlle　limit　of　indeternninate　for！ns　in　ordinary　calculus，

　　　　　　　　　　唄聡禦惣÷∫1α髪）・7t－1攣ムα葺濯〉・

　　2．　conN・’ersely　if．the　liniit　Ii！nα（A，＞／x．．，・4　exists，　fro蓋n　（26）　it　follo、、rs　directly　that　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヵやめ
li．mi目im　Y（．・・）／．x　exists　and　asgmnes　tlle　san玉e　value，

　　　　置→・匂¢
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　　　　　　　　　梱一∫1ヂ禰，

　　　　　　　　君（・＋・）一∫デ醐

　　　　　　　　！一（・＋・）ゴ∫、。ヂ姻κ）・

　　　　IBut　by　hypothesis，　we　can　rea！ly　write　as　£ollows　：

　　　　　　　　　f（σ＋・）イ＋（σ十・）一！騨（σ＋・）

for　o〈σ〈δ．　工f　we　choose　either　of　9圭ven　two　order－conditions’，　e．9．，

　　　　　　　　　　a“（x）　：0（x），

・hen己一・＋譁ﾊ≦獅”σ卿脈）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．＋（vX）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十ε’，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1：iElimsup

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xoS．x　X　・
ε，ε’belng　any　g’iven　positivc　quantities　such　asε，εノー＞o　withσ→十〇．

IFrom　，　this　i．nequality，　k　follows

　　　　　　　　　証罪（η7ξ圃ξ）く・・，

　　　　　　　　　就．，瓦（・一ξ圃ξ）〈…

where　p“（g），　p一（6）　are　defined　as　follows：

　　　　　　　　　df）（ξ）＝9一“llnケ（eつ

　　　　　　　　　　　　　　＝碑）÷（ξ）一ds）扁（ξ），

　　　　　　　　dp“（4）　＝e一“；dr“（eE），　d，p’”（8）　：emZdr一（e“）．

　　　　Tlius　if　w・e　repeat　the　argument　whicli　is　st．ftted　in　the　process　o’f

proof　of　theorem　4．3，　we　conc玉ude　that　for　－oOくx〈Oo
　　　　　　　　　S．”“i　dp（e）　1　〈　oo．

　　　　In　．the　sequel，　cot］versely　if　we　assume　that

　　　　　　　　　」i．　1’！1，1［，L（X）　．．／1，

　　　　　　　　　x幽＞9D　　∬

then　from　the　hypothesis：　（x“（x）＝：O（x），

　　　　　　　　　ii／IKmsu（X）　〈oo．　．　．　・
　　　　　　　　　πナ。◎　　x

X，Xrhile，　on　accotmt　of　the　construction　of　a“（sv”），　a’“（」tr）

　　　　　　　　　　γ土撃）一α士薯）圭＋圭∫1州〆）d・x’・

hence　we　hE　ve

　　　　　　　　　il／1｛lmtat（X）〈oo．

　　　　　　　　　zサ◎o　　．x
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　　　　　Howevet　us量ng．　the　1〈erne1．瓦（ξ），

　　　　　　　　　　　　7＋夢）一∫1∫（η一ξ）dp・（ξ）・

　　　　　　　　　　　γ￥）一∫＝5（・二ξ）ゆ一（ξ）・

　　　　Thus　we　have

　　　　　　　　　　　r幽く・・

for　　一〇〇〈xくOQ．

　　　　There£6re　aga量n　the　Tauberlan亡heorem　may　be　applied；that｛s，

if　ei亡her　of　the　1至lllits　　　　　　　　　　　’

　　　　　　　　　　鵬γ要）・・撫σ∫：詳一擁）

exists，　then　the　other　Iim｛t　exists　and－assumes　the　same　value．

　　　　Now　we　shall　give　an　application，　for　whieh　Mr．：Karamata　has

proved　by　an　excellent拠ethod，　that　is，　it　reads：

　　　　　　　　　　　　　　　　　の
　　　　Let（i）　　Σα，、」V71

　　　　　　　　　　　　　　　　　？LtzO

be　convergen乞　for　l」v’1〈1；（i｛）　an≧o　（〃＝＝o，　1，2，。．．．．＿）；

（i圭i）　　　≦1α，〆・～　　1

　　　　　　　　　　71ma｛．｝　　　　　　　　　　　呈　一x

as　x　tendS　I－o　alOng　the　real　ax｛s．　Then

　　　　　　　　　　a。＋a、÷a，＋＿＿＋α，、～ク・．　（z－7a幼・一五～7〃τθoo〆T／isoreク〃）

　　　　To　plrove　th｛s，　we　shaH　take　the　followl玉1g　definitions：

　　　　　　　　　　　a（x＋o）一α（一■t－o）＝＝｛『8”：　［寛：；；；1

　　　　　　　　　　　α（十〇）琶σ0，

　　　　　　　　　　　x・e一σ［o〈σ〈○◎］．

　　　　　　　　　　　　　　　の

Then　tho　ser呈esΣσ，、κ？‘may　be　writte11
　　　　　　　　　　　　　　　マしおむ

　　　　　　　　　　∫1．酬・）・　・

and　the　condition（i量i）may　be　replaced　by
　　　　　　　　　　無σ∫＝。・一…／・（x）　…

　　　　Hence　from　theorem　5．3　0ur　required　conclusi．on（iirec．tly　follows．

　　　　6．　SupPose　thatα（x）may　sa．tisfy（17つand〆（s）r11　ay　be　defined

by　（24），　furthermore　analytic　for　ノ？（s）〉ρ．　　］Before　settillg　forth’our

argument　we　m妓st　not量ce　th畿t　1ノ〈s）旨s　bounded　asノ～（s）→OQ。

　　　　For　kiasiiiuch　as
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　　　　（・＋・）賃・ズσ一2・（x）du〈（σ＋・遇禦ω∫聾・x”σ”2dx

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝a（xt｝）｛ww：7i＋｝Yl－kil－x，Tr，｝一’一＞a（xo）

　　　　　（〈r　＋　i　）S．OO，x一“O－e（i（　v）t／x　〈　（（7　＋　D／f　S．Oe，　x－a－2““t／．rv

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’・，，＝fy7w（g＋i）x，一〇一i÷fi一一＞o，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O十1　一一P

as　a一＞oo，　we　hckve

　　　　　　　　　　魏∫藷一・一1醐≦一・圃＋・（x・）・

Consequently　our　purpose　xxTill　be　reached　：

　　　　　　　　　　1i拠レ（S）【≦α（JVa）L■（1十〇）．

　　　　　　　　　R（s）“co

　　　　Now　we　give　here　a　sveal〈　hypothesis　concerning　the　orcler　・of

ma911itt｝de　Qfノてs）：

（3・）　　〆（3）　・＝　o（e‘’jtり

for　sonie　finite　C，　uni£ormly　for　R（s）＞p，

　　　　But　by　ineE　ns　of　a　simple　niodification　it　is　easily　＄hoxv．n　that　the

order－tcondition　（r）o）　inay　be　replacecl　by　“r・hat

（30’）　　　　　　ノFてs）嵩0（e§lt】）

as　t一）oo　for　every　positive　e．

　　　　1［“o　simplify　our　argument，　let　tis　s叩pose　thaげ（s）is　real　f・r・rea1　s．

INToxxT　if　“re　IL｝i．it

（31）　　　　　　ノ毫（s）　＝eεミγ（s），

（32）　　£，（の螺Max陰（σ＋の｝，
　　　　　　　　　　　　　　　　⑪（”t〈eO

（3－3）　9（の一病脈慮）i，

it　xvill　be　elearly　seen　tliat　Es（s）　is　ft，　nalytic　for　IL’（s）＞R　and　for　every

IJ）os｛tive　e；　furtlternTiore　oii1　accoui／1t　o’f　the　orcler－con，clitioiri　（30’）

　　　　　　　　　　ノ毫（σ＋il）＝＝0（・）

Es　1一＞oo，　uniformly　for　le（s）〉，o．　1一一lence　S2s（u）　is　bounc！ed　uniformly

for　a＞p，　aecoi：dingly　log　“（2s（ff）　is　a　cbnvex　function　of　a　；t　while　from

（r）2），　（r）s）　it　niay　be　derived　that

　　　　　　　　　　lim　．（2，（a）　＝　Sl（a）．

　　　　　　　　　　εサ⑪

　　　　Therefore　log　9（a）　＞v・ill　be　also　a　conv－ex　function　of　c．’／　Th．us

from　this　fact　apc！　bounc！edness　at　a一＞oo，　statecl　at　first　of　the．　present

section，　’ 狽?ｅ’function　9（a）　increases　i，　s　cr　approache．s　to　p－F　o．

　　　　Thus　in　view　of　（2r））　xve　have　inciclentally　proved：

1．　boetch，　1．oc，　cit，． 2．　？fontel，　Loc．　cit．　．
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　　　　The・rem　6．L．〃α（x）satikL7fas（17’），　andf（s）吻勉6♂の・（24）z3魏σ一

る’tic　for！e（s）〉ρanal〃wre・り6帰躍∫砺・プ伽一。・麟功クzげ伽9漉ぽ癬

　　　　　　　　　　f（s）・0（e‘’i‘1）　　　　　　　　’

a・s　1→。・ノ「・プ∫・〃26伽露6c，2〃吻ア〃めi　for　A’（s）〉ρ，〆伽

　　　　　　　　　　Iimノ（s）＝：。。．

　　　　　　　　　鍵（s）一＞p＋o

　　　　ズ運〃〃63盈理〃てのi’Sa〃め加助・‘・ア～／1：1！’itab／e・7〃・穴（∫）篇ρ，　aア・d

re’
bモ窒普Iar　O／l　X／i　e　／lレleノぞ（S）＝ρ，　acx’c‘：，P／∫篇・ρ，　IZ／las　a　Po／e　の「orαler　O7・ze

認scr㍉o．

　　　　Now　let　US　1”c£url／toセh〈｝simPle　caseρ＝L

　　　　As（25）always　holds　for　this　case，　provided．／（s）is　supposed　to

satisfy　colld｛tiolls　of　theorem　6．・，　i．ヒyields　us　the　fo1王ow沁g　t1正eorem：

　　　　Theorem　6．2。　〃τc，6∠σ廊P＝：1βンz　theorem　6吃1，τσ6〃～xeve

（3、）　．1imα（勾一1i呵（叶。）．

　　　　　　　　　　x“。。．x　　σ一〉＋0

　　　　7．　N『ow　we　are　able　to　generalize　fro1熟　the　preceding　results　as

foilO、VS：

　　　　ffere　we　notice　that　the　condition　concerni119　thc　o．rder　of　magni一

もude　o£α（x）as　x→○○　（王7’）may　be　窯educed　to　the　simp董e　case　p＝＝1．

Instead　o£　α（x），　take

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ま
（35）　　　　　　α1（スう≡…≡≡α（」ビ「）　　　．（ρ≧莚≡o）．

Thell　evidently　α正（x）＝：0（vT），　Fur亡八ermore

　　　　　　　　　　∫ンー姻一に幽（κ）綱・

Hence　if　we　put

（・6）ft（の一∫江ヂ蹄）・

we　have
（36’）　孟（s）イ（ρの・rノ〈s）＝ノ1（s／ρ）．

Thus　if　　　i．im　（a＋i一，o）f（i＋ff）＝xd，

　　　　　　　　　σ十1→・P十〇

froiA　（36ノ）　、ve　obtaki

　　　　　　　　　　A＝1｛m（ff十1－P）ノ（1＋σ）

　　　　　　　　　　　　　σ十1一♪P十〇

　　　　　　　　　　　　二1im｛ρ（σ＋1）一ρ｝f（ρ（1＋σ））

　　　　　　　　　　　　P（σ＋1）今P＋e

　　　　　　　　　　　　コ1imρ（孟（1十σ）＝＝ρA【，

　　　　　　　　　　　　　む　コキむ

xvhere　lim妬（・牽σ）＝泓．
　　　　　　　　　　リナキむ

　　　　Thus　with　the　help　of　theoτem　5．5　and　（35）wc　ha，ve　establishcd

t：he£Q11Qwing　theorem：

　　　　The・rem　7．・．　Lelα（x）be郷彦醜7・・〃一・～診6プ6α3確a7・al　salisf］・

（王7ノ）。　　7＝7ien
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　　　　　　　　　　厩α夢）＝・A／ρ・

　　　　Iffexe　we　must　add　a　few　of　theorems　closely　allied　t6　ehis　theorem．

　　　　The・reln　7」、．　Lel・a（X）be・a〃〃・・1・7z・d’zレκプ6σ∫卿ノを．〃zc／lo7z．　As・

・sztnie　tfkal

　　　　　　　　　　lim（σ一ρ＋王）〆（・＋σ）写冠，

　　　　　　　　　．oナト1＋o

翻．f（s）一∫：ヂ綱・T／・e・　t励〃z

　　　　　　　　　　エlmαω

　　　　　　　　　　x一〉　eo　JuP

6燃！s，an（／　llie勧〃渉z36クZta〃・A／ρ．

　・　1；or　if　we　take　ai（x）　as　like　（ss），　fi（s）　defined　by　（36）　may　be

expressed　by　（36’）．　1一一lence　we　have

　　　　　　　　　　l2m　afi（i　＋a）　＝　A／p　；　’

　　　　　　　　　　a一〉十〇

however　theorem　s．3　assexts　that

　　　　　　　　　　　Ll．，．liminai（X），，　llmWC）．

　　　　　　　　　　　P　x“co　x　x“co　xP

　　　　Combining　theorems　7．i　and　7．h，　we　may　establish　：

　　　　Theorem　7．i2．　1］i　order　lkal　l／te　／i；mit

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1iiiiW（‘V）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　xナco　xp

・lflの・6膨砿tZ廊螂6633αノツa71‘ガ32碗a加〃加∠l／ie劾ノ諺

　　　　　　　　　　1im　（σ一一ρ十五）ノe（1十σ）

　　　　　　　　　σやP－1÷0

ガ剃・6廊ちノを〃魏醐∂07・e！伽66廊爵

　　　　　　　　　　・聡箏）竃測・一・＋1）f（1＋・）・

　　　　In　the　sequ61　we　suppose　thcat　a（x）　is　not　always　a　monotQne　iii－

creasing　function，　but　of　limited　variat｛on　over　any　finite　intei‘val．

　　　　Let　the　fullCtiOll（which　is　de飴ed　by．（2斗））

　　　　　　　　　〆（の一∫ニヂ齢）

conveerge　abso正uteIy　for　ノ？（s）＞P。　NQw　…f　、ve　ass程1ne　that　（1（1十〇）凱o

and　a＋（x），　a’一（x）　be　respectively　the　positive　and　negative　variations

of　（z（．f！f）　jn　（，　i，　」v），　then

　　　　　　　　　　a（x）　＝＝　a＋（x）　一　a．一（x），

　　　　　　　　da（勾＝〃’（x）一露ω，

where　a“（x），　a一（x）　are　monotone　increasing’　f“nctlons．

　　　　II£t　us　put



Divergb・t　s・廊・・碑・・ゴ・1吻1加伽4伽ゐ・rian　Th・…栩・ 71

　　　　　　　　　！・（の一∫ニヂぬ）・ノー（・）一／雲μ（x）・

aRd　assuine　that

　　　　　　　　　〆（s）イ÷（s）イ瞬（s）．

　　　　1斐any　two　of　thエee玉im圭ts

　　　　　　　．　lim　（a＋i一一一一p）f（a＋i），

　　　　　　　　　σやP－1÷O

　　　　　　　　　　lim　（cr＋i－p）f“（a．＋i），

　　　　　　　　　o“p一一1＋O

　　　　　　　　　　lim　（a＋i－p）f一（a＋i）

　　　　　　　　σ今P一一1十〇

exist，　then　another　limit　exists．　l　lilence　asstune

　　　　　　　　　　lim　（cr＋i一，o）f（a＋i）　＝　t’1，

　　　　　　　　a一）一f，一一1＋O

　　　　　　　　　　万一n・1　（σ十1一ρ）∫＋（γ十1）＝ノゴ＋，

　　　　　　　　　e一＞p－1十〇

　　　　　　　　　　lim（σ＋・一ρ）ノー（σ＋・）＝＝　／1一，

　　　　　　　　　σやP－1十〇

then　’　xtl　ndwh　A“一A”’．

Hlowever　k’oni　theorem　7．i

　　　　　　　　　　漉穿）→÷鞠宰）弓”・

There£ore　we　have
　　　　　　　　　　工至m・（xL重lm・÷ωLlim・一（｛）

　　　　　　　　　　1”一；’F一ec’　」uP　’．”．”co　xP　．一，．　A　P

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：xl＋／ρ一∠塞槻／ρ　：fl／ρ・　　　　　　　　も

　　　　XVe　stx，　te　this　result　in　the　following：

　　　　The・rem　7．13．　Leti・（x）beのヂ伽〃6♂・’・x〃励ア・・露ア鰐伽露6

i’氏^6プ”ua／。　」乙61　2ム9　α5S～t・7〃6

　　　　　　　　　ノ〈s）イ＋（s）イ鳳（s）

ノ診プ飾）＞i・，ana！　llia・／’a・り・伽・f　tl・・ese　t／iree伽・渉∫

　　　　　　　　　　lim　（a＋i－p）f（aA－i），

　　　　　　　　　σナP－1十◎

　　　　　　　　　　薮！n　（σ一ト王一ρ）〆＋（σ縁一1），

　　　　　　　　　σ今ρ一i＋o

　　　　　　　　　　lim　（cr＋i－p）f一（a＋i）

　　　　　　　　GうP－1十G

8廊あ7〃躍
　　　　　　　　　　酵）一沸磐．1・＋1一・）〆（・＋・）・

　　　　XVith　a　slight　modification　of　detail，　we　have　proved　：

　　　　Th…em　7・…．掘・（x）∂・げ伽碗勘励…躍岬加Z・
プ御Zμ．　LeX　eiX／i6プq／’Oアdeノ’一cOアμ々ん汐クIS

　　　　　　　　　　rz“（x）　＝　0（」t　P）　or　（zH（x）＝　0（xP）

a・s　x一一＞oo　be　satzlsL7Zeal．　Then
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　　　　　　　　　　鵬α夢）一i。瓢・坤y（・＋・）

・：・1砺sense四馬初詣伽∫励6κ赫，吻磁673競6κ㍑3σ露α∬z9〃nes
！〃6sα〃e　ora／zte．　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　・

　　　　Because，　it　will　be　suf益cient　to　pl・ove　this，　if　we　takeα三（x）of（35）

ilユthe　p工ace　ofα（x）　and　apPly　theorem　5。6．　．　　　　　　　　　　．

　　　　N・ww・c・gai・…s1d・・the　fi｝n・ti叩ρ（・）．．d・薮・・d　by．（・8）・

　　　　　・・（S）　”j℃，e一’”t／a（x）・

　　　　］Let　us　put

　　　　　　　　　　f（s）＝9（s－1）i．c．9（s）⇒てs÷・）．

Then　we　have

　　　　　　　　　　f（の一∫1。グ》姻　　　’

　　　　　　　　　　　　　→k’spanja（1・9・）

　　　　　　　　　　　　　一∫ニヂ綱，

whercβ（勾is　de飴ed　by
　　　　　　　　　　β明；．紳（1・gx）・

　　　　lXr・w　if　the　l瞬t　lim　ag（σ）＝！ゴeLxists，　then　we　havc

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リザうむ

　　　　　　　　　　浸＝1imσ望（σ）顎1im・プ（王＋σ）。

　　　　　　　　　　　な　　　リウキ　　　　　　　　　　　　　　リナキむ

　　　　Inasrngch　asβ（x）is　a　monotone　Increasing至unction，　if　we　coinbine

the　last　obtic　ined　res鷺1t　and　theoyem　5．5，

　　　　　　　　　　x。／1　＝　、　iin1α（ハ7）　、＝　linユβ（2＞つ　．

　　　　　　　　　　　　　め。。ハ「、　蜘。。ハτ

　　　　Thus、we　have　estεしblished　the£ollowing：

　　　　Theorem　7．2．　ff　lke／l；1711t

　　　　　　　　　　limσρ（tr）＝・・’1

　　　　　　　　　　σ一〉　十〇　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

6諮’3，tlien

　　　　　　　　　　撫α肇）惣圭∫1。紳（1…）一A・

　　　　N・win　the　seque1，　if　we　useα1（勾of（35）iiistea　d・fβ（vx），

　　　　　　　　　　画ωヲ轟（董・9fY），．卿）＝ψ・（ρ1・g　x），

and　from　（36）

　　　　　　　　　　／、（s）＝・91（s・一・・）・r興（s）：ft（s＋・），

　　　　　　　　　・・（・）一∫＝。瓶（・）・

He嶽ce　fl’om　above　theorem　7．2
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　　　　　　　　　　1｛m・1（x）＝1im・（め篇1im姻．

　　　　　　　　　　x一）　co　x　x“　co　xP　x一〉　co　x

　　　　Tla“s　we　have　prbved：

　　　　Theoreni　7，3．　ff　t／ie　／zimzZ

　　　　　　　　　　　　　　　　　lim一（x）

　　　　　　　　　　　　　　　　　x亨・oo　AJP

eXi3ts，ガ〃〃〃〃6伽富　　　　　’
　　　　　　　　　　蛾∫詔一磁）

exls／s，　a，7ul　asszd・mes　l／ie　sa・rv．e　”da／zie．

　　　　Noxv　from　a　little　dlfferent　view－point　xve　sln，　］1　set　forth　our　argu一一

lnellt．

　　　　1．et　r（x）　be　ck　monotone　increasing　function，　aiid　let

（・・）　にヂー鯛＝・φ（・＋・）

converge　for　cr＞o．　Furthermore　let

（38）　一sr．ヂー・1・9劾（x）一ゾ（・＋・）

converge　for　a＞o　and　iet

（3g）　lim　af（a十i）　＝一　一A
　　　　　　　　　o一〉　十e

hold．　lf　we　put

　　　　　　　　　　・（・）弍。1・g鋤（ξ）（・／・（・）一・・9醐・

then　（38）　may　be　wrkten

　　　　　　　　　　「聯）＝・∫1．ヂ聯）・

wktere　a（x）　is　a　monotone　increasing’　fLmcti．on．

　　　　Inasmuch　εsノてσ十玉）・．satisfies　the　hypothesis　（25），　by　means　of

theorem　s・3
　　　　　　　　　　－limげ（σ＋1）＝ヨ

　　　　　　　　　　　σ→叶。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一匹α肇）一麟∫江！・9励（x）・

XVhile，　as　will　be　seen

　　　　　　　　　f（a　＋　i）　＝＝　一¢’（a　＋　i），

if　we　put

　　　　　　　　　　－fff（i＋ff）一．“1＝（a＋i－i）gJ’（1＋a）＝agr（i＋a）

　　　　　　　　　lim　．a（1　÷　a）　＝＝　．ofl　＋o），

　　　　　　　　　U一〉十〇

we　have　“
　　　　　　　　　．F（1　＋a）　＝　e¢（i＋O）o－A，



7tt Tunekeo”　SatoA

where　　　∫ソ（1十σ）／ノ7（i十σ・）　：一8（1十σ）　and　liln」「y（1÷σ）＝ノ；（1÷○）⇒＝o。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ→レ十〇

　　　　Thus　we　ha▽e　proved：

　　　　Theorem　7．4．　1⊃etφ（σ十⇒aクiclノ（σ十1）．be伽敵♂σ3　zレ∂（37）α71‘1

（38）a7z4　con”de〆．oe／torσ＞o，　Lel（39）ん。／～～1．　7）lien

（40）　　・p（σ＋・）＝egP（σ＋1）♂

灘吻・slti”ue　an（1σアz⑳・批ノ襯読励of　a　Tea／”uaノ’IZI・∂あσノ加σ＞o徽／

1imア（σ＋⇒二．F（1＋・）‡・．乃4〃〃e・T77・・ノ・6

リナうむ

（・・）．聖轟・g功（・）・

　　　　蕊・wif（37）is　c・nvergent　fQrσ〉・，

（・プ）∫二μ（淵・）

will　be　εm　analytic　funct量on　o£　a　compiex　variable　s＝・σ十露　over　thc

i・t。，圭…fth・right－half　p1・R・t・th・li・・R（の＝L　O・・cc…t・f　th・

theory　of　functions　of　a、　complex　var茎able

　　　　　　　　　　一φ・（s）一∫ニヂ1・・助（・）

forノ～（s）＞x，．accordingly　一φ1（1十σ）exis乞s　always　forσ＞o，　Thus　a．

theorem　closely　allied　to　the　above　theorem　74　fo1！ows：

　　　　Theorem　7．5．　Lelφ（σ＋・）c・n”tyeフ・．o’eノ汐アσ〉・．五6げ（σ十1），（le一

ノfnealのノ（4．o），　be　analJ，廊とノeorσ≧o　anal　let，ノ7（1十〇）‡o．　Tfien（41）廊

alSO　げグ％6．1

　　　　8．　Now　we　are　in　the　position　to　devote　the　prescnt　section　to

theorems　concern｛ng　the　prime　number　theorem．

　　　Laクzぬ％，s　L6〃〃〃a．　Let

　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
　　　　　　　　　F（x）：Σa・，〃甥　［／〈’（x）＞1］，

　　　　　　　　　　　　　　　ヲドエ　　　　　　　　　　

and蓋eむ　　　an≧o，　　　［71二＝1，2，3，・・一・・コ．

　　　Let／1てx）be　analy亡ical王y　continuable　on　toノ？（x）＝＝’t，and　let　it　there

be　free　from　slngularities，　except　for　a　pole　of　order　one　at　x＝＝1，　wi亡h

principal　part　A／（x－1）．　Let　there　be　some歪inite　αfor　which

（・）　　」（x）＝＝o（託り

in　the　right　half－plane　ノで（x）≧；1．　1’hcll

　　　　　　　　　　　　　　　　　A　＝＝　lin31歯砺．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7冷QOf．31

　　　　Tli6　f－TeralJv－LittleTuooal　クフ7eoi6ノ〃．　Let　）vet　be　all　increasing　i　eal

　　i．　Compare　this　restilt　with　XViener’s　theorem　19．　wliich　is　stated　at　g　Ig，　pp．　i　3S－i36

i・1・i・b・・k．The・・An・・st　b・limit・d…くd＜2tl・；whil・・ur　tli…’ell・　is　t・ue　wlth・・t・・y

sucli　restriction　concerning　tl．
　　　　　　　　　　　　　　　　ts
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seqxzence．　1．et　（i）　the　series　＝a，，X；，“　be　absoiute！y　convergent　for　A）（s）＞

ao＞o　；　（ii）　the　ftmction　F（s）　defined　by　the　series　be　regular　for　／e（s）＞c　．

where　o〈c，〈．．ao　ancl　coi3tinuous　for　A’〈s）i－1：c，　except　for　a　simple　pole

wlth　residue　．o’　qt　s＝d；

（iii）　＋2V7（s）　＝　0（eCitl）

for　some　fin1te　C，　unlformly　for　cr－c；

（｛V）　　　　　λ？ノλ7ユ＿1→！；

（v）　a．　be　real，　and　satisfy　one　of　the　inequalities

　　　　　　　　　　a，t＞．一ノζ）L9，一i（λ？。一）t。、＿◇；　a，乙〈ノk’λk－i（λ，、一λ，、＿ま），

or　compiex，　and　o£．　the　fQ．rm

　　　　　　　　　　　O｛）L：t“一1（）LoL　一‘一　）tn一一1）　｝　．

’Theil　　　　ヨ，、＝＝al十a2＿…十a？じ～まλ鼻／び．

　　　　flee／iara’s　t／ieore・m．　］’．et　a（x）　be　a　n’ioRotone　increasing’　ftinction，

and　let

　　　　　　　　　　∫ltヂda（勾＝f（・t）

converge　for　／．？［（zd）＞i．　Let

　　　　　　　　　　ノてZt・）一　　　　　瓢ご妖％）

　　　　　　　　　　　　　　　　　2t一工

converge　over　a．　ny　finite　intervai　o£　the　line　A’（zd）＝＝i　tmiformly　to　a

盛nite　limit　aSノぞ（7・t）→．王十〇．　Then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a（N）uv2V．　A　’

clS　2V一＞oo．

　　　　IFrom　the　poi．nt　of　that　x・vhich　ll〈ehaya’s　theorem　is　true　without

any　hypothesis　concerning　the　order　of　magnitude　of　一2！｝’（s），　as　lil〈e　（o）

and　（iii），　NViener　makes　the　foilowing．t　statenient　｛n　his　book　（The　lfourier

Integral，　Camb．　i　gc）3）　‘‘1．aRdau’s　lemma　canikot　be　regarcled　as　in　a

satisfactory　state　until　either　（o）　is　shoWn　to　be　the　weal〈est　restxicciori　．

on　the　order　of　一tP〈x）　that　is　su’encient’　to　g’uarantee　the　truth　of　the

’lemma，　or　else　the　true　restrictioR　is　found7’

　　　　In　gene繭zing　the　Haτdy－Littlewood　theorem　XVieiユer　replaccd’（iv）

by　（ivt），　Xn”“一X，tmi　’is　bounded．　lt　reads　as　follows：

　　　　毘既診ア躍〆s」砒∠〃ム9zb7z，　：【n　the】ヨ‘ardy－Littlewood　theorem，　co獄d至tions

（i），　（ii），　（iv’），　and　（v），　without　（iii），　are　suMcient　for　the　conclusion．

　　　　Now　in　view　of　theorem　s．6，　the　hypo’thesis　in　lke｝｝ara’s　theorem

wlll　be　involvecl　in　i”L　as　a　spL］cial　・case．　1；or，　our　theorem　is　true，

merely　if　it　is　assumed　that　the　12mit

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　蓑mi・Of（の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　A）（・tt）“1十e

exists　ac　s　u　tends　to　i十〇　along　thgi；　i：eal　a）．〈is．
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　　　　　　From　theQrem　7．1，茎，　the　Hardy－Littlewood　theorem　can　be　directly

　　generalized　bette／r亡han　Wie1｝er’s　can，　as　wil王be　evident　fm111　the　fo1－

　　1QW量n9：

　　　　　　Theorem　8．王．　Lelλn∂6αクz　zレz6ク・easz’n．cr　se4zte・71ce．，乙el（［）踊6　seノ・1’es

　　Σσ，λ三岳beでz∂soliite／y　con｛ヲ6ア望ジ2げノ汐ノ・！～（s）＞c；（H）σあ7z81ke　7eα／aXib，

　　1im（s－c）ア（s）＝8，　F（s）∂8多加吻27認の’〃836ノ’♂3∫；（m）a・，、66繊／，　a7・cb
　　ノ～（・9一〉σ

　　sa．／i：gf．y　oノ～6げ伽多ケz6クa6α∠露伽　　　　　・

　　　　　　　　　　　σ。〉一．κλ£r1（λ7乙一λ？L＿1）　 ；　　　　　a．，己く　κλ葉r1（λ，墨　一　 λ？～＿1），

　　oノ・co〃iPle」u，　a7za‘ヅ魏6ノ助〃

　　　　　　　　　　　　o｛λr1（λ，、一λ，、一、）｝．　　　霧

　　Tlieア・　．’1，、　・　ai＋（～・i＋＿．べF　a，、～8λ壽／c．

　　　　　　Let　us　put

　　　　　　　　　　　・（x十〇）一・（x＋撤；1：：．

T…Σ・茜・一∫ニヂ4・（x），…一h・9λ・≧LH…cew・h・v・

・　細目∫ニヂ醐殉〉・・
　　：NOW　we　prefer

　　　　　　　　　　　an〈κλ9－1（λ，戸λ，、の

　　f芸om　the　propositions（III），

　　　　　　　　　　　　走∫｝‡。撫〉蟷（気γ一1λ・ま｝・一’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　；≦κ1Σ（λ．一？L、．．、）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ？じ㍗畷

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　訳（1一）〈κ

　　H：ence　theorem　7．1｛ma｝r　be　apPHed．　ILIowcver　sillce　the　propos｛tion

　　（［1）　asserts　thεしt

　　　　　　　　　　。1恕。！・＋1一・）∫ニヂ1α（ね

　　、ve　αしn　conclude

　　　　　　　　　　　　歳∫1等。齢）一・／d．

　　　　　Thus　we　ha，ve　cQmPleted　the　pl’oof　o麦the　present　theoぎem．

　　　　　Here　we　should　notice　that　the　XViener’s　Exte1ユsiozl　Theorem　of

　　the　Hardy－Littlewood　Theorem　is　true　even　wlthout　such　weakened
　　hypothesis（iv）．　While　we　should　aiso　notice　that　oll　c■ccollllt　of　theorem

　　6．王，the　follow三ng　theorem　mεしy　be　established：
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　　　　The・ren・8．2．1・Z／ieクμンz　theoreiti　8．・！加ノT！〃π〆～b7z・F（∫）伽〃面γ

l／ie　3♂〃aM／2姥1’読α偽・COノ・f17〃ia・1？・／e・ノ〃。　R（S）・・c　a〃〆フ’887〃々ク・・ノZ！〃6

伽認ω＝らt，’．vce2Sti　s＝：c，齢・が・e・e・吻催（II）の・　、

　　　　　　　　　　蹄）＝＝0（eal’り，　s＝　a＋μ，

ノ「or　so〃z疏ル〃Ze　C，フ〃2加グ〃め．ヅ加σ〉ら！加coアπ々！s！碗廊a．∠∫〃7’71e，

　　　　9．　ln　the　present　’section，　we　shail　cliscuss　the　positive　and　iTiono－

t‘one　increasing　，fitnct20n　rz（x）　siich　as

（42）　（X（．fV’）：＝　0（1）

as　x一一｝oo．

　　　　Now　iB　orcleir　to　recltice．　this　case’to　the　forrner，　we　introduce　such

a　’function　i1｝（．ft；）　E，Ls　follows：　’
　　　　　　　　　　f？（x’）＝＝xa（x），

　　　　　　　　　alB（x）　＝　xt？（a（x）　＋　rx（x）nl．x’，

　　　　Inasmuch　as　i9（x）　is　clearly　positiv・e　and　mc　notone　increasing　ancl

　　　　　　　　　　i3（・x’）：＝＝0（x”），　x一＞oo，

a11　these　i．ntegrals

　　　　　　　　　　∫ニヂ姻．／ニヂー・・（x）颪∫臨一・聯）

may　exist，・　and　conver．cr．．　e　absolutely’ @at．icl　“niforihly　foir　ff＞o．　1－lence

xv　e．　h　a　NT　e．

　　　　　　　　　　／五ヂ聯）一∫oヂー・｛x姻｝＋∫二」一・一・・（肋・

　　　　Inasniuch　as　froni　the　hypothesis　（；t2）　xve　caR　｛ntep．’rate　by・　parts，

　　　　　　　　　　∫二面κ）一・∫驚・一・㌔（窪ン～！．x＝＝！（σ）・

Tlierefore　the　abov－e　statec！　equatio．　n　may　be　“frkte．n　as　’follows：

　　　　　　　　　　心一・一閃）＝＝・f（・）痴）・

　　　　NToxv　if　we　assume　that

　　　　　　　　　　勘皐。に押κ）一帯・）一…

A　being”　finite，　then　xve　obtain

　　　　　　　　　撫心一・一聯）一！厩げ（・）鞠！（・）　F

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝o．十A．

］’一lence　by　theorem　・s．3

　　　　　　　　　　A　＝iimua9（X”）　＝1　lhn　a（．y）．

　　　　　　　　　　　　　x一〉　co　　∬　　　　邸卓QQ

　　　　CoRverselv　｛’f　we　alloxv　the　e）．ciste　nce　of　the　limit

　　　　　　　　　　lini　a（x）　＝．tl，

　　　　　　　　　　x→・eな
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tllen　in　the　fi｝rst　Plaeo　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　　　　　　　　　1im　β（x）　、＝．／1．

　コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ

　　　　　　　　　　　Xr＞。Q　x

in　the　second　place，　by　theorem　5．4．，

　　　　　　　　　　翻：ず一・一聯）切・

ill　the　thkrd　place

　　　　　　　　　　lim（σ．＋1）．／（σ）

　　　　　　　　　　σ→レ十〇

exists，　accOrdingiy　li．mノ（σ）exists，εmd　moreover
　　　　　　　　　　　　　　　　　むザうむ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　タ

　　　　　　　　　　雍蜘・）勲、∫ニヂ醐・

　　　　Thus　we　have　prQved：

　　　　The6rem　9．．L　　」乙8！α（め　be．aφ〃3〃吻〃aフzd〃zo770〆0726　7レπク・6久9カzぼ

．カ〃π’加碑4観α（x）濡0（・），as　x→。。．　Lel’

　　　　　　　　　　」鶉∫ニヂ帥）＝・A

〃0〃．　　7ン》67～

　　　　　　　　　　　　　　　　　　α（κ）～オ．

　　　　Con”c’cz吻・，　ld

　　　　　　　　　　　　　　　　　　α（め～凶

ル。／4，as　x→o◎．　Z伽3τc．le加τ・6

　　　　　　　　　　舗二r・齢）＝・A・

　　　　Now　we　shall　generalize乞his　theoごem．　We　only　assume　thatα（x）

be　of｝imited　variation　over　any　finite　intervεし1．　In　the　same　way　as

in　the　sect｛Qn　8，量f　we　i．ntroduce　the　positive　and　negative　variations

α＋ i∫v）　a】rld　　α隔（∬）　of　α（x）　in　　（1，x），　then

　　　　　　　　　　α（x）瓢α＋（κ）一α一（κ）．

　　　　Now　fofmally　let　us　write

　　　　　　　　　　ノ（σ）篇ゾ＋（σ）一〆”（σ），

　　　　　　　　　π・）一∫瀞一蹴

　　　　　　　　〆・（・）一∫：ヂ〃（x）・ノー（・）一∫ンー・醐・

Howeveτif　any　two　of　these　three　above　writteh　integrals　exist，　the

other　necessarily　exists；besides　if　any　two　of　these　three董imits，　w｝｝至ch

fo！ユOW，　exist

　　　　　　　　　！蕪ヂ姻一プ（＋A，

　　　　　　　　　無∫ニヂ齢）イ・（＋・）一沼㌔
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　　　　　　　　　　　　舗ンー・姻イー（＋・）一冠一・

　　the　other　also　exists，；　・accordingly　A＝．／1“一A一．

　　　　　　Asα＋（勾，グ（x）are　monotQne　increaslng’fulletiOlls，　theorem　9．I

　　may　be　apPlied　to　f’（a），　f一（a）．　Hence

　　　　　　　　　　　　rx＋（x）・’一vA＋，　a一（x）一’rA一，　．

　　as　．x’一＞oo；　accoirdingly

　　　　　　　　　　　　a（x）・“N一・／1　＋　一　／1　’一　＝＝　A．

　　　　　　Thus　we　have　concludecl　that　’　，
　　　　　　Theo．rena　g．2．　ff　an．：，　ke，o　of　l／！esc　XliTee　2’721e．o’ra／s

　　　　　　　　　　　　∫二r・齢）・

　　　　　　　　　　　　∫2ヂ・／娯κ）・

　　　　　　　　　　　　∫ニヂ齢）、〕

　　8κノ鳳a7・2dゲ翅γt7c．lo　6ゾ／〃鷹〆〃解♂～レ〃μ3

　　　　　　　　　　　！凱にヂ醐・

　　　　　　　　　　　　！瓢∫二r・dα・（x）・

　　　　　　　　　　　無にヂ姻

　　exi；st．　l／ien
　　　　　　，
　　　　　　　　　　　　a（x）一一一一A，

　　7e．f／2ei’e，　a（x）＝：（x＋（x）一（x一（．y）’，　afzal

‘（・・）露無・にr・醐・

　　　　　　XVith　the　help　of　theorem　st．6，　we　have　the　following

　　　　　　Theorem　g．r）．　．Z］el　eiZ／ier

　　　　　　　　　　　　a“（x）＝0（i）　or　a’一（x）　＝0（t）

　　li．o／al．　Tlien．

　　　　　　　　　　　　聖・（x）勲。σに押x）　　　・

　　z’n　t／ie　sense　t／iaX．　iJIC　ei7／u／r　si’t？｛e　axilgls，　X／ie　ot／ier　sx’hle　exz：gXs　av2（1　as一

　　、9？〃1ノピ・、9　1／i6　sa7／1β．τ’ζZん≧6フ．

　　　　　　10．　XVe　shali　atgai　i｝　return　to　section　4．

　　　　　　1．e．　t　rx（x）　be　a　’monotone　increcrtsing　function，　and　let

（ワ）　∫鯉（x）一・（め

as　x一一〇〇．　By　means　of　（ig）
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　　　　　　　　　　ノてσ）＝0（σ’P），　［σ→・］

　hcre　the　fRnc七ion．〆（σ）is　def達ned　by　the　integral

　　　　　　　　　　〆（・）イ酬め・

　　　　　Now　we　are　on　the　point　of　discussing　the　1｛m｛t

　　　　　　　　　　l｛m　aPf（σ），　．

　　　　　　　　　　O→・十〇

　as　to　whether　it　may　exist　or　not．

　　　　　T・1・・mthi・，1⑳・t・箋・紬・t・・nsf・・mati・ll（35）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　エ
　　　　　　　　　　ai（勾諏α（百），α、（x）＝o（x）．

　　　　T・・醐一∫》÷卿÷）』∫診一÷姻

・・d
@gtw、σヒ魍贈π・÷噸。・∫｝一・÷嘱（x）・

　　　　　　　　　　　ヨ　　　　　　　　　　　エ
Ifwep厩　　σ下窯バη，　κ7篇〆，　T＝＝e’i，

the　above　integ’ral　expression　may　be　wl’ittela　as　follows：

（x・）q／（a÷）一レ構・〆㌦（ξ），

　　　　　　　　　　　4ナ罷（ξ）冨6麟搾ζ～lai（〆ξ）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

On　the　other　hand

（x・）　α募）解〃・募P）

　　　　　　　　　　　　　　　　一・…∫ニダ）

　　　　　　　　　　　　　　　　一∫二凶％1（ξ）・

　　　　If　we　三ntroduce　such　ノζ銃（ξ），ノぐ肇（ξ），　defined　as

　　　　　　　　　　ノτ芽（ξ）＝＝e－PEt？一。’m’；’，　　（一一〇〇〈ξ＜◎o）

　　　　　　　　　　ノぐ諮（ξ）＝O，　（一〇Qくξ〈O）；　　＝e闇酵，　　（O＜ξく○◎）

then（X正）and（X2）may　be　written　respectively　as　follows：

　　　　　　　　　姻一∫塗（v　一　e）　dn（S），

　　　　　　　　’w’（9，）＝：∫1．．雄（v一ξ）d・・（ξ）・

Fourier　transfonns　ofκ彗ζ，ノ鐸are

　　　　　　　　　　，な∫塗銃（ξ晦rデ葦∫二一・グ物

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　「デ〆（P十　i2P）‡・・圃

　　　　　　　　　　，ないξ）ビ喉「な∫藷”（一・ξ必
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　工　　　　　　正
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝一一一＝＃o．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1／2T　P＋1’ln

　　　　　Since　ri（8＞　is　monotone　incre，rLsing，

　　　　　　　　　　　1灘∫1μ（η一ξ剛ξ）≧製袈。1醐1∫：㍉1（ξ）・

　　　　　Thus　from　the　［｛’auberian　Theorem　it　is　eyi．dent　that　the　t’xvo　fol一

］owing　statements　are　equivalent　：

　　　　　　　　　　　醜∫1μ（η一ξ剛ξ）イ認挙（ξ）d6

．・nci鵜∫1幽ξ）dr、（ξ）一4∫塗（ξ）礁

　　　　　However　we　see　that

　　　　　　　　　　　∫＝翼（ξ）婦卜卜・秘説（ρ）・

　　　　　　　　　　　∫＝君（ξ剛影P矯十．

　　　　　Consequently　we　obtain　：

　　　　　Theorenで　I　o。1，，　ノ乙e！　α（．v）　ろe〃ノ。〃ρ！〃2～？カπフ・nas！うろ¢，　a一アzd〃！！乃6　COfノー

漉ぬわ〃

（i　7）　a．（A，’）＝＝　0（xF）

1）esa！ノニ£fied．　Tlien　〆〃e　．fo／／o7f．lzレz8’！τρo∫！at8ノノ！871！s　7c，～7／be　841〃セ，ζ7あア？！：

　　　　　　　　　　　linaσヒノ『〔σ）＝＝B

　　　　　　　　　　　σや十〇

aクノ〆　　　　1…mα（・x）＿　　・タ　．

　　　　　　　　　　　x今。。　5じP　　　ρ∫’（ρ）

　　　　Now「especiall．y　in　tho　place　of入獄，1（・t　lls　take　a入1，　clefined　as

follc　xvs　：

　　　　　　　　　　　瓦（ξ）＝O　（一◎◎〈．．ξ〈O）；　　コζ2一ち　（0くξ＜．OQ）；

accordingl．y　there　inay　exist　i．clontlcal　irelatlons　be．tween

　　　　　　　　　　　醜∫塗（η一ξ）d・・（ξ）・・　．il　／＝評（ξ）・倒

・・d
@厩∫ン（仁ξ剛ξ）一B＝＝∬（・）・

　　　　1’lence　we　have

　　　　　　　　　　　B／r（・）識レ・賜・（ξ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　＝・1灘ge－n∫g”κ（1一のdai（xP）・

　　　　Thiis　x“e　conclude　that　’

　　　　Theorem　i　o．2．　（fi・zder　in，Pol／icses　o．f　X／ieo7’em　i・o．i，　！／ie　X7e1o　fo／一

々7c7レz88！aXeノ〃enlsσア6ノ漉7ノ！露認：



82　．　　　　　　　　　Titnexo”8α∫6
　　　　　　　　　　　　　　　毎

　　　　　　　　　　　1im・ガ（σ）＝＝B

　　　　　　　　　　むケ　む

認瞬∫欝・一・姻鷺）・

　　　　　ユ1．　In’t1｝e　Seque1，　we　sha11．　show　the　relation　between　Hol（墨er’s

Sum　and　Tauber圭an　theorems．
　　　　Letα（x）be　defined　over（o，◎o．）andα（十〇）≡…o．　Besides　let　it　be

Emonotone　increasing　function．　N．Qw　let“s　con＄ider　the　following
repeated　integraユ　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　，

　　　　　　　　　　一一毒階∫驚ご・∫セμ1・・一讐．．∫1烈澄ぬ（・）・

By　using　the　Dirichlet’s　transformatiqn　wlthτespect　to　repeated　inte．

grals，

　　　　　　　　　　面一妻怒109等里諏（・）

and．編κ）一尭拗凄・　・

When　we、gene罫allze．and　take　any　real　numberλ，　such　as＞一｛，　ln

亡he　place　of　710f　the　圭ntegrand　of　the　above　integral，　we　have

・（4斗）　私（・・’＞r＝；∫：（iOl漆藷1り㌦（⇒・

αearly；ifλ　・7・，斑（x）c・inc．ides　．d，，（vxe）．　XVe　are　n・・v　ab正e亡・、vrlte（44）

in　another　fol’m；that　is，　if　we　pllt

　　　　　　　　　　t　・eξ，」V　・e’i，

（45）縦（η団1．．繕）da＊（ξ）・・

where　　　　∬労（η）…藁私（〆1），　α＊（ξ）…ヨα（eミ）．

Furthermore，1et　us　put　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．t

　　　　　　　　　　％（ξ）一・（一．．くξ〈・）・一7（．≒、）ξλ・nミ・（・くξ〈・．）・・

・・d． E（ξ）一レ糊・（一）一・

Then（45）may　be　written　　　・

（・6）嗣一∫1μ（η一面（ξ）・

Now　n4x（ξ）≧o　for　一〇Qくξく◎o，　and

　　　　　　　　　　　　　　　∫＝μ（ξ）二八、≒、）∫踏λ〆嘩一1・

　　　　r（・＋心・・（ξ）・一喉一∫｝Σ・一・一・泌

　　　’　　　　己イ（、＋劣δ・．・〆幽（三審鮎
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　The　last　result　may　be　obtained　by　C＆uchy’6　theQrem　as　foU（）ws：

　　　　　∫き・・一・・一・矯噸∫多・グ・・一薔

　　　　　　　　　　　　　　　　　　オナゆ

　　　　　　　　　　　　　　　　　一瓢∫二1職什1乱）川酷

　　　　　　　　　　　　　　　　　r論・．・｛1・m∫二論λ一im∫1＝二♪圃

　　　　　　　　　　　　　　　　　「汁毒∂…撫∫藷・驚

　τ｛enee　the　Fourier　transform　ofノレλ（ξ）does　nOt　vanish　for　any　real　7～．

　Thus　if　thαe　exists　the　limit
　　　　　　　　　　　　　　　　　　、
　　　　　　　　　　　1灘∫＝♂五（仁ξ）dr（ξ）・

・fw・p・q聡∫＝ンt）（・一ξ＞dr（ξ）一心五（ξ）deA，

　from　thc　Tauberian　theor6m，　we　can　rep重ace　any　function　belonging

　to　dle　class　ノ｝！；乳　圭nt（）　the　place　of　tl，灼（ξ）　of　the　above　equat量on．

　IIYoir　instance，　instead　of］ノΣ（ξ），　we　can　take　the　folbwing　functions：

　（i）　　　　　　ノ頑（ξ）＝＝○（一〇〇くξ〈Q）；　ノ這（ξ）＝＝e一’ミ（o〈ξ〈OQ），

　（ii）　　　　　　　ノ㌶～（ξ）瓢＝6一導6－6P蔦　　（一〇Q〈ξ〈oO）．

　’rhUS　we　have：

　　　　　Theorem　11．1．　∠Lelα（x）be　a〃zo7・zotone　zラπク’8侭zン28．カ〃2ct！bア1。　Tlieタ1

　ρ〃llies65’〆aX6〃28nlsピzア66“ク？〃セ’σ～l177t：　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　竃

　　　　　　　　　　　藁筆∫1（log　x“一lo．cr　X　　八λ＋玉））λぬ（〆）濡刀・

　　　　　　　　　　　1｛mα（x）＝ヨ，

　　　　　　　　　　　x’う◎e　　x

　　　　　　　　　　　！脇σ∫｝一・刷κ）＝／｛・

　　　　　Evidentiy　we　have　aユSO：

　　　　　Theorem　I　L　2．　乙砂型711ie　sameゑ塑。〆加31否ρ／tlleo「em　4・3，昂6

60ク2ぬ∫加∫of　theorem王1．l　fCノ〃．be〆グ〃．　　　，

．　Now　we　shall　introduce　a　new　definition　after　W画e罫2：he　says

tha亡　the　mass－distribut｛on　de£ermine（l　by　a（．1：）量s‘‘bounded　be！ow，，　when

（斗7）　　∫距顧κ）ト∫r悔（x）≦A；　←。。〈ッく。。）

　and　tha亡it　is　‘‘bounded篇bove，，　when一α（x）determines　a　mass－distri－

　bution　bognded　below．　Thus　oll　account　o£this　definition，　we　obtain：

i．　XViener，　1．oc．　cit．，　p．　73． 2．　See，　Annals　of　Math．，　L　33　（rg32），　especially　in　sg6．
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　　　　　Theorem　I　I．3．　．乙eX　a（x）be　aノ？〃26〆ルフ24／〃’bnz’ten～loXa／zチ御・2〃々加z

o？7〃ewer；・ノrnzZe　z秘6ノρ認．　Let　l／ie〃za∬一画〃富の～‘’加dele〃〃ined　43’

γ（紛∂e∂・2〃zded∂盈・τひ・フ・∂・～〃Z‘碗ab・we．　T／i・en．伽6・ク2ぬ廟Z30f

theorem　王1．1　7CJZ’l／αゐro　be〃〃e．

　　　　　Now　if　we　combine　theoτerh　I　I．3　with　the　Iast　obtained　theorem

in§王0，　We　have：

　　　　　　　　　　　撫α夢）一鋤ゴ，∫1（10g万一10gガr（x＋i））λ脚）

in　the　sense　that量f　either　side　exists，　the　othαside　ex…sts　and　assumes

the　same　value．　OF　cou．rse，α（x）should　be　su切ect　to　the　hypothesis

　of　theoreiη　 Il．3．

　　　　　1．nasmuch　as　the　condit圭on　thatγ（x）is　bounded　be宝ow　or　bounded

above　over（一〇〇，　Oq）111ay　be　restated　to　l二ead

　　　　　　　　　　　∫1＋7個・り國〆）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［＝＝○　 ’　for　　・t～｝rz（〆）≧o］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦・∫：＋㌔一w）i．［f・飽（〆）〈・］

　　　　　　　　　　　　　　　　，　一イ》ぬ（〆）一・∫：ii競り［・〉・］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　壽撫｛一・（・）｝（毒＋1＋t一、栃）・

theref・reα（一／／）／η〉一ハ7斗．

　　　　　Thus　we　obtain：

　　　　　CoroTlary．　ノニel　α（Af）　be　ρ／～！レ〃i7e！／！o！a／7，a〃ン7！～わ刀07・〃・e71f7t：γノ7ノ～！7c

zt7ノ！6ク’澱～．■：6ゾ

　　　　　　　　　　　α（η）／η〉一聯74，　0ノ’　α（η）／η〈Aヲ4．　［η＞Q］

Tlien！〃e　c・ncl？tsib7ノ∫・f　theQrem　l　l．・τc，！’l／be〃2〃．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ

　　　　In　the　seque1，　we　shall　say　that　the　ser｛esΣら、　is　summab摘n
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　三

池λ）a・dth。（N，λ）一s・m，　A，　wh。。　the　1圭mit

　　　　　　　　　　　llm菰（X）　Qr　蒼m∬諮（ワ）

　　　　　　　　　　　xナco　　　　　　　　　　　　　　　t「i一〉◎s

tends　to　a丘nite　number　A．　We　shall　prove：

　　　　Theorem　H　4．　Letf｛リ，、｝　～ie　a　8勘672　se4Zleアπ6，　and／eX

　　　　　　　　　　　りt＞0，　り7、↑○◎．

Let　Mlie　sek　’esΣc，、　be　s2・t77〃iαble　zンz（u，λ）anal　／i・ld・l／ie（瓦x）一s2・t772一

∠4。　乃zl／i・e　36〃診3Σc，、，2fc，、　beフ・ea／，／el　露　～う6　3zψノ汐‘〆　！o　oア2e　o／’　・1／i・e

ノ汐卿訪zμレ28グ2〆励ノ！灘

　　　　　　　　　　　ら呂〈κ（り，だソ、、．、）；　ら、〉一項場t一り、t＿1），

or　co吻血，〃々掃632吻診6〃。〆加！②ヂ．〃〃z
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　　　　　　　。　Lc7、＝0（リ？、一り7～議）．

　Tlieアz　　　　　　　　　　Cl十62十6「3　十　．●●。o。　÷c7t～ソ7菖読｛9

　　　　To　prove　this，圭t　is　su稽cient　to　not圭ce　that　if　we　put

　　　　　　　　　　α（x）甥Σら、，

　　　　　　　　　　　　　　ソ，↓≦κ

　　　　　　　　　　α（X÷O）一α（X－O）＝C7、　（κ課垢）；二〇　（κ‡場），

for　the　condit董QD，　for　iBstance，　c。t〈一21〈（Vn　一　Vn　一　1），

　　　　　　　　　　　叢∫撫＋（x）≦噸りk＋1デたくκ；

he簸ce　theorem　I王．2　may　be　apPlied．

　　　　Now　we　shall　consider

　　　　　　　　　　礁（・）イ．．繍’〃灘［・》1］

　　　　　　，・7x・・（x）一圭∫＝（10騎詳響）k　llx（畝

1：．｛ere…t　is　evident　that

　　　　　　　　　　z4諏（η）．．　Ux，y（x），　［x＝eη］、

Il　we　put〃・（ξ）一∫ン受（ξ）d4，

　　　　　　　　　　dll，．（ξ）＝　．ZITIt‘（ξ）dξ，　　∬蓑‘（一〇〇）；o．

H・wever，　since〃、（ξ）will　satisfy（斗7），　if

（，，；，s’）　　澱（ノ）〉一ぎ・rノ痴・）〈2V（一。dくJY〈。。），　、

呈fwe　combine　this　rcsu1亡　、、Tith　theorem　l　I．3，　we　are　a】：）lo　to　conc玉ude：

　　　　Theorem　I　I．5．　」乙elノ／莞（x）be♂レ♂’68ノ’ab～と7，ピz！！01～と］！

　　　　　　　　　　鮒（x）〉㌦V・・耐（x）く・V（一。・〈x〈・・）．

Tlie・n！〃6ノ汐紛7ε7痂8〆τC，O　SげaXe・me／ilS　are　eクZsztd　a／efz／＝

（i）　　　　1．im乃～瓢（η）＝β；

　　　　　　　　　　め　レの

G・）　1膨6ン∬灘一！蛾∫淋吻詔
　　　　Since，　if　λ〉一1，　thc£叫1c亡ioll乃蒙（t）will　bo　collti21tlOu畠fo’　r∠＞o．

、Ve　have：

　　　　Corollary．　」乙e／！／ieノ「z〃lctl’o　11ノ／菱（η）be∫2‘〃ノZL，ct！o　t／ieゑ乃60！〃63！3・q／

theorem　I　I．5．　．乙6Xλ〉一1．　Tlie7i／ん6メ9劾7σ〃a8∠τひ。　state〃67グ5巳7e，i’／／bd

60i’ y6i’?ｌｅ７！～f：

（i”）　　　　1im罵㌔（η）ニ＝ゐ～；

　　　　　　　　　η一＞co

（iiノ）　　　　　　　　　　 1im　研（x）＝汐．

　　　　　　　　　x命q⇔

　　　　］1．et　us主）ut　the　express｛on（45）ik£O　the　integエand　under　th（）integraI

sign　of　罵苧粋（Tl）．．　The簸
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　　　　　　　　　　噺）一・’・∫二．．綜）；）・讐∬灘

　　　　　　　　　　　　　　　　　鶉・一η∫二沸講死繕）・囎

　　　　　　　　　　　　　　　　　一細・闘・∫1汐＊（ζ）∫：綜ξ1；矯）alξ

　　　　　　　　　　　　　　　　　イ”∫二．．冠鶴，）粛（ζ小一脚・

Here　wc　assume　the　possibility　of　these　processes．　In　viewin9　　・

　　　　　　　　　　　1（、一∠）・∠・dt＝「（／i＋・）T（X十i），　　　　　　　　　　∫。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T（μ＋λ＋2）

we@ha・c購）…，
P一η∫Z．．捜講署）・・a＊（ζ）・

that　is，

（49）　　　　　　私装（η）＝ノ≡ろ茸F÷1（η）．

　　　　Thus　it　w圭11　be　clear　that，ノ汐グanγ17vo）♂〉）㌧，2f　lke／zbullZ　lim〃交（η）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つナの

嬬儲鋤・・融融・伽璽蕊瑚η〉・癬・．・・卿働〃…伽・〃・・

7・σZz46；a71ni〃loreoffue・r，　ij　eltker　Of　the　zン26ク7‘盈功3

　　　　　　　　　　躍（め〉一AV・r澱（κ）くA7v「（一。。〈一xく。・）

be　satl：syZeal，！々6アz　t／i　e　lzvo痂諺3

　　　　　　　　　　1i痴∬影（’rf），1im澱（η）

　　　　　　　　　　つやの　　　　　　　　　　ヤ　やの

6卿諺al踊6　sa〃ze動ノz．eσ按♂み。加齢6　sa〃ze汐σ姦6．

　　　　Now・hユthe　above　statcd　εし翌gument，　since　we　see　that　the　i職tegrai

　　　　　　　　　　∫㍗†葦〆ξ

may　express　a　regular　a1儀d　analytic　fullcSiOl｝ofεonly　e・￥c，ept　foエε二〇，

一・ P，一2，一一一一 R，＿・．、in　the　wholeε一plane，　we　can　give　ge1ユera難．y　com　plex

values　for　2，？！t，　except　for　－1，一2，一3，．．．…　．　Conseqttently，　under　a

suitable　cQ．mP正ement，　the　Tauberian亡hoorem！．nay　be　aPP1圭ed　there　a1sQ．

．　ln　the　sequel，　we’sha11　sltow　some　interesting　theorems：
　　　　The6rem　i　i．6．　Let　｛v，，｝　be　sz．tcr／i　a．’．crl”de7i　se（7ustzce　as　l／iat　of　theo－

rem　I　L4．　ノ箆　tli・e　ser多渉3　Σc，，，が

　　　　　　　　　　・11＋6窪＋c、＋＿＿＋　c，、・7・・tり〆！1，・醤。，

伽磁、。、廊：§ら擁乃。“〃姫伽・8露．
　　　　　　　　　　　　　　，t＝＝1　りπ

　　　　To　prove　this，　we　define

　　　　　　　　　　α（め＝Σら弄・

　　　　　　　　　　　　　　　ソIL≦；x己．．

On　account　o£　the　hypothesls，　all　thcsc　limlts
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　匁
　　　　　　　　　　　臆耐二．．鰭）・曽（η％（ξ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ＝○，1，2，．。．。．。．．．，　　fl，．。．．．．．．．

　　　　　　　　　　　　　　　　・（ξ）一∫ξグ・融（～），

may．exlst，　arしd　assume　the　same　iimit∠｛．　1腹oweve罫，　for　anyηln（一〇◎，’

。。いh。、e，i。s当（仁ξ）？t　i＿if。，mly，。。ve，ge。、。、、。ξ。v。，←bO，

　　　’　　　　　　　　　　　　？声⑪　　　71！

oO）and　tends　to　o（擁嵯）．　Thcreforo

　　　　　　　　　　義賜禽∫二．．編）1）・扁（’1’E）dr（ξ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　一∫二．．Σ（ηヂ・一（％（ξ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　一∫二．、確）一∫1．．6一聯・）

　　　　．　一∫篇脚）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　7～．　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ，t

H：enCC　lim　limΣ罵（η）＝王｛mΣCk．
　　　　　　　　　　n一〉。。↑け。。Pmu⑪　　　・け。。ん臨1レk

Now　let　the　series　in　the　left－hand　side　be　convergent．　Then　for　any

given　η｛｝andク♂o，　there　may　be　found　a　number　ク！‘｝stzch　that　for　a11

η≧ηoaiid　for　a正1％≧7／o（η1｝，ε）

　　　　　　　　　　　1菰（η）【〈ε．

But　thls　contradicts
　　　　　　　　　　1量m罵．（η）＝温

　　　　　　　　　　「i一＞co

for　cvery　ノム　　Thus　we　have　complete（i　the　proof．．

　　　　The・・en3．　I　I．7。　Let暢b・’・渉即耀66　cle伽ial　as　l／t．at　q／the・rem

ロ．4．　」乙露l／ie　56ワ・露3Σc，、　be　Slt・・lf〃ノra，ble　zYz（んζλ）／oヨ．　Z／c，、　be・rea／，

／e’t～z　bes～〃・6〃。　oアzeごヅ伽36　zレ～ζ脚α躍～ヒes

　　　　　　　　　　c？t〈K　v7・一レ・一一1　；　らし＞一κり・・nyV・t－1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り71　　　　　　　　　　　　　　　　　　v7t

or　co〃〃厩／erl露be　8z三軒to　l／i　atノ励〃

　　　　　　　　　　c・・一：・（建干警μ1＞

　　　　　　　　　　　　　　　の
T1ien／ke　36〃診3Σ6，、　c’onf．，ertso’e？s　Xo　t／le　s2t・7〃A．

　　　　　　　　　　　　　　　nma1

　　　　ノ）・1’oof．　By　lneans　of　the　hypothesis，　if　we　evaluate　the　positiv．e

var茎atio2ユ　O｛　α（X）　over　（0，　X）、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れじのま　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の
　　　　　　　　　　［α・（x〉］需α＋ω≦κΣリ帰一りたく五二

　　　　　　　　　　　　　x≦ソ，t　　　　k””1　りk＋1
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1－lence　we　have

　　　　　　　　　　・轍葦∫1蹄ξ縣序啄二．．（η譜1・（・灘・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈KS　，cot　ptM’e　一’tdt　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　二忽（λ），　［λ＞O］．

ltlowever

　　　　　　　　　　・く1証ノ野心ξ）殉謹

　　　　　　　　　　　≦藍μ一・（・一ξ）殉必囎∫二．．鰯・一ξ）・・（鱗

　　　　　　　　　　　≦κ1’（λ！＋1聰蝋η）・　　　　　　　　　　・

Where　t16一一i（g“）　is　as　defined　at　the　beginning　o£　this　section．

Irom　this　we　may　re．adily　conclude　that，　£or　一pd〈r／〈oo，

　　　　　　　　　　　n一一1ww　　　　　　　　　　s
　　　　　　　　　　　　　α＊（ξ）必

　　　　　　　　　　　n－2

is　bounded；　hence　in　view　of　’
　　　　　　　　　　∫：＝：a・（ξゆ7・・（・一・）・

we　see　that　for　一〇〇〈71〈oo　there　exlsts　an　IV　such　that．

　　　　　　　　　　α＊（η）ぐM

Consequently，　these　two　limits

　　　　　　　　　lkn　n’”　（vt）　and　lkn　7z‘＊’（71一）

　　　　　　　　　二一〉◎◎　　　　　．　　　　　　　鴛今co

exist，　and　according’ly　the　limit

　　　　　　　　　lim　a“（V）

　　　　　　　　　η今06

exists，t　Thus　we　have　completed　our　theorem．　’　9・1£・．D．

　　　　N・ow　we　shall　consider　the　foilowing　integral　of　a　more　general

i’orm　than　tlaat　of　1’［Zlx（x）：

（so）．　Gx（x）＝rm
№求^：｝iF．）S，X’一［1！’：ll］iaii？］L（”）x一＋Tii）］X　da（t），：

where　g（x），　T（．y）　are　defined　over　（o，　oo）　so　that　they　ar．e　positive，

・・nti…u・a・d　g（x）↑。。・・（x）↑甲・F・・th・rm・・e，・ve・・！pP・・e乞1・E　t

　　r．　The　conclusion　that　this　litnit　asstn’nes　tlie　valtte　d　may　be　provecl　as　follows：　by

ll｝ealls　of　the　ユ、atiberian　theoren1

　　　　　　　　　・鵯η一1∫2．．α＊・ξ）d…　　　田…　・

let　｝im　a＊（”）＝＝A’，　then　A＝＝A’　necessarily．

　　71一）．eo

　　2．　See　T．　Sat6，　On　Abel’s　integ，yal　eqaat’ion，　“lemo，　of　the　Coll．　of　Sci．　1〈yoto　lmp．

Univ．　Ser．　A，　Vol．　XVIII，　No．　2　（［g35），　pp・　63’78・
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

・・　IUg［τ鴇1一酬幸・㌧．・．．．’．・　’

or

IL @　醜欝一瓦（＝po）・．　㍗

Now　let　tis　take　case　1．　1’．et　us　pttt　’　．

（51）．飾）一圃一μ∫1［τ綜曽コλ醐

T．hen　tl｝e　expression　of　（，so）　may　be　writtek

（・・）．・・ω一〔｣醐・
Moreover，　if　we　put
（T）　．　T（（．）一一6i　．T（．ftf）　＝＝en，

ac　nd

（53）β（ξ）イー1（㌔’）隔（卜・（さく1・9・（＋・）），

where　T－i（t）　means　the　inverse　of　r（t），　then　（si）　will　become

と・・）　嚇）一∫1∫1イ・・一e）］　X・一・P・一x・・n一・9）囎「

here　ev2dently’@G（xY）（x）＝　GX（pa）（TD．　’
　　．　XVe　shall　introdtice　the．，ftmction

　　　　　　　　　ノ｝4三，pa（ξ）＝Q　　（ξくQ）；　　；＝（1－6一ξ）λ6欄（pa暫λ）葦　　（0〈ξ）．

Clearly　t16，　pa（S）＞o　and　its　1－tsourier　t：aiisforni　is

　　　　≠房∫置・一のλ6　　・　・だr考r∫罪ワーξ）λ6一と一・16

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　「7雄∫：（1－1）・t・＋iu一一idrf

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿．1　　∬’（）し．十1）∬▽（ノう十z’2t・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1／2n　IN’（p＋x＋i＋zrit．）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　一　i　r（x十．Dr（pt－x十z’）e）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゾ牙　　　r（μ十互十々の　　　’

for　att　of　whlch　there　is　no　real　zero，　lf　X＞一一一i，　p＞一i．，

Furthern30re，
　　　　　　　　　　ン・一一「（x＋i）r（pt－xr（μ＋王））・　　　　　　　　　s

　　　　Now　let　．・’　．　，
　　　　　　　　　lim　Gx（．x）＝A．

　　　　　　　　　工→・◎o

Then　farom　（s2）　and　（s・　4），　it　fo］low＄　that

　　i．・一For　x（x）＝：x，　？（x）＝：xX，　y　＝X，　this　becomes　the　Riess’　sum．



90・ 鎧〃嬬づSdt6

　　　　　　　　　　漉。（St）（x）＝1灘。攣’（η）、遮ニー．．二．．聴．．．　　．£．1．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一Cx，・∫二．．砥継

　　　　　　　　　　　　　　　’一振「（許・）八μ』λr（μ十・））．・1．．l

where
，（sts）　Cx’”’”一AI．7ct｛｝￥ifl（2“一r（seS）r“（7一’i）”’［”一X．’6］’

Thus’　since，　if　a（x）　is　mono’tbnel　P（6）　’will　be　also　inonotone，　from　the

Tauberlan　theorem，　we　are　able　to　・conClude　that　the　two　following’

statements　become　equivalent　：

鶴β讐鶏き∫：鞘1㈱．［。離・土蛸1：。。）．禦）1－6・・ip・、

蜘嚇）一鴨彦（K・）帳・．三竿轟rλ）．・．．［・一・〉・］・

　　　　llvfore．　g’epe．rally，　i｝i　．　order　．tQ’　gs．e　’the　notion　of　the　mac　ss－disttti｝？pt．io，i｝　，

認膿朧跳欝9脚“岬．騨・Wi騨’．we，．conside∵’ae・：l

　　　　　　　　　　／l“1　alp（ei　一一　S］“bp（a　・　．’　一・　・　．　．．．　．・．　・．／．．．i／

　　　　　　　　　　　　　　一∫［・（t阿児トda（ハ｝

　　　　　　　　　　　　　　≦一・∫嘲・一画）［t・1・（のr・］＿．，．

　　　　　　　　　　　　　　．r「・∫卸・［t””’（1）］［τ（＋轡．．］

　　　　　　　1・卜｛“　tepa一α［ゼ三（の］｝・一（λ一μ　　　　　　　　　　IC）∫上州｛一・［ゼ・（の］｝司・

　　　　　　≦2撫解τ判｝｛＠多）㌦・λ丸＠の1嚇¢州［λ一・〈o］．

　　　　　　・一一’4　’］）Vg．a．x　｛’　一L　a［Tri（t）］　｝uX一　pa：

　　　　　　　　　ustsetc

Hence　P（6）　will　be　bounded　below，　provided

　　　　　　　　　　・［ビ・（・）］／・匹［。孝暫1．・〉一・v・・≦・r・・∵τく＋・）≦・・〈…

Similarly，　it　will　be　seen　that　i£　一　”　”　 　’
　　　　　　　　　　la［ゼエ（z・e）］／・押く以

B（G）　will　1）e　bounded　above．

　　　　Thus　we　obtain：

　　　　Theorem　I　I．8．　．乙etα（x）be　4／∂02〃Zl～診47σ7z滋ガz加多oz’6グ676ηρ2露6

泌6・嘱酬あ競田∂6．吻’e・t　t・．・n．q．　of．ガ伽6．…三郷，グ脚4。，
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　　　　　　　　　　　　　・（t）〉一ハ乙。，〈A・、．

　　　　　　　　　　　［・（の］ge”λ

・死脚吻忽，
　　　　　　　　　　αのコ0（［τ（f）］Pt一λ）．

7肋〃lte　l7v・ノ汐劾7cノβラz8蜘〆8耀アz！∫伽eク％ど惚伽／：

　　　　　　　　　　1im　61λ（x）鷺！望；．’．

　　　　　　　　　　ゆこゆ

・．

u∫＝一1（e”）　da（1）　um　A．r（pt十i）　　［τ（〆）］”一x．　」タゼr（λ十1）r（μ一木）・

Pro乞，z’deal　p＞λ〉一互，　anal

　　　　　　　　　　蝪留紘・

　　　’ln　th・・equeエ，　w・s’h・11．・pPly・u・・rg・・h・n£t・亡h・t・m・in｛ng　c・s・

where　the　hypoth6sis　’II　is．taken．

1．et　鷺s　put

（・・’）一一グ…・∫i［辮τ～？］λ如・

Th・n　f・・th・p…r・t　ca…．…re・P・噛g・。（5・）…ile　exp・essi・・（5・）

may　be　w翌｛とten

（…）θ馬瀬（賜
Now　if　we　Put　　　　　　　　　　　・
（T・）・τ（〆）一ξ；．’τ（x）初

and
（・3’）訊ξ）一∫：繍1（ξ〉・一μ・・醐・de・（ξ〈・（＋・））・

then（5五’）w遡becoIne
・（・・’）一謬・莫・（・ト∫z．．．（η誤絆）．dP（ξ）・

1－lere　evidently　we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぷ
　　　　　　　　　　θ（x）（勾一θ（黛）（η）。

舛．．．私・・（ξ）＝・．（ξ〈・）・．r7（ぐ＋．。ξλド畦（ξ〉。）・

The　Fourier　transform　of．n・f，，μ（ξ）量s

　　　　　　　　　　，ノ葺∫ン玉，・（ξ）廉「な、r（5（li、）∫｝λ〃醐（　）Ede

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　王　　．1．．i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・／葺（μ十躍）”＋ビ

㍗『An．．マl剣ｳ（ξ）蹟』1∴b一弓

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●



．

・92 ’Tltnexo”　Sat6

if　xve　put

（55り

we　have

．ltlowever

Therefore，

　　　　　　　　　≦一2　　　　　　　　［da（のくO］　　　　　　　　　　　守

　　　　　　　　　　　　　　　η十1
　　　　　　　　　＝＝一2　　　e”｝”ξdrx［τ“一1（ξ）ヨ

　　　　　　　　　　　　　　　れ

r・
@　：1礁　｛＋・〔ビ　ξ）岡

　　　≦2M翫x／よα［ゼ1（ξ）］｝［8””P（n＋重）十e’“pai刊8開幽イ鱒粋（）1＋1）｝］

　　　　　η霊蟄譲7ユ十i

　　　＝＝4］N厘ax｛一α［τT1（ξ）］｝e一’μn，　　［η，μ＞o］．

　　　　　71≦夏≦η十1　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t．

it｛s　sufflcient　that
・［ゼー・ω］／〆・〉一様・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S｛mi玉arly，．董f

a［ゼ1㊥］／漕くAC

c，，．　＝＝　／1．瓦・μλ“1，　．

瓢∫ンΣ，・（・一鋸ξ圃・∫1沸，継・

∫1＋瞬）i一∫；“ke（ξ）

　　　　　　　　　　∫磨・脚）囮の｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　じ　　　　　　　　　　　　　∫〆・・禰

　　　　　　　　　　　　　∫

　　　　　卜瞬｛一a［T－i（6）］｝∫

in　order　tkat　P（O　may　be　bouncled　．beloxv．

P（6）　will　be　bounded　above．

　　　　Thus　we　conc玉登de：

　　　　Theorern　I　I．9．　Lelα（のbeげ∂02〃zoを〆ftaプlatiioアz　2％e”cノ♂タニγノe17el’X’

〃ごフ’7’ごz4碑〆〃’・’l　sa〆！三門・oア躍of　l／iese　2ラz6グ2’罐凝碧，がク・ea／，

　　　　　　　　　　α［τ一1（／）］／〆’〉一・・一ハ1，　02・　〈ハr；

or，　2f　comPlex，

　　　　　　　　　　α［ゼ1（！）］＝0（赤り．

The7〃〃♂潔〃履ア嘉慶げeク～〃加〃アlce　be加eaア2～〃〃7面ノ汐！あτψz8∫！α！e・if7enls：

び’〃e／Zラノ譲

　　　　　　　　　　iim　Gx（x）　＝　A，　〈X　〉　一一　i），

　　　　　　　　　　駕→・oo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

6x～ぎ！s，！〃〃21／iC　〃妙2露

　　　　、　獣lr（ξ）・御Ptx（t＞da（1）』鵠球、。6噸轟［ゼ1ω］篇辺・か認÷’

ノb〃∂7CIS，　a・アld　ft．fZ’c8τノeグsa；

／iere　fese　asS？・t／7ne　t／tat

　　　　　　　　　　麟貿．協（・〉・）・　r　．、

　　　　12．　］ttow　again　we　shall　conslcler　theorei3i　i　i．E．

that　in　this　theorom，　．for　the　special　case　pt＝X，　o．“r

applicable，　ac　ncl　xve　adopt　the　foliowing‘　’ モ撃?ｖｉｃｅ．

But　w6　　not呈C亡｝

nie＃hod　s　is　in一
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　　　　　1ntegrating　by　parts，　fr・m（5・）

・（i・（x）一圃→
轤P［絵〒il）］Lda（・）

　　　　　　「器課）・（・）：：：＋［・（・）rλ∫1［τ（矯）］λ刷1τ・（！）・（畝

Since　there　wi慧．be　clearly　no　ob5ect量oll　to　assuming　thatα（十〇）＝o，

r（÷・）＝＝・，andτ’のexlsts　alR3・s亡everywhere，

　　　　　　　　　　　［無箭卜辞）・（！）：＝i・一・，［λ〉・］・

Hence　Nve　have
　　　　　　　　　　σ灸・（x一）一［・ω］扁λ∫i［τ（∬L）iiigliiiiii）］λ“1τ’（・）・（畝

Inasmuch　as　the　right－hahd　slde　may　be　written

　　　　　　　　　　　rlλ）∫：卜鶏r1葦葺τ甥・（畝

by　m伽sof（T），　we　h翫ve
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　61（交）（x）＝o（染）（η）

　　　　　　　　　　　　　　　　一fl、）∫1∫・イ　））λ”’e一　）di9（ξ）・

whereβ（ξ）n｝ay　be（1e盒ned　as

（53〃）． ﾀ（ξ）ヂξ）llliゐ（り・

Now　if　we　illtroduce　the　fu｛ICtiOll．

　　　　　　　　　　ノ？X（ξ）＝O　　（ξ〈O）；　　＝（1－e一つλ｝16芦畦　　（0〈ξ），

Xve　have　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

（　　　　　　　　　　　　　￥，唐奄戟h）　C，r（ft）（Z7）ヤ1．）∫1詔・（・一ξ）dB（ξ）・

It　is　noむiced　thE　t　the　FouriOr　tr註rlsform　ρfノ？λ（ξ）　is．

　　　　　　　　　　（・π邸イ種摩・勲獅π下墨留・

．…．
戟E（ξ）薦一r課）一弐，己（ト〉・）・

　　　　No、v　let　　．榎

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　誘　　　　　　　　　　1imoλ（．x）＝A．．

　　　　　　　　　　　　

Froni　（5i）　a貸d　（5斗”），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　1imσ灸）（x）篇1量m　61〈交）（η）

　　　　　　　　　　；じ一＞c㊤　　　　　　　　　　　　　　　7ti＞99

　　　　　　　　　　　　　　　　　　i・・　c…．rl。）∫ン・（ξ）（1フ（λ≒砿・・．



り4　．．・．・．　　・．．．　　．．．．．．．．．1乃inex6・3鷹φ

where　　．（rx，λ・＝∠1．1「（Mi）／Bλ．

1・the・eq・・1，・…e・h・…i・・Q£．“b・zi・ded　bg16w。r・，・b・v・”d噸d

by　Wienerl　we　．　conslqer　　　　㌻

ゴllピ∫『讐繍鰺鼠尋下中］1∫．11．

　　　　　　　　　　　　　　≦一ミ∫・曙．［・くつ〈6］　1’．rrl．、

　　　　　　　　　　　　　　一7『∫lle・［嘲傘．．幽くあ　　’　．7t・］

　　　　　　　　　　　　　　≦・Maxl｛一．α［～1＠）］｝．　謬

　　　　　　　　　　　　　　　　　かおをるゑで　ロご

．H：ehce　from　this　result　we　can　conclude出at　if　foτevery　positive露

　　　　　　　　　　α［Tal（？t）］〉一ハ乙

the　functionβ（ξ）will　be、　bound6d　below．；anct　sin）ilarly，．　if

　　　　　　　　　　α［ゼ1（7∂ユ〈，八弓　　　　　　　　　　　　　　　　・　　　．．　　・．　　．　・

β（ξ）will　be　b◎unded　above．

　　　　Thus　we　havρ．proved、：

　　　　Th・・rem　lゴ，加．．碓）be．げ∂0・〃zded　？・arialio7z・・’〃♂τ・♂死γ伽漉

2ンz～16ワ・τ，a／．　z二et

　　　　　　　　　　hm幽］λ＿ガ、．

　　　　　　　　　　灘ウ。。　伊（り　　　　　　　　　　　．’　　　　　　　　・　　　　　　、

Lelα（x）． Dbe　rea4，87243σ々妖γoクze　q／ζ〃6　zlneク7躍魏勿8．

　　　　　　　　　　α［T－1（？．i，）］〉「が；．α［ττ｝＠）］〈瓦．

0ク・CO〃4Plex，　a・nal　Of　theノ加〃2

　　　　　　　　　　α［ビ1（2∂］＝：0（1），

伽／”6 e雛瓢叢誌騨〆3σ卿7”吻ぬ

　　　　　・．．．旧約∫藷［『1の1一平等4（λ旬／9・・i

　　　　13．　Contrib犠tioh　to　t｛’singultir　integral　eq疑εしtionl．　Let　us　conSideτ

allて）Perator，　de§hed　by

　　　　　　　　　　醐一振、渉∫1陣一ξy（ξ）礁．・．

Here　we　notice　that　our　argum¢nt　may　be　stated　f⇔rma1！y．．　onlyゼ

　　　．By療sing　the　Tauberian　theorem．（theqrem　3，」）

　　1．This　may　be　der呈ved　as　fo110ws：

　　　　無．β薯）二幅β讐1隷激、毒詰r（囎殉蘭罎。∫1α［riω］d…



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　器
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　　　　　　　　　　礁囎・∫＝沖一ξ）〆（ξ）軌（ξ）鵬

W1、e，。φ。（X）＝、exレ〈。］、＝。　・［X＞。］，。〉。．

Xo、v　let　登s　suppose

　　　　　　　　　　　　　　　　ケみ
　　　　　　　　　　〆（x）漂Σ46暁

　　　　　　　　　　　　　　　ゴ箇1

s・・c・∫1醸一ξ）・舗…ξ　＝・＋呵二詐（・）…i・一・蹴

it、＜ri韮be　cユear　that

　　　　　　　　　　痘・転〆㌧・［脚・グ・∫塗（∠）・一恥ゆ・（棚

　　　　　　　　“　　＝・籾雛、》∫ンζ（！）・一・吻・

　　　　Thus　wc　are　able　to　concludc　that㍑　order　tliat　t〃6　z’n！e．o’ra／

6（7～talio7i

　　　　　　　　　　λ〆（κ）＝＝ノ（／（x）

〃‘ぴ〃σ汐6a・80～診〃ル7Z，6ゆプ‘；SS6ご♂のtli6〃1汐07！0〃♂‘；！〃撚／ψ0のη10〃ll？Z・／，露廊

〃ec6∬σぴ／／i　a・げ

　　　　　　　　　　・一｝囎、》∫ンω　蛾ノー…，・，……魯


