Sur la Classe Quasi-analytique de Fonctions

de Deux Variables (I)

Par Sikazé Kodama

(Re,u en Avril 15. 1939)

Déja en 1895, M. Borel a fondé la théorie des fonctions quasi-
analytiques d'une variable. Il a recherché des fonctions qui ont en
commun avec les fonctions - analytiques la propriété fondamentale
suivante : Llles sont completenment délerninées dans tout leur domasne
d’existence par la connarssance de lewrs valeuwrs dans une porizon de
domarne st petite gidelle soit.  Nous allons traiter ici une classe des

fonctions f(x,7) de deux variables x, », indéfiniment dérivables dans un

. L faLxLAd . o . . .
certain domame( &2 =5 ) et satisfaisant aux conditions suivantes :
Ly

<a<x<A; 7=0,1, 2, )
k4

(CTERTS] mdn
. |f (x’:y)l</“ jl{m,n b<y<B; 7150,1,2, .

. M0, 1, 2, ... . ,
ot {7, .} T est une suite double donnée de nombres
' 72=0,1,2, ...

positifs et £ une constante dépendant sculement du choix de chaque
fonction f(x, v). Pour abréger, nous désignerons cette classe par Ch.

Un probléme cxtrémement important posé par M. Hadamard cn
1912, peut, dans ce cas ol nous nous plagons, s’énoncer de la manidre
suivante : Quelles sont les conditions que dott remplir lo suite dowdle

1) M=0,1, 2, ... . .
{42, .} (ﬂ__ o1 2 ) pour que lo classe Cy joursse de la méme
TNy dy Ly e

propreété que la classe des fonctions analyligues, & savorr que les valewrs
d'une fonction f(x,v) de cctte classe, ct de ses dérivées particlles pre-

, ‘ g (e AN
nant cn wun pornt (xy, ) dans le domalne ( 4S9 B) dexistence

déterminent cctle fonction d’unc maniére unique. Une telle” classe
sera dite guasi-analvirgue.

Nous allons dés maintenant donner Uextension du théoréme de
MM. Denjoy-Carleman répondant 4 cette question.

Je suis heurcux de dédier ce mémoire en hommage & M. Tosizd
Matumoto, Professcur de Mathématiques a I'Université de Kioto, au
Maftre & qui je dois de m’étre orienté vers la quasi-analyse.

§1. Quelques propriétés des fonctions
entieres de deux variables

1. Soit f(a, v), n’étant pas un polynome, unc fonction entiére,
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c’est-a~dire holomorphe dans les deux plans entiers, de deux variables
complexes

x=x,+t2x, v=y+iv (F=y/=1).
Cn peut dévclopper cette fonction en une série double de Taylor :

(r.1) Ay =S Z Comyus X I,

m==0 q=sl)
qui converge dans les x, y-plans enticrs. En posant
P, %
(/711,7l: "6711,71‘1 ]\: lxl 7‘: ]J'l?

(1,2) f(]\ 9‘) }_] }_, C,,,’,, ])m. },71.,
m=s =0
on a |flx, )| €F(R,7) et
(1.3) llm”’”’mzo, c’est-a-dire lim _Tlog Ciu Conv = 400,
mtnrw nkr 0 772 + 72

Comme en prenant une paire de valeurs positives finies de R et 7,

on a

lim G, . ™" =o0,
mtn>®

on peut constater immédiatement qu'a chaque pairc de ces valeurs
positives finies correspond, au moins, une paire d’entiers positifs 4 et
p, telle que Gy, R*7* n’est inféricur 4 aucun autre terme C,,,, R™

==
74 p
mum d’un ou de plusicurs termes C,, ., B™ 7" dans I'expression (1. 2)

lorsque #z et 72 varient, pour unc pairc de valeurs positives finies de

) dans expression (1.2). Désignons par Z(XZ, 7) la valeur maxi-

R et r, c’ést-a-dire
(1.4) T(R, 7)=C\u R r*=max Cou,n R 7

ey w0
Si Yon considére dans un systéme de trois axes rectangulaires Ox,
Oy, Oz, les points 2Z,, . de coordonnées
x=y2, =172, 8= Gy, = —log C,. 0, .
le terme maximum 7{R, ) pour X=log R et }=log » correspond aux
nombres entiers (non négatifs) 4, # tels que

m,nz (//]"‘ )X+ (71——/1) V+ G}‘ " (7/l:¥:/l>;

7= p
on voit donc que les points 7, , ne peuvent étre au-dessous du plan
(1.5) s=xX+yV—2, ?
ol Z=1og T(R, r)=2X+pu¥V—G, .

Par conséquent, lorsque X ct ¥ prennent indépendamment les valeurs
de —o0 & +o00, ces plans (1.5) enveloppent unc surface polyhédrale
convexe de Newton,' désignée par .S, dont les sommets sont certains

1. Valiron: Sur un théordme de M. Hadamard, (Bull. des sci. math., série 11T, t. 47
(r923), pp. 177-192).
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des points /3, ,, tout point /7, ., ne peut &tre au-dessous du plan de
Tune des faces; les plans (1.5) coincident avec une face de .S, ou
touchent la surface .S suivant une aréte, ou passent par un sommet cn
restant au-dessous de la surface .S, D’aprés Uégalité (1.5), Z=log 7(R, 7)
pour X=log R, Y=log» cst donné par le produit #y/1+ X*+ V72
ol & est la distance changte de signe de Yorigine au plan de contact
de .S dont les cocfficients sont X, ¥,—1. On voit donc que la donnée
de la surface polyhédrale convexe .S est équivalente & celle de la fonc-
tion 7(R, 7). On voit aussi que la surface .S est la méme pour toutes
les fonctions (R, 7) pour lesquelles les nombres Gy, des sommets de
la surface .S sont donnés, les autres nombres G,,,,, étant au moins égaux
respectivement aux cotes G7,.., des points de la surface .S

Le logarithme du terme maximum, comme le fait M. Valiron avec
M. Hadamard, peut étre obtenu en prenant la polaire réciproque de la
surface .S par rapport au paraboloide A°+3°—22=o0, ce qui donne dans
un systeme d’axes OX, OF, OZ unc nouvelle surface polyhédrale
convexe > ayant les propriétés suivantes: 1° Ia cbte de la surface
ST pour X=log &, Y=log r cst ¢gale & log 7(R, ) ; 2° De plus, quand
langle polyhédrale en un sommet de S a p faces, la face correspon-
dante de 3] est un polygone ayant p cOtés, ot 1'éciprqquemcnt.

2. En désignant par @(m, ) le rang du terme C,, ., R™#* dans le

schéme suivant :

Coo CioR CooR .. . Cu o R R
Corr, CuiRr, CoyRr, ... , Cu t R™7, . ,
........................ e

Co,n?"y Cin R Co 0, ... B SN G S ,

et, en plus, en éerivant V=u+w, il est ais¢ de voir que
I . —
Dln, n)= »;-'{(//z ‘a4 3mA -2}, N=[" Dz, 7))

Prenons A(R, 7) et p(R, 7) dans I'expression de 7(R, 7) telles que @2, 1)
a la plus grande valeur, alors N(R,#)=A(R,7)+ u(R,#) est discontinue
sur certaines lignes correspondants aux projections orthozonales sur le
plan xOy des ardtes de 2.

On sait, d’aprés la figure géométrique de 7" 1, que la fonction
7(R, 7) est croissante par rapport a chaque variable.  On peut aussi
affirmer directement cotte propri¢té de la définition méme de la fonc-
tion 7Z(R,7). Prenons, en effet, par exemple, deux valeurs 72y, Ry >R))
de R, 7 étant fixe malis arbitraire, et posons
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T(]\)[, 7‘): C)\‘, Yy R[)\l 7""1, T(]\)g, 7')2 C)‘ZY Vo ]\)z)\z 72,
Alors on a
C)‘n 91 ]el)\l 7# < C‘)\u Py ]\)2)\17‘!11 < C)\zv Ua ]{.‘)‘2 72,
ce qui donne
- - Ry < Ly
2.1 IRy, 7)< I (R, 7 ( , L~ T A
(2.1) (R, 1)< LRy, 7) » Ctant fixe mais arbitraire/
Cn peut donc tirer la rclation suivante
> \A -
I ) ( 0 > N (R )= M ) < 1,
Cl:_,, [ \ 7 7
ce qui exprime que V{2, 77) est une fonction croissante de 2 (pour 7 > 7).

On voit de m8me que N(R,7) cst une fonction croissante de 7 (pour
R>R,).
Posons maintenant

T: T(Z\)’ 7’)! *7-;': T(]\)W 7’V) (y: I, 2, 3))

oll o<min R, < RK<max K,, o<min »,<r<max 7,
by ve
et soit X, o1 .
O Vi | 50, 00 X=log R Fi=logr,
1"2, -),.!; _
- (v=1, 2, 3).
‘(\3) -)/3)

Alors on peut déterminer deux nombres #, ¢ tels qu'on ait

])]’ l:'l 71 )I‘ 7;’] T ])l’ 7‘% Z;.
Or toutes les déterminations de la fonction correspondante de x, ¥ sont
définies ot régulidres & lintérieur de

min X, < | x| <max R,, minr<|y|<maxr,;
¢t par suite cette fonction atteint son maximum de valeur absolue sur
les frontigres, c’est-a-dire

Rt TR 3 T =R 8 To=RY % 73
Cn en déduit un résultat de la forme

log7 X Y 1

log 7, X, 7, 4 B
o £ 1 N
SOl <o, ou | Xz ¥ 1 |>o,
log 72 Xo Va1 ’ - 1
20 o2 X, ¥, 1.

log 7 ; .JYV;; 7‘; 1.
ce qui prouve que la fonction log 7{/XR,7) cst convexe, donc continue,
par rapport a X, V.

Supposons ensuite que A et 7 varient de telles facons que 7=4R,
Cest-2-dire que X=¥+4#, ot # est un paramétre dans lintervalle
(—o0,00). Si nous remarquons que N(R, #R) est le rang du terme
maximum dans la fonction entiére SR, £#R) d'une variable /22, il est
bien connu que MR, £R) est une fonction croissante, tendant vers
Vinfini avec R, ct possédant des points discontinus de premisre cspéace,
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dont le nombre est fini dans Pintervalle fini. On a donc
d1og T(R, kR)=N(R, kR)dX.
Il en résulte que, si 'on supposc pour simplifier /o, 0)=1, on a

. " ac
(22)  log 7R n)=| M 1)
]

~
£
S

qui est valable pourvu que X soit positif. Cette relation peut s'éerive
sous la forme

1
(2.3)  log 7(R, 7-):-_j N(RE #7)-2
0

/4
f b

qui est valable quels que soient R et 7 (non négatifs).
On voit donc que log 7{R, 7) est une fonction continue, croissante
ot tendant vers linfini avec X, 7.

§2. Fonctions de deux variables, indéfiniment dérivables

3. Nous allons utiliser dans la suite unc proposition suivante de
M. Borels Zoute fonction des deux variabics x, v, ayanl des dériodes
parliclles de tous les ordres sous les conditions —i1<x<+1, —1<¥
L A1 peut étre snese sous la forme
(3.1) Slx, ) :5: }”j{ (A "+ B, cos znuy+ C,, , sin 7zy)x™

[ TET

’ , ~r .
+ (‘.«1”,' 2 .yn h}d -/-))m, R cos ‘7”1.}' + (/Wlw » S ’T/‘ZVV)COS T

, . . ]
(A A B cos v+ Cl oL sin mav)sin wmx b,
N v o 1 -

les constantes Ao, v B ws Cosus Ao ns Boninis Conss sy By Con s Elant
lelles que Do ait, pour toutes les waleurs de p oot de g,

G2) <L B e D el < L
"t " 12" 7227 72"
les nombres IK,,, ne dépendant pas de m nd de n.

On sait, d'ailleurs, que toutes les dérivées particlles, de tous les
ordres, de cette fonction  f(x, ¥) sont données par les siries doubles
obtenues par les différentiations successives terme-a-terme de cette séric;
ct que les séries doubles, ainsi obtenues, convergent uniformément dans

——1<x<+1)

— 1<+
§3. Intégrale de Poisson

4. Soit /(x, ¥) une fonction intégrable au sens de M. T.chesgue dans

1. . Borel: Sur les fonstions de deux variables réelles (Annales de 'Xicole Normale
Sup., HT, t. 13, (1896), pp. 79-94); E. Borel: Lecons sur les fonctions de variables réelles
(1gos), pp. 66-74. '
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i

, [0, 2w .
le carrée (o . ) et soit o KR 1, oLr<1, oL 0L 2m, oL L2 posons

’

s 0. 8= | ol s =

1
K4 e dadf.
{ | — B0 2 }] !

} T 1 —

En remarquant, d’une part

QR{ 1 __]> Ka—0) _-T

ol la guantité 1— 2R cos(a—@)+ R* représente le carré de la distance
et K7, on voit que Vexpression AR, 7; 0, ¢) peut

> 1—2Rcos(la—O)+ R’

entre les points ¢
étre mise sous la forme, qui sappelle wtéerale de Porsson

o PO — R

(a, ) : ‘
So Sof(”’ PTTIOR cos(u—0)+ R*
Lt ——d a3,

1 — 27 cos(B—P)+7*

(4.1)  S(R7; 0.8)=

}L

X

Or on a, d’autre part

?ﬂ{»—-—w——-—l } = *ﬁ{ >_$j ]\’"‘('i"L(“”“)} }_ R cos m{a—10),

1 — /¢ e -0) "=

2y =1

qui cst, poun oK A< 1 fixe, uniformément convergente par rapport &

a; Lol Ton tire
R 1 1 1 1 (O<[€< i
: 1__/) o 0) B 1~/z(‘“") 5 oL <1

:{ )m Cos 7//(([___0)} { \ P cOS 77(/9‘“‘ ¢>}

——‘"__I_.*+ 1 Zy]\)m cos 7/](//."' ) L 7"7' COSs 77(9 (/))

2 m=l

4 2 m==1

+ 2, }_ /”"1"'(‘05///((/——0)00371(3 $).

me=1 ==l

En posant

S, )~ To_4 T . 4,‘1(0,,,0 COS 12X + b, SiN 22)
]_ =

(4.2) 2

o oL
+ > 4,(0,”7, COS 72X COS 72 + by, SIN 7222 COS 723

=1 ne=1

+ Gy COS 22 SIN 729+ D, SIN 22 SIN 22V,

(no,L €08 72y + Coy Sin 727)

on peut donc écrire lintégrale de Poisson sous la forme

AR, 7; 0, 4))::—;1*{“8 He, ,d){—-+ SIR™ cos ///((1-’?)}

M=
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{ + T/"' cos 73— qf))}a’an’ﬂ

S Y”S“f(a, B)dadd
“ Jo 1]

47
3—‘ ]"”g ) g Ha, B)cos m(a—0)dadf
7‘T m===1
(4.3) = >:‘17‘"S S A, B)cos 2(B— b)dad

o o
}_j 2] 3 7,71

73'.‘ m=1 q=1
% r‘r‘f(a, B) cos m{a—0)cos 72(3— b)dad
o Jo

= oo

o
SV R™M g COS WX+ By ST 7120)
_l_ 2 ma=1

+-

o0
S (ann cos 12y + cin, SN 277)

2 nu=1

+ >0 \‘ >_7’"' Py, COS 7220 COS 727+ by, SIN 702 COS 7237

mv«1 =1

+ o COS 22 SIN 72y + Dy, SN W22 SN 2Y).

Considérons d’abord, en posant z=7r¢", les sérics entiéres

ﬂ,,.o-fl(n,,m £ Cop)?™ (m=o0,1,2,..),
7"
6,,,0 FL(/JM 1d,)0" (m=1,2,3,..);
7"-"
comme
im @, =lm ¢, =0 (m=o,1, 2, ...),
2 U N> W
lim 4,,,=lim d,.,=o0 (m=1,2,3,...),
Hn> A N> L

le rayon de convergence de chaque série st au moins ég 11 aun, Elles
représentent donc dans le cercle |#]<1 des fonctions holomorphes
A, (2) et B,(2), ct 'on a

f’}t {v‘ lm(“) - —"—ﬂmﬂ + 9’\ { l(ﬂmn Z.Cmn 7‘”{*’{"(’,}

o
=1 g .+ 5_‘.17"’((7,,," €08 72$ + €,y in 22)
=

=, (mr=o0,1, 2, ...),

R{B.(2)}= ——bmo + >_l (D ©OS 12+, S0 72P)

n=1

ZB"; (m=1, 2,3, ...).
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Considérons ensuite, en posant 2=2XRc", la séric entiére

(44)  ——dat SN Ay B

L
2 tie==1

comme
im A, =im B,,=o,

ke &5 mrw
le rayon de convergence de cette série cst aussi au moins égal a4 un.
Elle représente donc dans le cercle |#| <1 unc fonction™ holomorphe
de 2. Si le rayon de couvergence de la séric (4.4) cst supériear & un,

dest-a~dire si Um(AL+ B2 % <1, alors la série

Py B

LA+ DA, cos mb + B, sin m)=7,(1,1; 0, )
0

PR 7=
converge uniformément par papport & chacune des variables 6, ¢, ct
Ton a, en désignant par 7(«, #) la fonction holomorphe dans les cercles
lee] <1, |o] <1,

R{LLAR®, 7e*)}

T L -
g Jo Jo 1—2Rcos (a—0)+ R

1—7"
dodf.
1 —27cos(f— )+ g

Si, en particulier, /(x, #)=1, on a

= S“"g” 4 1 — R
gt Jo Jo 1 — 2R cos(a—b)+ R
X L _dadp.
1 — 27 cos(B— )+
5. Si ¢(u, ) est unc fonction holomorphe dans les cercles fermdés
17/[:<1, || <1, ot ne s’y annulant pas, alors chaque détermination de

la fonction loge(z, #) cst une fonction holomorphe dans ces cercles,
etlon a

log | (R, 7c*)|

= [ ogl e, Ml —— =R
gt Jo Jo 1— 2R cos(a—8)+ R’
1= —dadf.

1— 27 cos(f— )+

En posant, en particulier, K=7r=o0, on a

S -“3-“109; lele®, )| dadp.
0. J0

(5.1 log|eg(o,0)| =—=
47

Si, au contraire, g{z,7) cst une fonction holomorphe dans les cercles
fermés || <1, |#] <1, et gannulant dans ces cercles ouverts, sans toute-
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fois s’annuler aux origines, alors on peut, en ddsignant par &, &, ...,
Em Y1y Tan -evr 4, los zéros de la fonction g(u, ©) par rapport a ses vari-
ables #, #, et par 2y, J, oo, lpy By, Ke ..., £, lours degrés rcSpoctifs,
opérer sur la fonction
G, Yoo —E)="(u—8&) e (e —E,)~ "
% (o) =0 7). (o),
qui ne s’annule pas dans les cercles fermés, comme nous venons d’opérer
sur la fonction ¢(u, v); ct par suite, on a
) .
tog] ¢(0.0) | = i log|&.] =334 Tog [
=

m=1

I 2qe (“Car i y P o
=] o e, )| = S tog| =
{ .

a7 n s

—ﬁl@ log| £ —7,| sdadB

e

i

L Mogl et o) ua;
0 Jo

g

d’oll T'on tire

2 ™) dad,

(5.2)  log|g(o0)] < MI—SS log
AT 4 Q

7
parce qu'on a
log|é.l <o (m=1, 2, ..., p) et log|7.| <o (n=r1, 2, ..., ¢).

Dans le cas oll nous nous placons, on a supposé¢ implicitement que
la fonction ¢(u, v) ne sannule pas sur les cercles |« =1, || =1 cux
mémes. Dans le cas contraire, on pourrait d’abord appliquer U'inégalité
précédente (5.2) & la fonction g(Rc™, 7¢™®), ot R(o< R< 1) et #(o<7< 1)
sont tous les deux suffisamment voisins de un pour que cette fonc-
tion ne s’annule pour aucunc valeur de o, 3; ot I'on passcra ensuite
a la limite, en faisant tendre R, » vers un.

On voit ainsi, lorsque la fonction ¢(«, @) cst holomorphe dans les
cercles 2| <1, |2| <1, qu'on a

27 2 -
g ‘I * j 0 j‘ 0 logl g((jw’ (3‘*") I dud.

On peut de méme affirmer que
S log| (R, 7c®)| dad
0

(5.3 log| ¢(0,0)] <

o,

(5.4)  loglelo,0)l é—l“go

<o<]€<1 <o<]\’<1> o< R< 1
ol r<1) \o<lr<1) (o<¢'<1,'

§4. Une proposition auxiliaire

6. Considérons une fonction f(x, ¥) des deux variables complexes
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x=x+ =R, y=y +iym=rc¥.

Nous supposons que cette fonction est holomorphe et bornée a droite
de chaque axe imaginaire des x, y-plans, et qu'clle n’est pas identique-
ment nulle dans ces demi-plans.

Soit C, un cercle situé dans le demi-plan de #, de rayon p tangent
4 laxe imaginaire & lorigine, et soit €, un cercle situé dans le demi-
plan de y, de rayon ¢ tangent a 'axe imaginaire a I'origine. On prend
un point 7 sur I'axe réel, dans le cercle C,, d’affixe positive o (a<p);
et un point Q sur 'axe réel, dans le cercle C,, d’affixe positive & (6<Za).
Soit 7' le point conjugué de 2, il sera d’affixe négative —a' et situé
hors du cercle C,.  Soit ¢’ le point conjugué de (, il sera d’affixc
négative — 4’ et situé hors du cercle C,. Par conséquent, le cercle
C, est le licu du point A7 d'affixe & dont le rapport des distances a
P eta PP oest une constante a: 4/, et le cercle €, est le lieu du point
N d’affixe ¥ dont le rapport des distances & Q et a ' cst une con-
stante 4:4. Si on désigne donc par @ Pangle des vecteurs 247 et
P'M, et par f celui des vecteurs QN et 'V (chacun compté positif
dans le sens direct), on a, sur les cercles C,, C,,

X—a _ O 44 v—2b — b ey

x+a a y+o o
d’ott PYon tire facilement

[/x _ ax :1'(17(" ”{1' . a’lv :7({[3
x—a  x+d y—b vt
Considérons maintenant Vintégrale double cffectuée sur C,, C, :

R R S i R O (e

(emd)* Jed e, L x—a  xtd

) (2@ )= L | tog Aw, 3)dudp.
y—0b 40 g Jelc,

Si f(x,») n'a pas de zéro dans les cercles C,, C,, la fonction
log f(x,») est holomorphe; d’oft Yon voit, en remarquant les situations
des points 2, 77, Q, @', que l'intégrale double (6.1) est égale & log Aa, 0),
en vertu du théoréme classique de Cauchy. On a donc, pour la partic

‘réelle de (6.1),
(6.2)  toglfla, Dl =—| | t0g1/x,5)1aup,
4T VO Gy

qui est une autre forme de lintégrale de Poisson.

Dans lc cas ol f(x, 7) s'annule dans les intéricurs des cercles C,,
C,, on désigne par &, &, ..., &5, %, 7o -.., 7, les zéros de Ax, ), par
ftyy Jtay ey Tty Ry, Fay oo, Ky lours degrés respectifs, ot par Z,%9, L.,
vy L9, LW, LW, L, LY les lacets correspondants.  L'un d'eux,
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par exemple, Lf,f’ s¢ compose d'une coupure joignant origine au point
&, et d'un cercle infiniment petit autour de ce point; et le contour
du lacet dans le sens direct se constitue par le parcours de la coupure
sur le bord dreit de Torigine au point &, par le tour du cercle dans
le sens direct et par le retour & Porigine sur I'autre bord de la coupure.
Si T'on pose
f(x’ .:V):<x"'_Sm)ﬁm(.y_‘f/yz.)'(,".fm, n(x: ,'y) (77/;; i: 2: .:z/;)a

on a ¢évidemment f,, (¢, 7.)=F0, ct Ton peut écrire

L= | ] Jog A )

( 2 71'/‘).', L LSLI/)
x ( ax . adx )( [I’j' _ dﬁ’ )
xX—a x+ao J/—-b j’+él
- (2;—:-/')2 S\Lif)glsly){/zm lOg(!\f - Em) + A’n ]Og(}’—“ T/")
ax dx ady dy
Flog fo () 3 — )( ly __d )
og f, ( 3)} T a—a o =t tv

. L. 2
Pour abréger, nous désignerons cette relation par (Z,,.)=_/% +/.5
+ /5. Tl est d’abord aisé de voir que /5°,=o. On voit ensuite que

1 (o dx  _ dx
____g (I)lob(;\, g,,,)( )

2 JISE x—a x+a
0 \
1 . dx dx
={J )
2w NV, xX—a x+ta
ot v
::log( Enta : “ ),
- Em—_(l —a

ot si on désigne par p, et o', les distances du point §,, aux points
P et 27, alors la partie réelle de cette intégrale s’éerit comme

? 4
(O a
log<_‘£__’_"_T . _..___v’

pm a
I4 4
. o, . O a . v gt
qui est positive puisque -2 : —->1 au point §, a Vintérieur du
O @

cercle C,. On en déduit que /.89, >0, et de m&éme que /.5, >o0. On

a donc
(Lo,w)>0 ('/”': 1, 2, p)

=1,2, .00, q

ot par suite
togl/ (e, )| <] {1081/, )] ucp.
gt JCY Gy

On voit ainsi qu'a la scule condition que f(x,») soit holomorphe
dans les cercles C,, C,, on a
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(63)  loglAa,0)] <

Si Yon parcourt les cercles €, C, dans les sens directs, les angles
a, B varient tous les deux de —m a7 dans les mémes sens, car da et
df ne peuvent pas s'annuler. On peut donc prendre «, 2 comme
variables des intégrations dans (6.3), et I'écaire

64)  togl /(o) <" [ tom| (. )] dad,

lintégration se faisant sur les cercles C,, C,.

7. En supposant /(x, ) holomorphe et bornée a droite de chaque
axe imaginaire des x, y-plans, nous allons cffectuer sur I'intégrale double
(6.4) un passage & la limite qui remplacera les cercles C,, C, par les
axes imaginaires. Dans ce cas, il existe un nombre positif A tel que
Von ait, dans ces demi-plans, log| /(x, )| <.4, et alors on a, quelque
petits que soient 0, e positifs,

tog | o0l <[ [T

+S:j ﬂ}loglf(x, »)| dadf+ 25,

§ | 108l /(x, 2)lduc.
4’

x Ly

o

oll B est une quantité positive tendant vers zéro avec 0, e.

Si I'on fait croftre indéfiniment les rayons p, o des cercles C., C,,
en laissant fixes les points 72, Q, donc a, & invariables, alors ¢’ tend vers
a, et &' vers . Or Yangle « est plus petit en valeur absolue que 0
sur le cercle C, sauf sur un arc (', de longucur bornée ayant I ori-
gine pour mileuw; et a la limite, pour p—oo, cet arc (', devient un
segment de Paxe imaginaire du a-plan de centre lorigine et de lon-
gueur 2/,. On peut aussi procéder pour le cercle C,, en introduisant
un segment de 'axe imaginaire du y-plan de longueur 2/, I.a formule
précédente subsiste & la limite, I'intégration double se faisant sur les
axes imaginaires. Taisons tendre 0, e vers zéro, alors Z,/, tendent
vers 0, On a donc

G 1ol e 0)| <= |7 dogl e, )

Vintégration sc faisant sur les axes im'xghﬂircs
SilTon prend les modules des x=R¢”, y=7»¢" comme variables d’inté-
gration, on a, x et y parcourant les axes imaginaires,
20

(l’(/-: —W{{]—) [179“ -——-n——*—;—[{?’;
+ R O+

d’ott Ton tire facilement
#fw dR ar
2 10g z,& < j‘ g l 14 Y Py s
(7:2) D<), ) sl e

ot

ot f=ART T f(]\c—‘“,«c‘“'-"“)f(zec“”’fi re (R e ),
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On voit ainsi qu'd la condition que f(x, v) soit centiére ot bornée
a droite de chaque axe imaginaire des «, y-plans, ct non identiquement
nulle, la valeur de log| /(e 8)|, @ et 4 étant deux nombres positifs
quclconques, est bornée supéricurement.

8. Supposons que la fonction f(x,y) satisfaisant aux conditions
précédentes, tend vers zéro quand x ou ¥ s'éloigne indéfiniment sur
laxe imaginaire. On peut alors assigner une constante positive < et une
fonction positive ['(R, 7), non décroissante et tendant vers l'infini avec -
chacune des variables R, 7, telles que l'on ait, sur les axes imaginaires

|f(x, J’); <(/A—1'Clx’,1)’
C’est-a-dire »
log | Fla, )| <A—T(R, 7).
Si Ton applique la formule (7.2) & la fonction ¢4/ (x, »), on voit
que
wrw b g
ol e TR < —tog| A D),
ol £ est une constante finie. Il en résulte que Pintégrale double du
premicr membre doit étre convergente.  Or cette intégrale double con-
verge ou diverge en mame temps que
(8.1) jw V (-2 _ar
Ryl 7y Vs 7

olt R, et 7, sont des constantes positives finies.

’

On a donc la proposition suivante :

Sorl f(x,v) une fonction cutiere cf bornée dans les demi-plans
des x,y sttuds & droite des axes tmaginarres, cf soit, de plus, f (x, %)
une fonclion lendant vers zéro quand x, y tendent vers 'tnfind sur ces
axes de maniere & vérificr la condition survantc:

|7, )] < A,
ot A est une constantc positive, ¢f (R, 7y une fonclion posiiive, non
décrotssanie ¢t lendant vers Uinfind avee chacune des variables R, 7.
Dans ce cas, Iintégrale dowble (8.1) ne peut étre divergente & molus
que la fonction f(x,y) nc soil identiquement nulle.

§5. Probléme de M. Watson

9. Soit respectivement C,, C, les cercles |x—1]=1, |y—1|=1
dans les x, y-plans 5 quelles conditions faut-il fmposcr & la sute doudle

=0, 1,2, ... L, .
{7, .} (71——‘0’ U ) pour que du fart gicunce jfonction f(x, ),
y Ly Sy e

holomorplic aiux intcéricurs de C., C,, vérific les tndealilés:
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[N
w
[}

G0 al<ag e (F2HEE T2 )
résulte que f(x, y) est identiquement rnaulle. _

C'est le probleme de M. Walsorr.  Cn peut répondre, avec M.
Carleman, & cc probléme de la maniére suivante :

Désignons max ﬁ:[lxl fk> par T(R, 7). Cest une fornction
moz1 M, . \lol=7

définie pour toutes les valeurs positives de deux wvariables R, v (elle

peut blre dgale a+00); alors la condition ndcessaire cf sufisante pour

gue la fonction f(x,y) satisfarsant aux inégalités (9.1) est vdentigue-

mertt rddle, est que Uinidgrele double
®w Lo bl £y
(9.2) L Sllog (R, P AT

r7
solt divergente.
Nous allons démontrer ce théordme en suivant la méthode employée
par M. Mandelbrojt & la fonction d’une variable.!
Tout d'abord, supposons que les quantités "% ZZ:: ne tendent pas
vers Uinfini avee 72+ 72; alovs il existe une suite particlle infinic { My},

telle que
/mli/}/ﬂ"[ﬂzv, e < fl < o (y: 19 2) 3) M ')1
‘et par suite :
. >\ 772y g \ 72
7(R, /)>(——]—\~> J(~’—> Y (v=1,2,3, -..),
A A

d’olt Ton tire, pour R, »>.,

7(R, r)y—o0 avec v,
N w (o 70 ,
ct 7108 70, ) 252 ﬂ
) J1J1 re
® (e R 7 ) dR dr o
>$I Sl {my logA + 72, logj} e > k(e + 1),

ol £ cst un nombre positif. On voit donc que Vintégrale double (g.2)
diverge; or les inégalités (9.1) deviennent pour m=wuz, 2=, (=
1, 2,3, ),

NS Qe | <(el | x|yl | | ),

. I 1 Lo
d’olt Ton conclut, en posant le<—1, | y!<—1, que la fonction
s £

Sz, v) est identiquement nulle. On voit donc, dans ‘ce cas, que le
théoréme cst ¢vident.

1. S. Mandelbrojt: Série de Fourier et classes quasi-analytiques de fonctions (1935), p.
52 ¢t sui,
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Cn peut ensuite supposer que

lim " a4, ,=oo.

mEN>N

On voit alors que la fonction 7(R, 7) peut &tre considérée comme le
w ow o,

. . AN
plus grand terme d'une fonction entiére > >
=0 p==0 jlf;n,“

bles R, 7, et que Z(R,7) est par conséquent une fonction continue
tendant vers Pinfini, en croissant, avec R, 7.

10. Nous allons d’abord démontrer que si la fonction A(x, 7), satis-
faisant aux inégalités (g.1), n'est pas identiquement nulle, alors Iinté-

grale double (g.2) converge.
Dans le cas oli nous nous placons, on peut trouver immédiate-

ment des nombres &, 7 tels que U'on ait JE, ko, ot tels que, lorsque
|x—&| <<, ly—7| <p<,

LA, m)| <1
Or, on sait, en vertu de la formule (5.4), que si la fonction “o{x, ») est
holomorphe dans les cercles |x| <R <1, || <» <1, ct si la valeur de
g(o, 0) n'est pas nulle, alors on a

log | ¢(0,0)] <-~§ S log| g(Rie™, re™)| dadB ;
g Jo Jo

de deux varia-

on ait

d’olt Ton tire, en posant g{x, v)=_F{E(1+x), 7(1+)},
tog /& | <[ Tog 1 A6+ e, e dudp
gt :

ct comme log | A&+ &R\, 5+ 77e™)| <o, on peut écrire, quels que soient
les nombres positifs ¢, e, 0, 0, plus petits que =,

) ) 1 T—¢ [(T—0, g (2 2w T—8;
(10.1) loglf(f,//)l<4ﬂ.l‘{jo 50 ,+§0 L+82+Sﬁ+egso

+ jwjﬂ}logl FEFERL™ 7+ 7me™) | dad.

Remarquons d’une part que la fonction f(x, est holomorphe
q I p

lorsaue .
x=5+ERE, o R <1, oLaln—e, nteLaar,

§y=77+7,‘7'le"“, oL <1, oLPLr—0, n+0,<fLzm,

et par conséquent que cette fonction ne s’annule qu'un nombre fini de
fois pour les valeurs précisées de x, . On voit alors que la fonction
log /(x, ¥) ne posside qu'un nombre fini de singularités, toutes loga-
rithmiques, ot que les intégrales doubles du second membre de (10.1)
existent encore lorsque A, 7,=1. On a donc

(o gn-al

2 o £ I (n—€ (R0  [n—g (27

T 0 0 0 0
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Qat 2
+ g| FE+E™ 7+ 1) dadd
jﬁ+52§x+62}1<)blf(, +EC%, p+7d™) | dadp.
Comme cette inégalité subsiste, quelles que soient les valeurs de

£, €, 0,, 0, on peut, en les tendant vers zéro, écrire

(10.3)  log| /(£ 7)| <“‘£;“‘So S; log| /(6+ &, y+74c™)| dadp,

dont le sccond membre est négatif, en vertu de ce qu'on a dit. Or
on a remarqué que A€, 7)==0. Donc, Vintégrale double du sccond mem-
bre de (10.3) converge.
On a d’autre part, en vertu des inégalités (9.1),
| f(E+ &, 47| < M, (& 1+ (p) 1 +P )"
=M, ,,(25 | cos—2-| )mkzvy | cosltl )n
2 . 2

ct, d’aprés la définition méme de la fonction 7(XR,7), on a

| f(E+E", pt1c™)| <mindd,, <2§!cos—(—’l~}> '<2'f/[cos—ﬁ—-}>
2 2

my, nzl 2

1

’

7 I 1 A
28] cos-2-| 27| cos B | )
2

2

d’ott T'on tire
. 8
Iog'[< ! , ! ) < —log| f(E+E 9+ pe)].

/3\

2£| cos—2-| 27| cos—4—
2 2

Or on sait que l'intégrale double du sccond membre de Vinégalité
(10.3) converge. On en déduit que Pintégrale double

2o Lo
. 1 T
(10.4) X j log? , \‘(z’adﬂ
o 4] o
26[cos—|  zgleost—| | -
2 2
(T
; 1 1
245 S log7 , dadp
0Jo £ o 5 ﬂ
26cos 27c08
, 2 2
converge aussi. En posant
1 1
1\)-”_'——~——————-———’ P T e
. o . /
28cos 27,08
2 2

I'intégrale double du second membre de (10.4) devient

w o > . 4 ge
| [ tos 7R A
Jged V4ER —1 Vagrt—1 R
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Comme cette derniére intégrale double converge, U'intégrale double
(9.2) Sx SI log T(R, 7) ar _dr

R 7
converge aussi.

On voit donc que si lintégrale double (9.2) diverge, ct si les
inégalités (g.1) ont lieu, alors la fonction f(x,») ecst identiquement
nulle. On voit aussi que Uintégrale double (10.4) converge ou diverge
en méme temps que lintégrale double (9.2).

11. Supposons ensuite que I'intégrale double (g.2) converge. Nous
allons démontrer qu’il existe une fonction #(x, ») holomorphe dans les
cercles C,, C,, non identiquement nulle et vérifiant les inégalités (g.1).

Puisque, par hypothése, I'intégrale double (g.2) converge, I'intégrale
double (10.4) converge aussi, en vertu de ce qu'on a remarqué plus
haut, et ceci quelles que solent les valeurs de &, Posons alors §=
7=1. En prenant X=R" (R<1), Y=rd¥*r<1), la convergence de

27 2
jg logT( L ! )dadﬂ
0 Jo ° J¢]

2| cos—| 2] cos—t—|
' 2 2

entraine celle de lintégrale double

_ I‘, s‘:leﬂlog-T 1 ’ I
am* Jo Jo o /3 [

2|cos—| - 2]cos——
2 2

x— L Lt dudp
1 — 2R cos(a—O0)+ K*  1—2rcos(f—p)++*

=/ (X, Y),

qui est une fonction harmonique des points X, ¥, c'est-a-dire unc
fonction égale & la partie réelle d'une fonction réguliére de deux
variables X, V.

En posant =1+ X, y=1+ 1) on voit que x cst & lintéricur du*
cercle C, et que v est a Uintérieur du cercle C,. Posons ensuite

Sz, v)=elel® 2) 18, 3)

ot Ffx, y)y=rx—1, y—1)=F(X, ), et ot Ffx,») est la fonction
harmonique conjuguée de Z(x, v). En remarquant alors

log x| = ! - Sungmlogl 140 1=~ :
o Jo 1 — 2R cos(a—0)+ R

am
(—7*
% dud},
1 —2rcos(B—¢)+r* - !
L (uﬁr:]ogl 1+ e L= A 5
o Jo 1 — 2R cos(a—0)+

log |y =—

4t .
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1—77
dudp,
1 — 27 cos(f—¢)+7* !

on peut écrire

l e (x V) I — 1 (e RNV KA
] [o = ~ 1 o + ‘ .Jr.
og " - S‘o S O {(I 1 e ]) ( 1 C {)

"l

y 7'( . 1 )} 1—R
[14e%] " |1+2 1 — 2R cos(a—0)+ R

1~
7’(/ 7.
1— 27 cos(B—¢)+ “

Or on a, d’aprés la définition méme de la fonction 7(R, 7),

Z‘( I 1 )> 1 { I )m,( 1 )n
li+e® " | r+e® Ay e [r+e®| /7

m 2y N

d’ott Ton tire

—log{ I‘I‘()w 7 I+Cwl n]‘( ! N 5 ! - )}‘<\.1Ogﬂiﬁn, ne
R e

On en déduit
X,V M==0, 1, 2, ..
OO lf( 3){ los-l]—/;n, " ( _ b 3 ] ,
lxivwh,ln J2E=0, 1, 2, .
c’est-a-dire )
M==0, 1, 2, ire
.5\/ V ][ X e kL b b ’ .
]/( )‘ = 4 m,wl l l.)l FLTTO, N, 2, e
Ces relations ne sont que (9.1); et on sait d’ailleurs, en vertu de la
maniére méme dont on a construit la fonction f(x, ), c’est-2~dire

tog) /(e ) =] os T (e )

el Tiee]

1 — R 1~ ,
X dadf,
1—2Rcos(a—t)+R* 1 —27 cos(B—¢)+7* “

qu'elle ne s'annule pas dans les cercles C, C.

Notre théoréme ¢noncé au n'g est ainsi complétement démontrd,
On voit en plus que si Vintégrale double (9.2) converge, on peut
construire la fonction f(x, ), répondant & la question, c’est-a-dire
holomorphe dans les cercles €, €, ne sannulant pas dans ces cercles
et satisfaisant aux inégalités (g.1).
. 1 1
12. 11 est bien connu, en posant X=-—, y=— que lorsque x, v
& y
varient respectivement dans les cercles C,, C,, les variables x, ¥ va-

rient respectivement dans les demi-plans R(x)>—— R(y)>-. En
2 2

Cerivant alors

H(x,y)=/(x,¥),
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on peut déduire le théoreme suivant:
ST X%, y) est wne fonction holomorphe dans les demi-plans R(x)

1 1 . . o o
>— W) >——, won rdentiguement nulle, cf vérdfiant les indgalitcs
2 2

‘ A7, =0, 1, 2, ...
12. Fx, < ny N ( kS bl bl ),
(12.1) | A(x )] Tyl =01 2 ...

alors Uintéerale double (9.2) conoergs.  Réciproquement, si cette in-
téorale double (9.2) converge, alors on peut construire wnc fonction

%, y) holomorphe dans les demi-plans R(x) > R

.
vdentiguement nulle (of méme ne s annulant pas du lout lorsgue R(x)
it 1 C .
>— Wy)>—), ef satisfalsant anux conditions (12.1).
2 2

§6. Transformation de Laplace

13. Considérons maintenant la transformation de Taplace dans le
cas le plus simple, qui nous suffira pour ce qui suit.
Si f(x, ¥) est une fonction continue ot vérifiant inégalité :
|A(x, )| <7 (x, y>0),
ol £, 4 ot g sont des constantes, il est ais? de voir que la {onction

(13.1)  Flu,0)= f-\ T{:"““”ff(x, vdxdy '
N {
est holomorphe pour R(x) >2, R(e) > Cette fonetion /7w, #) s'appelle
ln transformée de Laplace de f(x, ).
n peut démontrer le théordme suivant :
ST o, 0) est une fonction holomorphe dans les demi-plans N(w)
=20 W@)=p, of vérifiant Uindealité .
(13.2) |7, o) | < A(foe])—1=8(]2])— 15 (6, 6,>0),
alors Cintégrale dowble

(13:3) Sl n=t

reprisenie une fonction continue pour x,vzzo, of lorsgue N(w) >4,
N(o) > p, Pégalité suivante a licw

o ('
13.1)  Fu, 7'):§ \ T (2, y)dad .,
S0 J0

Adioy Pu i

oty _/?(;/y 71)({'//(1"7 !

A—imp \u—~im

Désignons, en cTet, par Z; la courbe fermée composée du scg-
ment de la droite R(wv)=2 et de V'arc de circonférence (Z,):

el =R, —Z-<Largu-Z

y
2

et par L, la courbe fermée composée du segment de la droite R(e)=p
et de Tarc de circonférence (L) : ’
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|o| =7, — e LArG UL

et il est supposé que X et 7 peuvent tendre vers Iinfini.
On a, daprés la formule classique de Cauchy, pour R(#z)>2,

R(z) > p,

Vaes J———«—-( 5 ~~M)——-—d§d>y;

(amey 2z, (G—a)(z—7)

or on a, par hypothése

| 7o, )| <A(l2e])=1=0(lw])~1=% (4, 0:>0 )
on en déduit, en supposant que |§—u|>1 et |p—w| >1

(9"1)§ S([, (5:(,;&,/),,,)”’:"”

— e dudf= A

)
S S d|&|d]7)
= (L) (L (l:l)”%lﬁ-w!(!7/|)f+°°!r—~l
S s [\Jx-f-ol,r-p-o0 4 % 7% ’

e

qui tend vers zéro avec On a donc

X7

. A+don P 4ion ]:(ﬁ _//) X
TR B 322 AL e,
( 7[/) Xk——iw&xl—im (”""E)(‘Z’"“O} 7
Or on a, lorsque R(2e—£) >0, R(v—7)>o,

L ” ~(u—~%)e 1 @ — =)
=\ ¢ Hdx, ——=\ 7Ty
0 y o Jo

f(?l (’) P

£ -
u—5 o

ot par suite

1 AP ERL N ITEN
SR (s Lo

(27:2')" A—io

0D
X{g S "—(uﬂjﬁ\"“"”’f’xf/ﬂ'}f/fzr’v-
0

0
En remarquant que la fonction
(v & 7)= L&,y D,
2 ot o étant fixes telles auwon ait R(ee—£)>o ot R(z—7) >0, cst con-
tinue dans un domaine fini de (x, 5, £,7), on a

& Atip prtig :
So Sgl’xa’vg g d(x, v ; & 7y)dédy

A—ip Jp—ig

PRt fptig k(7

= Eals -

—S ) S _’fg(MS S dlx, v & p)dxdy.

A—ip Ju—ing 0Jo

Or il existe unc constante finie /1, telle qu'on ait dans le domaine
(O<x</e
oL/

l(:-—(\t—":)r—-(w«'q)y'i </[ ;
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d’olt Pon tire
[ b(x, v; & 7)| <

(# étant une constante finie), dont le second membre converge uni-

: oLx<Lh ,
formément dans le domaine ( =7 =7 ). Par conséquent
. ‘O%J/\/ .

5
BRI

Atip (Utig .
lim Wim@(x, v; p, ¢)=1lim ]11115 S blx, v; & pdédy

pra Qo PrN q>H JA—ip J-ig

converge aussi uniformément dans le méme domaine, et

Adion Pubion .

-
=§ 5 b(x, v ; &, y)dédy;

Ll Jp—io
qui est une fonction continue de x, 1. KEn supposant donc p ct ¢
comme parameétres, on a

& 2
lim Him X S W(x, v ; p, g)dxdy

prua grw
Ain fudian
T et b it

r—ion Jp—im

(]
5 tim im Ox, v; p, g)dxdy

0 prwgrm®

On a donc

ke Aiw futim
X go”’xdyS S P, ;5 & n)didy
0 J

Rl gy —iwe
Ation fHdio
:X j /F(MS gqb(x »; & pdxdy.
Al JP =i
On peut, d’ailleurs, détermine un nombre & par e donné & I'avance,
tel qu’on ait simultanément, pour £, /> G,

w (o ) e e
g/c Sz $rs & )y | < |&| |y T+8
Hl (2, 7; & p)dxdy | < ¢
Jk ocﬁ—q"‘]l’ ”77) OV S IE[[+61 !‘OII'—i—ag s
ko

- AV, < € .
Su .Sl (I)(J’J e //)”11”{.1/ h [5]1-}-51 [7!“}-52 ’

ce qui donne

ke Abdy Ui . Ation PRdio w (o
S S dxdy | S ptzdy— | 3 ”54‘45 S ¢fz;w/,v)
0 Jo B 0 0

JAr—im Jp—im JrA—im Jy—in

e (B I6).

Cn voit donc que

) o Adim PRAin Atin [UAion o e
S s‘ n’xn{yﬁ‘ g ¢/{§{f'f/:S § I/Q:(fi;'g g bdxdy;

r—ioy Jp it A=in JU—~im Juo g
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et par conséquent

’ w (o 1 Ation (PP +im ’
- -— S ke - o
]:(,,’ 7,): g S oo 1_1,{ S S yae .,/y.m vxy{/g[/,/},/x,,{,,
Jo o Jo :

(7 /) iy JU=in

o4 &
ZS S (’_lll~"y>f(x! _tl’)dx(?{’}/.
0 @ "
Notre théordme est ainsi démontré.
§7. Un Lemme
14. Sort ¢(x, ) une fonction fnddfininent dérivable dans le do-
. oLxKl . . L. ., -
marne \ " =7 2 ), non identiquement nnlle of vérdfiant les conditrons
oLyt -
<o<x<1 i m=0, 1, 2,...)

,d7)1.+7'¢}<x’ ‘,’V)
oL y<L1; 7=0,1, 2,...

0 /«Umd‘l’“
£Cmta) 0.0)=o0 =0, 1, 2,...\ .
¥ ( ! ) 77=0,1,2,...)°
alors on peut construire wune fonction o(x,v), non identiguement rulle,

non niégative of indéfinsment dérivable dans le méuic domaine, of salrs-

Jarsanl aux conditions suivantes :
90(7'L+71)(0, O) — S0(m+n)(o’ I):Sﬁ(m+")<l , O)

:€9(m+7))<1’ I)ZO <’//]:O7 1, 2,04e ,
i =0, 1, 2,04,

< ﬂ‘/;n n

, oLa<y
o, vy=e(it—x, 1—v
olx, v)=¢( ) V) (0«<.y<1
} ()”"”"90(,1’ ) l < 327 oLy M=0,1,2,...
| oamayn o oLr<Lr; #=0,1,2,..)

Posons d’abord
re y (v
0= §1ao | [ gte. o)
U 0 o Jo

on a évidemment

o . . .
(a) |2y | ap o1 m=o0,1,2,...
* " 2 iy 2 < /< 77 == 2,....)
();L d}l OJVxNI1; 77 0, T, 2,..
B (o, 0) =0 (//z~o, 1, 2,...
e (0. 0) 7=0,1,2,.,.)0

ol Ay, =M _s s POUT W, 72322
Posons ensuite
¢, )= {aa(i —x), (1 —2)};
il est aisé de voir que
40, 0) =g (o, 1) =41, 0)

=0, 1, 2,...
:/}2(m+7:)(1’1):o - y 1y 2y ,
7=0,1, 2,...
o<Lx<1
ol )=l 1 —a. 1 —V
9}3( yj) 9’—( y 1 > O<j/\<]
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Nous allons maintenant affirmer que la fonction ¢x(x, v) satisfait .

4

aussi aux condition suivantes :

dm+7t /.’(x 1,) 3 , o

([ 4.2) . o s s < 3‘ 1 6m+n‘]/m N

axm ()'V,I ' 0
Si Ton posce

X=X(x)=4ali—2), 1= 1(0)= 41 —),

a1 m=o,1,2,...\
<1, n=o0,1,2 ’

NN

alors on a ,
X(x+a)=X+ X=X+ 1x,(1 — 22— 1),
Y(y+r)=Y+ =Y +a(1—20—n);
ct égalité golx+ 2y, y+ 1) = ( N+ X, I'+ 1) peut s’éerire sous la forme

wmo /_7(1)+q)x "
“—————")‘ (. 2) a? 1] +reste A,

Pl g0 ]5 [ !
m / (7)+f1)( Y‘ )% .
=5 X)) vy reste R,
pe=0g=0 p ! (/ [

g, )
7N
cocfficient du terme a7 3% du premier membre de Uégalité dernidre ost
égale a Ja somme des coefficients de a7"3 intervenant dans le sccond
membre, lorsqu’on développe chaque terme X117 en puissances de

ap, vy or a7 a4 nintervient dans XYY que lorsque

et Ton constate facilement que Uexpression qui est le

772

L7z et

, . , o1
On voit, en remarquant |1—2x]<1 et [1—2y] <1 ( Srtsh)

- oL <1

- . ’ .

que les cocfficients de différentes puissances de xy, 3, dans le développe-
ment de X7 ¥7 sont non supéricurs & ceux qui correspondent & la
méme puissance de ay, ¥, dans le développement de Pexpression
{ax (1 +2) 7 {an(1 +m)}% Or le coefficient de a7 3% dans ce dernier
développement est égal a 4 Cp?Cume, On voit par conséquent qu’en
désignant par M, , le maximum du module de ¢§"*% (x, ¥) dans le

. oLa«1t
domaine ="} on a
oL ¥<1

. - H—r
(113 WGl <mint 5 5 g, CEL L

—H-Sp<m, ._’f_.(q 7 ! (]!

Tyl
o 7) +q 77172
- Z L.l E)ﬁ], a

s 2 e (2 —‘/ﬁ)'(vﬁ"?//)'(ﬂ—(/) (2g—m)!

Or on a vu plus haut que

=0, 1, 2y0ae
¢§m+ﬂ)(o’ O):O ( o y by 4y >,

RO, I, 2,
ct par suite, on a, par lintégration par partics,
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Cn <91
¢§7 +q>(x, y) (5 <n )

= | gz, e +41+%(o. )

[N
O
o

= (v )glormead(e, D)de 9 (o0, ) + 294530, )
JO

T sresesesrsessavcssacns

— 1 ——‘j‘l(x . T)))L’“])”‘¢§1IL+I])(T, »l')l?’f
P doe

w—p—1

+STE g oo, 1)

3e=0 S H

zfy
(.?C"— T)m—-p-—l(-y‘__!))n——'l—l

. ;
(m—p—1)! (n—g—r1)! Sogo
XS./)(m'HO(T P)(I’T{I’/)

m—p=-1

+> .35__5[; {(7)+*)+f1}(0 -+ Z ._SJ {p+tan}(x, o)
va Ry

d’olt Ton tire

1 + 2™mmr + :2'"“’1 ’ < 772

m,, < M, P,
(m—p)! (n—g)! g
Introduisons ces inégalités dans la relation (r.4.3); on peut alors

Ocrire Vinégalité suivante ;-

l 9/)2(7,l+’))(x, ‘,V) l

< ( 4P| )( < 4% : >
- "i m e {2 —p) L Y (2p—m) ! e Ae—g) ! Y¥(2g—n) !

n
]

2Py | 4% |
+<m‘“§,m {Gnn—p) ! }i(2p—m)! >( i AGi—g) ! Y(2g—n) | )

I 4P | ‘ 2"y | }
(»Z,( {Gn—p)! 1 (2p—m)! >< 1 ; {e=a) ! (29— ) !>

« A pg *2( 31 g
— J/L'/ ‘o { T‘ (47’ qémp ») C”Em ”)) T‘ (4’1 Cﬂ(n 2] (/ ;l.(" ]))
- iy W

3 3
P apzm ——7;-411/7;

+ - “9Com ~ - 2
+ Z (271:. ? 7‘('mﬂp)(/ 7)5."2 p)) 2 (40 ?2,(71’—1—11)(/ n(” »

J;"-:;p;:m ..qu,an
poIMEp 2Am—p RET T "'(
+ » 2 (’P Hom—~p) Cm )) Z ( C 7'(nq—q) C ) }
(p"m -y EREN

< jli//n/L, ,,(8”' )n + 1 6""8" + 87""1 6”),
et par suite

e . —
p oLxy; M=o, 1, 2,...
l¢g7n+n)(x’ .:V)I < 3-l6m+n1]6/m' " < SKXKY o, 1,2, )

oL yL1; 7=0,1,2,...)
Les inégalités (14.2) sont ainsi démontrées,
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15. Afin de trouver la fonction ¢(x, ») énoncée au début du dernier

m+11
ET (¢, 2) T

Comme la fonction ¢u(x, ¥) cst paire par rapport & chacune des
variables, on peut poser cette fonction sous la forme

numéro, nous allons évaluer Tordre de grandeur de

kad w
1 1 o
dox, )=+ _—?:ﬂm cos 2mix + > oy, COS 2Ly
4 2 A=l p=1

2

0 w

+ >0 S . COS 2mAx COS 27y

A==l sl
(o<x<1 5 A=1, 2, 3,...
o<y p=1,2,3,...)"

Alors on a, d'une part,

9" 1< cos2miy
2 = = (om) S txe AP 0827
ox” 2 %= sinzmdx

o ow
.p COS2MAX
+37 Sy €8 cos 271/1)'} (p>0),

=1 =1 sinzmdx

o7 @ ;
_‘“¢,‘ — :—*:(271')0 I—Eﬁou 24 COS2TLY
dy* ) sinzmpy

+3 E @ P27 COS 2mAX CPSOWU'} (¢>o0),

A=l =1 sinampuy

orip, ==(2 ,-r)vwz Y‘am A cos2mdx cos2miy <p>o);

0x70y" sinzmdx sin2muy g>0
et d’autre part, quels que sownt les entiers 4, #>1 donnés,
COS"[)x
2mh) pe= AR CA x
()" ( )sm?r:)x ’

2
(2mp)iag,= izS G (x, y) gﬁfvzj@’

: 1
(ealdy(emp) o, = i4SO SO(/»S”*" A, ») 23:22;); ;:sj;//ji 'dad ly s
d’olt Ton tire, cn vériu de (14.2),
(2mA) | are| < 6.16737,,, (2mp)!| g | < H.06"AL,,
(erdy(emp)!| @pp | < 12167707, . '

Or, on a

0m+7{ - )

T [9'/,2('%’ jl)J‘: {[S!’g(.%‘, 1’)3‘} e

()x ()Jl
k13 ; . 2 )

:Z(l;)¢g0+q)9/}2{rzz+(n—-q)}_i__ (//l)s'w’ Z(;)‘Il’gl%-q)¢,2{(;,z—1)+(71—«1)}

2=0 1 )5

+ ......... + (Z;)}_J /(;> /(7/L+’I)SJ 104.(7,..,,)}
=0
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d’ol T'on tire, en écrivant par A Yexpression
1 1 w 1 3 @B 2]
— a0, 0] + —2 s + —22t0u| + 23 X aan],
4 , 2 A=l 2 =1 A==l p==1
qui converge,
( )7)l+7l
w o0
<&(3 Sl )
A==l =1 K

(Dl 2 Sl )5 Sl 2727

A==l Pis=1

I (e, )P !

4 (7;)(—1_%1‘ o | 12+ Ai_,: ?;.J @ | 12 )(é ;:[ | &”‘/z""2> +...

g5 i)
% (ol + 33 Sl 27)
2 A=1 Py Y

///){( LS N anl 4+ St o H)(Z ST @ I)m-—l/ju\
2 x=1 A=l et yis Rri )
l(?)q; 1 A/J)(Z Zl . I X"’_I/j""l)
A=lp=1
l Ay, t;ulu:)(z Z I o I 271;—-1/171——2
Amlp=l

| e H/f‘)(——:—él x| ST S ﬂm“’"")}

A=l =1

+ ..

iPs
Ms

-

=
]
-

S

8

Ms
Ms

+
TN TN T T
2
=
iMs
=
8
&M

o~
§
I
=
[
-

+
<

§ 8
~—
iy
/‘\
N —
P

1M8

o w
I(I)‘OI)m'* }3 E[(’)‘ul)m)
A=l p=l

X( |3 S w")
2 p=l re=lpe=1
+ <7l/>( Y Zla)‘u[)‘mﬂ><—%—uzll oy, l/lﬂ 1+ Z—‘l ui‘}ll o l/‘[“ 1)
)( > 2 t Ty 1 }‘"L/‘Z)(LZ l gy, l/“w—z -+ Z 2 l @y ‘ /1"’2>
=1 A=lp=i
F o +( )(Z 2‘0)\ I)m/ln>[(}

PYES R
Pour abréger, nous posons

ow o
()l"ZlaM’I/" gr—}_:lﬂk I)m—p £ EJ”ML‘/‘ gi“-—“ZjﬂM
w p=

be
[
-
=
]
i

Alors on a, d’apms l’mcg,a.ht(-, de Holder,
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2 2 3 K/ & 'E‘ me=p , N <71]’
(B Sz (S Bl ey (227)

Q1D LN , '1 2,
(o () (S H ()
Y= IS T

{5 I/‘-’"*”)(zj Slaw |2 )
A=l y—1 Il M
P& @z "=
X {(E }_:[(I)J ]A )(Z ;_jl”l l)nl—l) n)} i
A=l el de=ly =l

@ "
. 3P Y n=- ) n
G <>_1£r3)~ )} "
Al
s [N .
‘>~‘{)E; b n
A1
R 2 YXTL
2””\ ;
!,{):{ ne 1w
by

patlm— PY—g)
)\"l) it

o l](m—ﬂ))+1)(71-7) qCop e Y4t — )
SPL] P \“ man
E_!gl { ) e ﬁ\ 3

@
Z‘{Y()‘m - 1)) 0 }7
)n—

Al

\./
|
———
]
iMs
AR

y/

/
Ay A
TN

|
J\, g

P

3

>
~—

1

L iR
57
iMs -

P

7o

i

N
il
EARSL

7

~
—

X
TN
s
vy
>y
~—
He
N
)8
7%
g ~—
i
H
Il
S
<,
k
/l<

.
i
-

pa+Lm 71))(11 - )

x
- {(i ﬁl T 1)(% i[rzml)ﬁ"’/l")} i

Al y=1
;N g}_‘ ™ prtlm—p¥u—1)
X {( ' 2-‘(7)‘) ])na)(? \ 1{]}‘1 “u )} ma .
A=l gl 1 rl“
0

Y

En remarquant que \ S“lzu,l converge, on peut trouver unc con-

stante positive finie /q, tello que lon ait, quelles que soient les valeurs
de 72, 1,

(2,. x_’”lz I) )(Z ZI(lAg,l/z7')
A==l PR RTINS |
(2 Sl )2 Sl 12),

A=lp=l
. . . p< ‘
11 existe donc une constante positive finie £; pour (17} 2 7/). telle que
Ton ait

fw D w @
(31 Sl 2203 S )

A=1y
ke &0
<H(E Bl (3 Bl ),
PR BT | A=l ==l
On peut calculer de m&me pour les autres produits écrits dans le
second membre de linégalité (15.1). On voit donc, en désignant par
by, /¢ des constantes convenables, que

a::z+11. [
a ,‘:ma 2 ¢ (x 1’)]

<(97z.)m+71/ SN %‘ i] l)m e M0, 1, 2;s4.
=V S /

=0, 1, 2,...
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— 21n.+7:(2n.>m+71/‘,3§ i‘(!(l}‘“ ; )‘m-}::’,‘un%-ﬂ ),,I _ )
A=lp=1N 7

7))+7l/ 2y 1 1
<~———~—~X Z( ]()m-l nt j‘[m,n )A W)

( ')7) pey Ry St

- 327/:4 1%4‘][7’1" e

Posons ¢(x, 3/):71-—[9/@(x, 7))7; alors cotte fonction ¢(x, v) satisfait aux
(¢ .

7

conditions
7170, 1, 2, ...
;SD(W,M,)(T 1,)‘ < a2 77;:+n ]/m,” ( B * .
=0, 1, 2,

La fonction ¢(x, ¥) énoncée au n14 est ainsi trouvée.
§8. Théorémes fondamentaux dans les quasi-analyses

16. Nous allons maintenant prouver deux théorémes fondamen-
taux dans Ies quasi-analyses de fonctions de deux variables.
Premicr théordme fondamental: .57 Ja fonction f(x, v), tnddfini-

) .. . oLx<1 e ., -
ment ddrivable dans le domariie 0 v satisfarl aux conditrons
=V s

L/ e, )| < A, oLx1; m=o0,1,2,..
¥ s o, n O<j’<!; 7/:071’2’“. ’
Con ), — (7//:Ov 1, 2,...
0,0)=0 ,
" ( ’ ) =0, 1, 2,
ol st Dinddorale double
i dR  dr R
(16.1) g S log 7(R, )~ |ot 7(R,r)=max—"——— |,
J1J1 ]\ 7 ey nzt 1]/71:, 7
drverge, alors la fonction jf(x,v) est identiqguement nulle.
It suffit, pour affirmer ce théoréme, qu’on démontre que si la fonc-
tion f(x, ¥) n’est pas identiquement nulle, alors 'intégrale double (16.1)
converge. Dans le cas oll nous nous plagons, on peut construire, en

vertu du n°1 4, une fonction ¢(x, ) non identiquement nulle, indéfiniment
' . oLa
derivable dans Ie domame(
oL y<1
ce domaine aux conditions suivantes :

(16.2> Sg(nz—i-u)(O’ O)—__—sg(m—lq':)(o, I)zsﬁ(m*‘")('l, O)
p— (nH-n)(I’ I):O (77/jig, i,‘—?,...>,
s 2,004
oLxL1; m=o,1, 2,...
0Ly L) #=0,1, 2,...

) non négative ct satisfaisant dans

(16.3) ¢ (x, 2)| < 32" 0,0,
;. . foos . (x>0
Deésignons par #(x, ») la fonction définie dans le domainel”

Y20
foLx<1
oo, v) o< <

o ~ (ailleurs) ;

de la maniére suivante :

0(x, y)=



Sur la Classe Quasi-analytique de Fonctions de Deux Variables (I) 297

et considérons la transformée de Laplace, @(u, ©), de cette fonction
s (o ir1

(s, 7;):§ g Pt/ ¢ ;1/)(/;\’,(7{1/:S g /3'”‘“"”;9(,1', dxdy,
0o Jo 0Jo

qui est holomorphe dans les demi-plans R(2)>o, R(z)>o. En inté-
grant cette fonction par partics, 22 fois par rapport & a et 7 fois a

», il vient, en vertu des ¢égalités (16.2)

I prt
1 -
e I e T/

1,
Ja

2

1 1
et par conséquent, on a pour R(w)>—— NR(z) >—ry
2 s

r1 ol v moka
! -5 32" A,
10(//3 7')[ ‘\/Ww——-——s \ 2 2 7’”'” ,]/;" " (/1(771 P i, ) Ty
l”‘mlwln JoJo ”/lml !'n
Or la fonction @(w, @) nest pas id(\.ntiqunmon't nulle dans les demi-
slans R(2r) >o, R(z) >0, car pour wu, v récls, Pexpression ¢~ o(a, v)
oLx 1‘)
oL Y<K

est non négative et non identiquement nulle dans le domaino(

- . Rt o R 7
Si Pon pose done 7,(R, 7)=max =7 : ,

- oot N T, 22 22
my, nil 32 J /;,,,‘ 7 (o a=

Tintégrale double

S;g log 7R, )~ [;{\ ar

=

converge. ) cette intégrale converge ou diverge en méme temps
que (16.1). :
On voit donc que si Tintégrale double (16.1) diverge, alors la
fonction f(a, ») satisfaisant aux conditions énoncées est identiquement
nulle.
17. Second théoréme fondamental : .87 Zintéerale double (16.1)

converge, on peul construlre wne fonction f(x, v) non tdentrguemcnt

o . . oLyt .
nalle, tnddfiniment dérivable dans le domaiie <o> y ) Tion nigas
KIS

tioe of satesfarsanl aux condilions survanies :

.f(7".+7*)(0! O)___./‘(hu—n)(o’ I):f(7n+71)(1, O)
= fo(1 ) =0 ({/Zfo, 1, 2,...>’

=20, 1, 2,00.

.(m+71)( -y I 1/ O<x<l y =0, 1, 2,...
t/ X, ) < Ny N <v<lq — .

Ly n=o, 1, 2,...
Ce théoréme est évidemment la réciprogue du théoréme précédent.
Si Pon pose

T(/ 7‘)— maxs ,52m+'n](‘mz 123
(¢ —_

ey 1 e

=T7(32R, 32r),

m n
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la convergence de Tintégrale double (16.1) entraine celle de l'intégrale
double

I SlowT(/e )’j"’ @

ot par conséquent, on peut, en vertu du nrz, trouver une fonction

. i 1
6(u, ) holomorphe dans les demi-plans R(z) >—— R(p)>-—, non
2 2

identiquement nulle ot vérifiant dans ces demi-plans les relations sui-

vantes ;
, © A, M==0, 1, 2,0es
10 (n, 2)| <
, _ .

%27)/,+1r|}/!711.17’tn \ 77720, 1, 2,...

Désignons alors par 8(x, ¥) une fonction définic de la manidre
suivante
T+iw (ltio
1 e yerti—tyy B, o
/7(;\’ N [ — g S (L= DedGimy ( ') dudo
(97/)‘ 1—in J1=ion ) //"f'v
qui est continue pour toutes les valeurs réelles de x,y, ct indéfini-
ment dérivable. Ces dérivées peuvent étre données par
o 14+im (14im
(A "
g 7)(J, :l,)_~ S

(om) “1 — i

d’olt Ton tire, en posant w=1+17§, v=1+17,

/(u-—l)t'(*‘(l —l)y(?/ —1 )m(,{.} —1 )11 6)(7fv T') ﬂ]//(/f',
2wy

1—iw

. iﬁ(m—m)(x’ “1,)1 < 1.’ g‘w S (l//'_l Dm(l_’___l l)n 0(1/ 4) JE ”,7
47" - :
o [* [ ([ )m(, o1 |)" Eiy
A gri32m Joaloe\ 1 Do Vo (el)(e))
ct par suite, en vertu de B B Pt NG P 1,
7 7
! 0(7/L+n)(x, :l') l < .[}[m., 2 S Sw (ZS(/)? - .ﬂj;n,, I .
4},{,_32m+n — (I + C")(I + 7‘) 4.32m+n

Remarquons maintenant que, quelles que soient les quantités a, &
21, on a

i (1
I SH o S oo (u—l).c+(1~—-1)y 0(7/ ‘) dudo

EY)
(2ms)? 1-ie e
14icn (h+im a+in i+iv
(2m)* Wimtoo Jomion Jamion Ji-in
ation [hdion @ .
- - 7, T
— S 3 }(/,(ll- D+ l)y—('j,"’:")—‘[l"ll( R

wyY”

1—-im

a=iog Jh—iw
car, lorsqu’on désigne par Ly, Ly los périmétres des rectangles dont les
“chtés sont formés par les droites :
R)=1, R@)=a, Jl)=X, Jlw)=-X,
R)=1. R@)=4 J@)=Y, J@)=-7,

on a, d’aprés lintégrale double de Cauchy,

.
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: j‘ S ety O(N—“—”) 12’1/(/'51_0,
(2msy o

0w o
ct les intégrales étendues suivant les segments paralléles aux axes réels

tendent vers zéro avec ———— YY , comme il est aisé de voir qu'on a, par
L

exemple, en posant A/ X=qs, p/V=1n,

SaS (AEEX x4 (£ IF— Dy 0()""/‘\ E=24 ) didp |

1J1 A=/ X)) (px=/T)

@ 4][
<S S (LRl =1oy T ——dAd
1J1 32| A/ X p =l VP

<C((1—I)z+(b—-l)y ],/m 2 S’t Sh I
3 P el :1 1 (Al+ ,X‘)(IU:“}' V)/")

qui tend évidemment vers zéro, lorsque X ou Y tend vers linfini.
Or, lorsque x, y<o, on a, en posant a +i&=u, b+ip=o,
a+in htim @ PR
- — ", T
! S S é,(u De+Gr=Dy (" ,‘) ({l/[/?/

b—im °wy”

dAdp,

a~in

mtn

<g(a Dr+0-Dy JJ[m n S Sw 1 - 5”’0
e 1”!m+’ lﬂ+ .

'5 2

:L(a—-l)xd—(h——l)y f]:[m,n. gw S\w (/5(7’?
P U . . RN T
32 2T (@) O+

< La—-Det(-1Dy j!-[m,n e 1 dé({'
3 ,)m+n - Emé-"vn-%" 7’
qui tend vers zéro, lorsque @ ou & tend vers U'infini.  On voit de méme,

que les deux intégrales doubles
i 1
Sa-rw;j‘ +im (,4—1)x+(1’"1)y @(1/ d) (/1/[{2'

a-in 1-—1.00 'Zl 'U
1+ico Mh+im

S §' L Dot e=1oy 0(7/, 4’) dudo
1-in Jo—im we*

tendent vers zéro, lorsque @ ou & tend vers infini.
On a par conséquent, lorsque x, ¥<lo,
I 1rien Ll4im @ by
S S (u -De+(r-1y ( )0) ({ZL(I’U
(2mf)?

1—-ien Ji~im

i 1+iow (htiw Patin Pl+in
=lim ———— § g 5 S
@ > o (om) 1t Jb-i Amin Jl-in
+i0 ("h+im
_Su S' } D 0, ‘) 2t Ay

a—~in Jb—-imn 7["'-1

I
kS

ct par suite
x<o
0z, y)=o ( < o)f
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Or on sait que, lorsque x, y2»0, cette fonction @(x, ¥) n'est pas
identiquement nulle; car, on a, en vertu du n°13,

0Gu,v) _ Sm g” N P
3 — (e i — (1 0 ; d 7
¢ (2, y)dzxdy,

Tala 9
ot si @(x, y) était identiquement nulle, Ia fonction @(x, 77) le serait aussi,
ce qui n'est pas le cas.
11 existe donc des valeurs positives finies des x, ¥, telles que #(x, ¥)
nest pas nulle. Désignons par £, 7, les bornes supéricurcs respective-
ment des valeurs &, 7, telles que

O(x, M)=o (x<5> ;

<y
ces valeurs &, 7, sont toutes les deux certainement positives finies.
On voit ainsi que la fonction #(a, ) n’est certainement pas identique-

. E<Laé+ . s -
ment nulle dans le domaine |28 =7 >>1 , ot satisfait aux conditions :
. <.
<K< Pt 1
o1ty WT=0, 1, 2,...
0“’” wy s =0 < 3 * 3
€, 7) 770, 1, 2,... )
l[](ma-ﬂ)(,\: ;l!)l < ﬂ{i”_‘l'rA (€l<x<él+ 13 7//":(:), I, 2,000,
REAERPPES n<y<L<p+1; n=o,1,2,..)"
ot par conséquent, la fonction o(x, v)=0(x + &, v +7) n'est pas identique-
I J
. oL ’ . ..
ment nulle dans le domaine ( 7= ), et satisfait aux conditions
O\“’l’< 1
(man), . m=0,1, 2,...
0,0)=0
¢ ( ! ) (71”—“0, 1, 2,...)
[ (2, )| < Mo oLa<1; m=o,1, 2,...
LTS oLy<L1; n=o0,1,2,...)

On peut done, d’aprés le théoreme du n’14, construire une fonc-

tion f{x,»), non identiquement nulle, non négative ct indéfiniment
oLxK1
oL y<1

f(m%«u)(o’ O) :f(m—kn)(o, I)Zf(m&n)(h Oj
.___—_/(m+n)(l I):O (‘//l,';-"O7 1, 2,...)
) £

7LTTO, 1, 2,

dérivable dans le domaine ), ct satisfaisant aux conditions

suivantes :

LFo (e, 1) < Mo (Oixili m=o, 1, 2,...>'
oL yL1; #=0,1,2,...
On voit aussi que cette fonction /(x, ¥) peut étre formée telle que
S, ny=/(1—x, 1—).
Notre théoréme est ainsi démontré.
18. En s’appuyant sur les remarques simples, on peut énoncer
ces deux théorémes fondamentaux sous des autres formes.
En cffet, si la fonction ¢(x, ) satisfait aux conditions
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pd fl. — 5
(n+nd( .. —~ 7. (Zéx\\f s 2=—0,1,2,...
@ X, A, )

| (2, M| < A2, by By u=o,1,2,...)

et . TE=—0, 1, 2,...
"0, 0)=0 (71:0’ 1’2‘“_.>,
alors la fonction f(x, v)=g¢[{(A—a)x+a}, {(B=20)y+0}] vérific los

Fr(o, 0)=0 ' (m=o,1, 2,...),

\n=o, 1, 2,...

oLaL1; M=0,1, 2,...
oL ¥L1; 72=0,1,2,...)

relations

|f("'r‘*‘7’)(x’ J/) I < (/1 —_ [Z>m(B"“ b)nj,];n. 27 (

Si, au contraire, la fonction ¢(x, ») satisfait aux conditions
Omtm), - oLxL1; Mm=0,1, 2,...
x, )| < A, (
159 ( y.,)l ny, N O<}’<I : 7Z:O, 1’2"“

S0<m+")<0, O):gﬂ(m‘H,)(O, I):Sa(m—i-n)(l , O)
[P CIE X D) — =0, 1, 2,...
. ¢ (1, I) © <7z:o, 1:2,...>’
x—a y—0b
A—a’ B—b
f("”‘")((z, b= Fann g, B)= FOomm( 4 5)
:f(m-{nn)(.fl’ .Z))):O (7/Z_:_ o, 1, 2,--.>’
72=0, 1, 2,...
(e +2), ; - 11/711‘ n (Z<x<.[l s 72—0,1, 2,V. . .)
< (A—ay(s—ty \0<y<B; n=o0,1,2,..)
} /[7IL+ 71]\?71»7,71,

On sait, d’autre part, quen posant 7)(XK, 7‘):max—————]—[——:
m, nzl i A

(AR, hr), /& étant un nombre quelconque (>0), les deux intégrales
n fon > » w (® > ~
[ [T10g 70 2R e [ (0 7302, 1y 2R
1 r A I P

convergent ou divergent en m2me temps.
On peut donc énoncer les deux théoremes fondamentaux dans les

alors la fonction f(x, y):9o< > vérifie les rclations .

quasi-analyses sous les autres formes de la manidre suivante:
St la fonction f(x,v), fndéfiniment dérivable dans le domarne
aLlxeA o .-
( 2 Z , Satisfart aux conditions
Ly B
((z\<x<z‘1; Mm=0, 1, 2,...)
oLy By n=o,1,2,...)

FPa, b)=0 (m-—:o, 1, 2,...>’

lf(m“l-ﬂ«)(x’ J/) l < .ﬂéﬁn, 7

72T20, 1, 2,...

et st Linldéorale dowble
. e N AR dr
(16.1) 31 Llog 7(R,7) o

diverge, alors la fonction f(x,v) est identiquement nauldle.
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S, awn contraire, lintéerale double (16.1) conwverge, alors on peut

construrre wunc jfonction jf(x,v), non identiguement nulle, indéfini-

, . : . aa<A o, .
ment dérivable dans le domarne ( =T =0, non négative ef vérifiant
oLy B

les relations ‘

f(v)z+71)((l, b) zf(mv!—n)((l’ B) ,____:f(m,+n)(‘4, b)

o Flntn) A — M==0, 1, 2,...
s (d, B)=o <7z:o, 1,2,...)’
LCmand .. aLxLA; m=o0,1,2,...\

!./ (-2/7_)/)|<11/m,n <é<_j/<.B; n=o, 1’2"”/.
On peut cn plus choisir cetle fonction f(x,¥) de sorte que

o+, b+2)=/ (A=, B—y).

§9. Autre forme de la condition

19. 1l est évident que la convergence ou divergence de Uintégrale
double (16.1) dépend du comportement de la suite double {A7,.},
mais il est important de pouvoir caractériser cette suite double d’unc
maniére plus directe. Nous avons déjd rencontré cette considération
dans le cas de fonctions d’'une variable. En autres termes, M. Carleman
a introduit cette idée" lorsqu’il a démontré son théoreme donnant la
condition nécessaire ot suffisante pour la classe quasi-analytique de
fonctions d'une variable. Nous allons donc cxpliquer avec Tui une
condition pouvant définir directement sur la suite double {17, .} ct
équivalente & celle donnée par lintégrale double (16.1). Nous allons
& cet effet introduire la notion étendue de la minorante de M. Faber

d’une suite double donnée.
. M==0, 1, 2,400 . . .
Soit { ) (71"0, I’ 7’ ) une suite double de quantités positives
TR0, 1, 2,4,
tendant vers Uinfini avec 72, 7. On appelle la suite double
. M=0,1, 2,...
a k3 k3 b b
{1l (7z=o, I, 2,...)’
dont les termes sont définis par les expressions
’ sk .
am, [T min am', W,
w4tz
la wiinorande de M. Faber de la suite double dounée {¢,, .} ; ccs mi-
nima existent certainement du fait que lim ¢, ,== + 0.
My N> D
M=0,1, 2,.

Remplacer la suite double {a,,, ny <7/'“o L2
FT My Ly 2y

) par sa minorante

MT=0, 1, 2,000
7270, 1, 2,...

de M. Faber {a,%,} ( ) revient & substituer géométrique-

1. T. Carleman: Les fonctions quasi analytiques (1920) pp. 60-64.
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ment aux points 2,,, de Uéspace, dont les coordonnées sont (22, 7, @)y
les points (J,,.. dont les coordonnées (e, 7, o,%,) satisfont aux condi-

tions suivantes : ’l;;/:z,,nl étant la plus petite valeur de tous les @, , les
g-coordonnées des points Q,,,,, . (o<7//,+7z<7//,1+721) sont toutes (I;Zl,n,;
fl;:zg,ng étant la plus petite valeur des 2, , dont la somme des indices est
supéricure & 7, + 72, les s-coordonnées des points Q,. . (w2, + 12, +
<+ 71,) sont toutes (l-;kzz, n,; ot ainsi de suite. Par conséquent, les
points Qu.n (oL mz 42wy +72,) sont ‘tous situés sur le méme plan
horizontal 7, n, dont la z-coordonnée cst égale a af}}‘l,nl, ct générale-
ment les points Q,.., (st lm+n<m+n) ((=1, 2, 3,...) sont
tous situés sur le m&me plan horizontal mm;, »; dont la g-coordonnée est

égale & 0 (=1, 2, 3,...). On voit donc que ces plans horizontaux

vont successivement en haut avec #, et tendent vers Uinfini. Si ces

plans horizontaux sont coupts verticalement par les plans paralléles aux

vz-plan ou az-plan passant respectivement par les points (72, 0, 0) ou
ME=0, 1, 2,000 . .

(o, 72, o) ”__O’ I’ ,’ ), alors on peut construire sur les sections les

by y Sy :

figures géométriques analogues & celles pour des suites simples.

M==0, 1, 2,...

O, 1, 2,...

décroissante par rapport & chacun des indices, et tend vers Uinfini avec

On voit ainsi que la suite double {e,%,} est non-

Tui.
20. Soit f(x, ) une fonction ind#Animent dérivable dans le do-
. oLxL e . .
maine =T ) et satisfaisant aux conditions suivantes :
oL y<1

lf(n),—l‘ﬂ)(x, Jl)‘ <j]£"4‘” (O<x<l ; 7/Z:O, Iy 23"‘),

oLy<L1; n=o0,1,2,...
I =)
Considérons, en posant T
Ve (420037
WO, 1, 2,

" , ¢t sa minorante de M. Faber
7270, 1, 2,00

la suite double {&,. .} (
771 = , . . .00
{354 (”Z o T 2"") définie plus haut, ot posons 7(2, 7)=max-—-"—

i 77=0,1, 2,... mynz0 Af,

A ’ A a B
comme nous en avons souvent l'usage.  Alors on a le théoréme suivant,
qui est une extension du théordme de M. Carleman pour des fonctions
d'une variable.

La séric double

& & 1
(o) I3l
=0 -

m=0 =0 ﬂm,u
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conwerge on diverge cn méme temps que Cintégrale double
(/]\ ar
(20.2 j g log 7(R, 7)

T

"

Comme on a déja remarqué dans le n’g, on sait que dans le cas
ol f,.» ne tend pas vers linfini avec 7+, ce théoréme est évident ;
car, il cst aisé de voir que dans ce cas lintégrale double (z20.2) diverge
et la séric double (z0.1) diverge aussi.

Nous allons donc considérer seulement le cas oll 8., tend vers
Pinfini avec 72+ 72. On sait que la suite double {f,%,} est non décroissante
par rapport & chacun des indices 2, 72, et peut tendre vers linfini avec
lui, c’est-a-dire, quels que soient les entiers positifs (incl. zéro) uz, 7,

Bt BB i, B, LB LB L

Désignons donc par {0} (p=1, 2, 3,...), {u$”) (¢=1, 2, 3,...) les

suites simples d’entiers positifs définis par les relations suivantes :

E3 sk ¥ .
0 " ﬂl, AT e :,87‘/11(") 1< ﬂml(") +I, 2. :]971z2(7'~), 2 iiias

s e, LN
< ﬂ?)l§;91+ I, 2=, ”’/3/1:(;;), < ﬁ71z§;'>+ I, = ... :ﬂmgﬂgl, 72 inenn s
s * 3 *
;,{;, o:ﬂ;;,‘ 17 :ﬂm, 22, > ﬂm, 1=, :ﬁm, 72,0m) SO
sk K B *
< ﬂm, 712".2—{— I==... :/am, 71(7,'1")<ﬂm, 7 q + 1= _—‘—’ﬂm, nf,’ﬂ Tveens

ct posons
-+
€, =P n, 12 p, ) = 1225 (p=1, 2, 3,...),

)=, si B 0, LE B ;

-7"% 2 :ﬁ”L’ ’Z(ZL)r 717"(07" '1) - 71(1") (q =1, 2 3 3 PR ')’

1,() =1, si B, oL B, s
et lorsque les indices 7, 72 ne sont pas fixes, nous écrivons 72,(£), 72,“(’7)
par #(€), 2() d’aprés la suppression des indices. On voit alors que
72,(§)+1 désigne le nombre des B3, (7z étant fixe) non supérieurs a
& et que 72,,,(7)4— 1 désigne le nombre des f3,%, (7/}, étant fixe) non
supéricurs a 7; d'od Ton conclut, en vertu du résultat dans le cas

d'une variable,! que Z-—_ converge ou diverge en méme temps que

m=0
e ﬁm, n

=0

@ aé S . N
gl '//zn(E)———E—g——, et que E"’T“ converge ou diverge en méme temps que

7,

g '/zm('q)—(i?—. 11 en résulte que la série double
1 '7‘

1. Voir S. Mandelbrojt: Série de Fourier ct Classes quasi-analytiques de Fonctions (1933),
PP. 41-45; pp. 70-71. Et voir aussi A. Ostrowski: Uber quasianalytische Funktionen und
Bestimmtheit asymptotischer Entwickelingen, (Acta Math., B. 53 (1929), p. 201.)
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@ 1}1 I
ID S
7:;-—0 11:»() ﬂm‘ n
converge ou diverge en méme tomps que lintégrale double
o o
- at
j S {l &)+ 1)}
t 1 & 7
Si Pon prend, dautre part, une quantité 2 non inféricure a (?1 .
on peut déterminer un indice 7% tel que

p‘m e 2 LR :fm,,+1, 7 [/li(") = 7]/,,(]\’)],
et, dans le produit

]\)m ])/)l () ]\)1112(7')—-—711 )
R - o772, G0 L VRSO ACH o
Pia 3 n / i, 1 117” (,,) 12 /j”,?(n)
])7;;(7,;) — 7;1,%7? ]\)?II. —_ 711(’,:)
. r

712D — m(") B .
2 I 1 g7 (n) JoT 4
11’”(") ;l fj//élz+1»7l"'fj7:z,1:.
olt 3//1(")\///“(]\)) les 724 premiers facteurs du premier membre de
cette égalité sont Supulcurs ou ¢gaux & un, les autres facteurs sont,
au contraire, inférieurs a un; on voit donc qu’en posant
. . /)m
T (R)=max

¢ o i
mzl 1,2 fg’ e 7/: 7

on a, pour R=pF%,

‘(1)( /)) _ ])m

" 3 y
P)l n ,9 e -/9/117,,( R),n

SERAG ;
l(l\)>-]()') “(1)(]\)) S S ’7;5 /{E []{}19136“’ Tﬁr]( 1, n) ‘_’O:\
ﬁl 13 s '

IEn posant

. 7,7l -
T L D)
nzl I m‘ 1 {me, 2 9m‘ n
on a, de méme,
(, i O\ — (" 7/m<'7) S R A AT
I{r)y=log 7"¥(r)= o tdy (1280 (3.5 4)=ol.
e Bm 1 ‘7
Or, on a
] 7, 7,7: ]\)m a1t ])m. =i
Y = 2t 1 < 3»: et
—"Afm, n fjm, no, P,
< /em 7,11,

N

ki kil g3 % ek 34
. fgl‘ n ﬂ:}fln' . ‘[ 2L, N ;dnxl, llﬁm. Pew ' ju:, 2y
d’of Ton tire:

TR, )< TR Tr),
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o s B (&) " anly)
PR D=1+ 1= e | 20 gy
Bl:‘{n s t/jw;:l 7
! . ]\’>ﬂ1,’“n>,
soe 7087) - (7235)
ct par suite, sauf en dos points isolés n’influant pas ce qui suit,
()] I R)= 7//,,(/\) ’ or _ d - ( Y= //,,,(/) .
oR 0’/\ oy dr
On a, donc,

S 7/77:(@) a]!— — S‘[\) wll—(g)—‘{{i:
ﬁi* a E (51 n 5
R
=, PO e T (o),
v Bl‘: n E‘ j\
S‘r& 71(7). iy Y @)
Bt Y Bt 7
:g ] 772(0) dn+ IV:J(T) (r=B51
ﬁu 1 ‘0‘ 7

Si on désigne maintenant par 37, 2V les plus grands d(s entiers

tels que If//z,, _{)‘_\ 7= 511[, 72, /f//z, 71,,,,/_1__ = jm,]\f, on a
e/ \ !
¢

7R 0>( 7 >< Fyl >N>< ﬁ(]) ) )(W)( i ,7,'@7) >,.(_:_>’

:‘V (23 m
3 N - .
2 ) + 71(~—-7 >,

cn vertu du fait que ~——>,f,,,( Yows T ﬁ«f}f,,l(_z;).

d’ott Ton tire

log 7(R, 7) }771(

On a, par constquent,

Slw S j {1(R) +na(7)} 0’{\’ ar

2
]

:Sm Sm{ /(]\)) 7'72,(7') }({]\)({7,
1 Rr* R ‘
le(/))w()}"{: i
1 N
(" og 708, UKL
R
7 IR dr
Ry
m 7\ — =

:—LS S Su(R)+2:(r) \ AR {{i .
e VS
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On voit donc que les deux intégrales doubles
@ (o > - ‘o Lo 3
ool AR dr ar dr
j 5 log 7(R, r)————, {m(R) +n(r)}
" 5 ; 3
1 J1 R 1 J1 Vol
convergent ou divergent en m3me temps.
Or, on sait, d’aprés ce que nous avons vi plus haut, que la dernizre
mtwlalo double converge ou diverge en méme temps que la série

o0 ke
I .
ouble >} >'—— One ut que la série double (20.1) converge
double > o On en conclut que la série doubl g
tp =0 3 ==0 /m n

ou diverge en m3me temps que Uintégrale double (20.2). Ie théoréme
énoncé au début de ce numéro est ainsi démontré,

§10. Une classe quasi-analytique

21. {34, .} ¢tant une suite double de quantités positives données,
nous désignerons par Cy 'ensemble des fonctions /(x, ») indéfiniment

P e

. . aLlx<L A e .

dérivables dans le domaine |, =7 =7) et satisfaisant aux conditions
b\ NS /))

suivantes :
Lol A = R
Con+ ), </,7n,+n ‘I (ﬂ\\\x\-‘ s 7 0O, 1,2,...
21.1 X, W A,
( ) If ( )!\‘ wy N &<}'<B; 72720, 1, 2,
oll £ est unc constante positive d2pendant sculement du choix de la
fonction Sx, »).
Etant données deux fonctions quolconquos S, 3, Slx, v) appar-
tenant -4 la méme classe Cy, telles que
(21.2) A2, 3) | <A™ M <n<x<l ;s m=o, 1, 2, )
21.2 ) Py 7. — 3
L/ (e, 3) | L+ A, by B n=o0,1, 2,...
et, en posant o(x, v)=rF(x, v)=/x, v), on a
[‘{r(mhn)(x jl>[ / */1(’]’+7')('\5 1’)! + tf(m+n)(l 1/)[

(21.3) (4 Y
o+ )™ M (g§x<\/l); m=0, 1, 2,...)1
Ly B, n=o,1,2,...
ce qui prouve que la somme ct la différence de deux fonctions d'nne
classe Cy appartiennent a cette méme classe. On peut donc vérifier
que la somme algébrique de fonctions en nombre fini d'une classe Cy
appartient & cette m®me classe.

Il est aisé de voir que le produit d'une fonction quelconque d’une
classe Cy par une constante finic arbitraire appartient aussi a cette
méme classc. ,

Etant données deux fonctions fi(x, 1), fi(x, ) d'une classe Cy
comme plus haut, posons ensuite Z(x, v)=/(x, ¥)/o(x, v). Alors, gucls
que soient les entiers positifs (incl. zéro) s, 722, on a

/l(m+n)(x J/) — Ul.—/;](m—i-n) |
3 -
— fl("”"V:(”M) + <7f>/fl{7,”-<v.~x>} f:@“) 4+ (’2/) fl{7n+(71-—-'2)} f-f“”’
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72 £ (oA 0) £ 0+ n)
ot ()0
772 Lon=nyba} £ 050 4 72 {on=1r =13} £,014D
-+ : S 78 + L S 2
SR (L ) A (S VA
7y -
772 ’ _ (240 72 oo - ACEN!
(n—234 A )] Cn—-2p+ln= 1)} £ )
+ (I Atemoepeo (1) A V.
72 {(1}1—2)4—0} @t+a)
+......+(ﬂ>fl 7,

+ (///>{f(o+w>f (o) (7’)]( {0 G-} £ Gn+1)

72
+ ...... + (ﬁ>fl(0+0?f2(m+”>},
d’olt Ton tire:
|2z, )] .
; 7 -
< /‘)[7'L+7L-AZ'/1, nj!-/[()‘ 0 + ( >K,lm+“ 1-"]];/1, 7)—~1K’:![!{0, 1

1’ 7".
o ( i M oM,

(7”>{ e A e M 0+(”>/ P Myt iR M

72 - p y
T +(,,)h’" QIR

+ ...... + (;j)fl/[o, ()K’2m+”ﬂ[;u, 71}-

=20, 1, 2,
Dans le cas ol la suite double  {Bu, n="1 M, .} <ﬂ_0’ Y )
=0, 1, 2,.es

est non. décroissante par rapport a chacun des indices 2, 72, on a

ﬁm Prn—q 97;+q 97n,+n O<ﬁ<’/ﬁ,

TPy N 1[ g P, 0 O<{]< 72 E]
c'est-a-dire

o p<m

j’[;n - 71—1141 llﬁrt,n ( <‘Z< 72 )

ct par suite, on a, dans ce cas,
(o +a1), 7+ T g ”<x</l 7770, 1 7--) .

21. Y/ x Loy + s I,

( 4) i ( 73/)1\( L+ ‘_) TS &<J/<B, 717=0, 1 ’_’ ’
ce qui prouve que le produit de deux fonctions quelconques d’'une classe
Cy appartient aussi & cette méme classe. On peut donc vérifier dans
lo cas ol nous nous plagons, que le produit de fonctions en nombre
fini d’'une classe Cy appartient a cette m8me classe.

T
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22. TLorsque deux fonctions de deux variables, ainsi que leurs déri-
vées particlles successives, coincident en un point dans le domaine
d’existence, il est évident que leur différence, ainsi que celles de leurs
dérivées, s'annulent en ce point.  On peut donc, en remarquant les deux
théorémes fondamentaux dans la quasi-analyse, ¢énoncer le théoréme
suivant :

La condition nécessaire of suffisanite pour gue la classe Cy de
Sonctions de deux variables sott quasi-analytique est gue la série dowble

x%w o3 I
(22.1) X X——
e 710 ﬂm'f‘n

oun Piniderale double

o AR dr
(c22) |, Sllog TR 1y =

soil drvergente.

Nous verrons dans le mémoire suivant, le fait qu’'une fonction
quasi-analytique de la classe donnée Cy est complétement déterminée
dans le domaine d’existence lorsque sa valeur, ainsi que celles de toutes
ses dérivées particlles successives, en un point du domaine sont
données.

§11. Un Probléme de M. Ca'rleman

23. Dans le cas de fonction dé deux variables, le probléme notable,
suggéré par M. Carleman, dans son livre remarquable : ZLes fonctions
quast-analytiguces, p. 76 peut s'énoncer de la manidre suivante :

Soet fx, v) wie fouclions tndéfiniment dérivable dans le domaine
(Zéféﬁ’)’ et salisfarsant aux conditions :

(a<x<.zi s =0, 1, 2,...)
oLy B n=o,1,2,...)
Quclles sont les condilions nécessarres of suffisantes que doit rempler

la suite double {M,, .} (lj;zg’ i’ i’) pour que la fonction f(x,y)

[f("‘+7l)(x, J/) l < j"];n, n

sott analytigue dans ce domarne.

On peut répondrc & cc probléme par le théordme suivant :

Sott f(x,y) unc fonction comme plus haut. La condition néces-
satre et suffisante pour que f(x,n) soit analytique dans ce domatie
est -que 4

(23.1) Hm min M< 4+ 00,
ek n> D VAR

Nous allons d’abord démontrer que la condition est nécessaire. En
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vertu de 'hypothése sur la fonction /(x, ¥), on peut affirmer qu’il existe
deux domaines D,, D, vérifiant les propriétes suivantes: 1° Ces deux
domaines sont respectivement limités par des courbes I7,, I, simples
fermées rectifiables de Jordan ; 2° I’intervalle (¢ <x<.A) est & Vintérieur
de D,, et lintervalle (0<y<B) & Tintérieur de D,,; 3° La fonction
J(x,9) est holomorphe dans D,, D, ct sur les contours fermés 17, I,
Si Pon désigne par 4, la distance la plus courte entre I, ct le
segment (a, A), et par @, celle entre I, et le segment (4, ), il est
~ évident que d,>o0 et 4,>0. Comme, en vertu du théoréme classique
de Cauchy, on a, pour toutes les valeurs de x, v, satisfaisant aux con-

ditions e<Lx< A, << B,

(23.2)  fOorro(x, y)=0 1 A L‘ X AGY) dEdy
P

(272_[‘)'1 I‘y (E___—,“:)m%-l(7 _'),)71+1
(mzo, I, 2,000
=0, 1, 2,...)’
on voit que
M 1 GL,.L N==0, 1, 2,.0.
< y
H

= b4 P —
AR g7t drraytt 7270, 1, 2,...

Jf(x, )| sur I, I',; L. =longucur de [',; Z,=longueur de

oll G==max

r,
On en déduit facilement
e M k .
lim. mi«lz/l'_{z"_»z'_<——_-——f——»u—< + 00,
mbnra AR min(d,, ,)
ot £ est une constante positive finie. Dol résulte la condition
’

necessaire.

Nous allons ensuite démontrer que la condition est suffisante. In
prenant respectivement x,, #, dans les intervalles a<{ae <A, d<y< B,
considérons la série double de Taylor:

o6 =6 (m+1l,)(
" S wi Xy ,’V») .
(23.3) X AT (x— ) (v — ),
ma=0 20 ZARA
olt Yon suppose que les rayons de convergence sont p (), p{n). La
quantité 771+‘71/ .-{1%_’"_ est finie, en vertu de I'hypothése, et Pon peut, par
ZARTA!

conséquent, trouver des quantités 2,, 2, telles que p(x,) =2, p,(0h)>4,.
11 existe donc deux suites finics :

a=x< 2, <2< .00 .<x/%:/1, b= <m<p<l..... <J’;;y:By
telles que le cercle C$ de centre x, ct rayon px,) a une portion
commune avec le cercle C$5 (#=o, 1, 2,..., k.,—1), et tclles que le
cercle C¥ de centre et rayon ,Oy(;lfy) a une portion .commune avec
le cercle €y (v=o,1, 2,..., 2,—1). Puisque la sériec double (23.3)
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pour x=x,, y=1, est holomorphe dans les cercles fermés C$P, CW,
on peut poser, pour abréger,

(7 _]r) S, v(x J’) Z W(xﬂxu)mo'—ﬂ%)n

=0 qp==() 7! ! F/A ! '
(/1:0, I, 2,000, /1,)
V=0, I, 2,..., //,J ’

Considérons alors, par exemple, les deux fonctions /o o{x, ¥),
J1.1(x, »), dont la premiére est holomorphe dans €, C§®, et la seconde
dans C§?, Cf. Si Ton désigne par 9, QW, P9 P Jes points
oft les cercles C§, C», C$, C coupent respectivement les segments
(a, A), (b, B), (a,A), (5, B); alors on a

a< Q(z)’ ])(w)< Q(Jc)’ . ])(x)< x4,

b<C Q(y), ])(y>< Q(w’ P(y)<£l’1-
Comme la fonction /£, o(x, #) est holomorphe dans les cercles C§?, C§,
on a, en vertu de ce que nous avons dit plus haut,

e A0
lim m+171/_“_'_7£’_£__.< -+ 00,

MmN 772 ' 72 '
/ - (O
N 70,0 Cntndf . (l<5\»\ o
ol ./1./,”’ 2= max ‘fo, 0 (A, ,’J’); dans <&<J’< Q(y) .

Posons alors
$I.<x) .j/) :.][0. 0(.7(7, ’]') ——f(xy ,,1’)1
4 (I <x O(J)
G n=max | g (x, )| dans ( b y< O(y))

n voit, en remarquant que la quantité Al g be, que Iz
on voit t 1 tité mm Py t hornée, que la

!l
Gm,, k3 :
nel 92!
1 k
npns G > y ’
V ney 7 772 + 7 ,
oll £ est une quantité positive, indépendante de s et de ». Si l'on
désigne, par conséquent, par { ﬂj}; +¢ la minorante de M. Faber de la
suite double {"*G,, .f, on peut écrire
s ko
e 72 + 72

quantité me est bornée. D’olt Yon tire

oNn
1 .
done, la série double }:] }}“—,w diverge. OCn en conclut que Ia

M=l == 1-}
. . . . (aLx < QW
fonction g’(x, j’) cst quaSI-anaIythue dans le domaine (b 2 y 2 Q(y)> .

2y 1

Or on sait, en vertu de la définition méme de la fonction ¢(x, ),

que
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y WE=0, 1, 2,...
g.(m+n)((z’ &):O ( y by =y ),

=0, 1, 2,...

ot par suite, d’apres le premier théoréme fondamental énoncé au n’16,

- Ced
o(x, ») est identiquement nulle dans le domaine (géiig@)’ c’cst-

a-dire,
(e
N 3 . aLlxl
Foolx, v)=f(x, ») dans le domaine (& o< )
On peut affirmer, de méme, que
. P(.c)< x< D
1y == e y
Jiilx, »)=F(x,») dans le domaine < PDL pL )
On en déduit que
X ol <xL O(z)
So,olx, v)=r1,1(x, v)  dans le domaine ( PO 4L QW)
On voit donc que fy, ofx, ¥)=/1,1(x, ») dans les portions communes
aC et C, eta C¥ et C.. Silon répdte cet drgument tant qu’on
veut, alors on est conduit, aprés un nombre fini de pas, & unc fonc-

. . ‘el xL A e
tion #(x, »), holomorphe dans le domaine [, >~ =), et coincidant
‘ b<y< B

a<x </:l>

avec la fonction f(x, ¥) sur ( b< 5}, On voit ainsi que la condi-
. : SV < B
tion cst certainement suffisante.
On voit, par conséquent, que la classe, définie par la suite double

W0, 1, 2,00, . .
{mlnl} (71_0’ I’ 7 ) est une classe de fonctions analytiques. Nous
1720, 1, 2,...

désignons cette classe par Clnintl.

§12. Equivalence de deux classes Cu, Cir

24. Etant données deux suites doubles {4, .}, (M, .}

(7/1:0, 1,2,

_ vérifiant la relation suivante :
72=0,1, 2,...

24.1) U= lim m’ti/%il < -+ 00,

m N> 0 Ton, n
'

on peut trouver des entiers positifs p, ¢ pour une valeur quelconque
mais fixe 4 plus grande que U, tels quon ait
na g 02

jk/;n, 7z<)‘m "‘Alm, 2 (ﬂ >§ :
Puisque les valeurs de 2, 2 pour lesquelles cette inégalité n'a pas licu
sont seulement en nombre fini, il existe un nombre fini / de la mani-
ére :

- . , TR0, T, 2,00,

M &R M (2202,
On en déduit que
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(24.2)  LFO 2, )| KB, KURAY" D, (”’""O’ o )

72720, 1,02,...
i ~7 e
ce qui prouve que la classe Cy est contenue dans Ch.  Si, au con-
traire, on a
. 74
(24.3) L= lim 7ﬂf‘:/_%ﬁL>o’
V a7

et N L

Loy

alors on peut affirmer que la classe Cy contient Chp. On voit donc
que si

(24.4) o< lim mv’-’?z/_ﬁ[}".‘l.< lim m+{/ﬂ;’£'-<00,

mtu> w0 Mk B

my 1 Lo, n

les deux classes Ch, Che représentent la méme classe quasi-anlytique.
En supposant, par exemple, que la suite double {B,..="77, .}
(m:o, 1, 2,...
TZ=0, 1, 2,...
2, 7¢; comparons & la classc Cuy, la classc Cu, ot M =M1, n, &
laquelle appartiennent les détivées par rapport a x des fonctions de la
!
premiére. Comme A4, ,< A, . en vertu de Thypothése, on a U<,
d’ott il résulte que la classe Cy est contenue dans Che. 1l est & remar-
quer ici que U est exactement égal & un. - Prenons, en cffet, un nom-
bre 4 plus grand que U, on a
1 < )‘m+n <7/&>ﬁ>
-ﬂ:[m+1‘ n _[1’1;," 7 7 >q
Posons alors

) est non décroissante par rapport & chacun des indices

I — [2{1+2+<~-+(p-1)}+{1+e+‘-~-+(q—1)},
MM, ,
d’olt Ton tire

I < Dl G-} {1424 ~+(n-—1)}< [Z:}(zwn)(m«m—l)

J{]—/;n, k3
Wz p
nz=q)

et par suite
T T (P22,
z{/h/ﬂim N nZq
or le premicr membre de cette inégalité est le terme général d’une séric
double divergente, et "% / tend vers un lorsque 72, 2 tendent vers I'in-
fini. On en conclut que 4 ot par suite I/ doivent &tre >1. On voit
donc que U=1.

.. . 3 MO, 1, 2,0,
Si, de plus, la suite double «{—Lﬁ'—‘”ll'—n =0 1 2 est bornée
TNy Ay Sy

/ m,

supérieurement, c’est-a-dire si
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lim 77;7% wﬂf’,’m"' n. >0,
4

M nr R

alors la classe Chr désigne la mdme classe quasi-analytique que Chy.

25. Tl est bien connu, en vertu de la formule de Stirling, que #z2 !

est un infiniment grand équivalent & w2"¢™™/ 2z, Or on sait, quel

que soit p>1, que Tinégalité 1/ 277 <p™ a lieu & partir d'une certaine

valeur de 7. On peut donc affirmer un nombre 2 tel quon ait 1/ 272
<Ap™ pour tout entier positif (incl. zéro) wz; d’od Ton tire

( s >m< A <2< bl >m.
¢ ¢

En désignant par ¢ un hombre quelconque >1, et par g unc
quantité telle quon ait 1/ 27> pg¢" pour tout entier positif (incl. zéro)

L w0

72; on a de m3me

(——71-> <! <'/z(—(/” ) .
e e

II en résulte que

n, 7//,7".7[/11.

Ve T
<Vl <Qu "ot

7% 413 [,m +n ?

¢
d’od Ton conclut que la classe Clmrat} est équivalente a Clumm o}, ¢ ost-
a~dire que la classe des fonctions analytigues est aussi désignée par
Crmm v}, On peut en déduire aussi que toute fonction analytique est
certainement contenue dans toute classe quasi-analytique.

26. Supposons, en plus, que les deux suites doubles —ﬁﬁ’———’—'——},
’ 7”/ m—1,n

A3 , . —
{ -/ﬁu—— sont non décroissantes; alors les deux suites doubles
72 ney -1

{ Bov. }, { Bonn } sont croissantes, ct lim mﬂ 7 ct

Bm—l, 7 ﬁm, [I mtnr D JjLf -1, 0

lim —-ng——— sont des constantes positives ou+00.  Nous pouvons
mt P 72 ey =1 .

done, en utilisant ces expressions, comparer la classe Cy considérée & la
classe analytigue C{m'»1}. La classe Cy est analytique si les deux
limites sont positives finies, ct elle contient la classe analytique si 'une
des limites est +o00. Lorsque, par exemple, on a B, <", & étant
un nombre positif fini, & partir d'un certain rang, la classe C, con-
tient la classe analytique, et représente unc classe plus ¢tendue gue

Ja dernidre.
Dans ce cas ol nous nous plagons, on a
I
147 o
1 { ﬂm,‘n )m —H'< I ( }9m+1. ki3 )m "

g\ Bt n (e 4 1)m*m \ B, n




~ Sur la Classe Quasi-analytique de Fonctions de Deux Variables (I) 315

En multipliant cette inégalité par f,,,., et en remarquant

m—2+n

772

(‘7/]‘ _‘*_ I)m—~1+n

on a
M,

<( 7
7+ 1

m—1-tn
) < b

ﬂl;n,+1,n

1120 1, 0

On a de méme
-Aj;n,, 7

G+ 1M,

ﬂ];n,, n+1

”j,{;n. n-1

(e+ 1)1, ,

Il en résulte que

j‘iﬁ:—-l, n /"Jm, 2% < 111{;;, »_, -[][;n—l, n (’//Z ,>ﬁ),
(26.1) (p—1)tn! ARR! plul (m—1)!nl 8
26.1
ﬂjm, g—1 ]’j;n, 7 j!f’[m, 7 . j‘]m, =1 (”20)'
ml(g—1)!  m!lnl mlgl  m!(z—1)!

Prenons maintenant de la classe Cy donnée, les deux sous-classes,
représentées par Carsx, Cizz, composées par des fonctions indéfini-
ment dérivables et satisfaisant aux conditions suivantes :

(26'3) lfl(m+7’)(xv j/)l </‘)lm+"ﬂ]m,m if‘.’.(nwn)(x’ J‘l)i </l’2m+"11{m, n -
<7/z=o, I, 2,...)
72=0, 1, 2,...)"
ct appliquons (26.1) au produit 2(x, v)=/£(x,») fx, ). Alors, on a
(26.3) [ 2+, p)| << (o)™ + 2™ ey oo+ Ry
X o eyt oo B Mo M,
et Ton peut distinguer les deux cas suivants :
Premicr cas: &=/, et 'on suppose, pour fixer les idées, que 4
Dans ce cas, 'inégalité (26.3) devient
' s

l /&(mle)(x, _j') l < /617]L+71(1 + AL + e + ..__.__>
/61 /elm

><<1+ LI f )ﬂfo,oﬂﬁw
"1 el”

_____ﬁ____)“_ﬂﬁ]‘ o ﬂf;n, ne

> g

< /glm, + n(

O K
On wvoit donc que le produit d'une fonction de la classe Caz s, par
une fonction de la classe Cazz, & étant <7, est une fonction de la
premiére. Si 'on remarque que toute fonction analytique est contenue
dans toute classe quasi-analytique, on voit que le produit d’une fonc-
tion de la classe quasi-analytique par une fonction analytique est une
fonction de cette classe.

Deuxiéme cas: & =45, 1Jinégalité (26.3) devient, dans ce cas,
1 =3 J



316 S. Kodama, Sur la Classe Quasi-analytique de Fonctions etc.-(I).

V2D, )| < e+ 1)z + 1) My, o My e
T.¢ produit appartient donc a la classe définic par la suite double
{Cn+ 1)+ 1), 0.
Or il est évident que " (4 1)(7+ 1) tend vers 1 lorsque 7z, 72 aug-
mentent indéfiniment, d’oil Ton conclut que cette classe coincide avec
la classe donnée. Cest-a-dire, le produit de deux fonctions de la classe
quasi-analytique appartient aussi & la méme classe.

Reniarque : 11 semble que Uextension, par nos méthodes, de ces
résultats aux fonctions de plus de deux variables, ne présentrait d’autre
difficulté que des longueurs de rédaction.

Nous tenons 2 la fin de ce mémoire a remercier M. le professcur
Tosizd Matumoto, qui a bien voulu lire notre manuscrit ct nous aider
par quelques remarques trés utiles dont nous avons tiré grand profit.



