Sur la Classe Quasi-analytique de Fonctlons
de Deux Variables (II)

Par Sikazé Kodama

(Regu en Avril 15. 1939)

1. Nous allons considérer, avec M. Carleman, un procédé du
calcul effectif d'une fonction quasi-analytique de deux variables dans
la classc donnée par sa valeur ct celles de ses dérivées particlles
successives en un point du domaine d’existence.

M=0,1, 2, ... .
de quantité
n=o,1,2, ”') ue tes

positives, désignons par Cy une classe de fonctions /(x, ) indéfiniment

. . oLxLa . ..
dérivables dans le domaine Z =), et satisfaisant aux conditions :
oL y<b

CGn+2), Jrn O<X<fl; 77=0,1, 2, ...
(I.I) lf (x ey)l jk[m n <O<_y<b; 72 =0,1, 2, . ’

ol £ est une constante dépendant sculement du choix de la fonction
S, 2). .

On sait, en vertu du théoreme énoncé au n°zz de mon mémoire
précédent, que la condition nécessaire et suffisante pour que cette classe
Cy soit quasi-analytique est que la série double

R I
(1.2) 2 D

= e o
m=0 5 =0 ey 12

Titant donnée une suite double {47, ,,,}(

olt {ﬁ,,ffﬂ} est la minorante de M. Faber de la suite double donnée

B, ="V 2, ,}, ou lintégrale double
SLfw o mn
{1.3) S S log 7(R,7) (Ui)' . , {01 7R, /')mmax—{—\—L—]
11 Ry monz0 A,
soit divergente. Nous allons affirmer que si A(x, ») est unc fonction

. . . . mr=o, 1, 2, ...
quasi-analytique de la classe donnée Cy, et si ¢, .} (ﬁ iy I’ ’ )
) ==0, 1, 2, ..

est une suite double de quantités données satisfaisant aux relations
i Cm+n), s | I - 7”’:0) 1,2, ...
(1.4) ¥a (0, 0)=mel 22! ¢ =0 1 2 )
alors on peut calculer cette fonction fla, ) par les quantités ¢, ,
m:o,x,z,... o o o o o i
" =0 ;en autres termes, nous allons resoudre les deux
=0, 1,2, ...
problémes suivants :
Premier probleme : Calcul cffectif dune fonction A%, ¥) au moyen
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Vs

. m=0,1,2, v . .

des quantités données ¢, . (71—"0, Lo ) satisfaisant aux rclations
S B

(1.4);5 ‘ 3

Deuxiéme probléme: Recherche . des conditions nécessaires ot
suffisantes pour qu’il existe une fonction quasi-analytique f(x ) de la
classe donnée Cy, vérifiant les relations (1.4)."

§ 1. Certaines équations intégrales

2. Etant donnée unc suite double finie des quantités positives :

(ﬁzo, 1,2, 0., 2—1, f//l)
,

2.1 -
(2.1) Tra ¢=0,1,2, .., 2—1, 72

nous allons d’abord trouver le minimum de expression

2.2) 7,,,,,(][) [——2 2_177)' "X 5 f(”“")(x J’)] dxdy

p=0q=
. . . oLxK1 .

d’une fonction f(x,y) variable dans le¢ domainc Z 2 , ot satis-

oL y<1

faisant aux conditions suivantes :
2 (p+ — .
2'0) f d ll)(o7 O) ‘"[j ’ Q !.67':’1

(/5 Oy 1,2, wae, = 1,7\ (p=0,1,2, cco, =1
J=0,1,2, .00, 72— 1 P \g=n ’

Lo premicre variation de Vexpression / peut s’écrire

Mmoo

0/=2333] zwg S SO, )0 P x, v)dacdy,

pe=0 g=0
or on a, d’autre part,

. —pe1
B, y)zﬂzw)“rafwox, )
Y/ Al 1

w—p—-1
-+ go _)_()f{<1'+?\>+"}(o ) (p=o0, 1,2, 0, m—1),
OF D x, )= gy S =0/, vy
i Jo (//—- (/- Dl
=1 .
+ S ofimrri(x,0)  (g=o0, 1,2, ..yn—1),
) ) /1
=1 N\
of @y, ),):Sz Y (=) "y —o) ™" /("“”')(u v)dudy
- (//1—' — 1) w—g—1)!
e 1
7 i o/ {++a}(o, y)-{— }__ > of{1'+<'1+r‘>}(x o)
~0 !

(ﬁ 0,1, 2, ey ML (]—o, ) 2y evny 27 1),

oy 4-,,)(0, /];) — S!’ (y— Kt 0f(1!+7'>(o o)
’ o (12—g—r1)!

(P=0,1, 2, e, M= 13 G0, 1, 2, 0, 14— 1),
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SfP+O(x, )= & ’ L‘_:_L"’i.___ S7 Dy, o)
o (m—p—1)!

(p=o0, 1,2, o, =15 g=0,1, 2, .., 22— 1).
En substituant ces relations dans Uexpression do 07, i1 vient, aprés un
changement de Vordre d’intégration,

Lt fm=1n-1 r1rt ey =1 -1
or=2 ({55, ([ Lo =l s, yyinay
(3

0Jolp=0 ¢=0 "(7”’:— ——I)'(”—(]—_I)'
m -1 "L (1 __”)m »= prad)f .. -
+ ,,Zm 7 ‘nj mf (x, o)dx
2-1 1 (1’___”),,.-:‘ CGntq)
[/ N ’ ’ , [{
+’IZTm,1Sv (7,_(/_.1)1 7 (” ‘) 4

+ T, nf(m N ”)(Hy 7’/)} Qf(m +")(”: 7,)0/]1/0]7/

m_:‘l 101 fu—1 (V___,.,)w—r/—l
+2 > Suj {ES [2_;7,; Ma ) f{<" W+a(a, 1/)] dy

p==0 0 Lg=0 (”_]_—[)'

P "
270, fl =053y, 7!)}6]’“’""’(0, ) dudo
A=l M

=1 1 et fa—101

4o, X

F2 2>, > 31“ 9w
g= JO JO Ap=0Jdu

p
+ Zrm, g
‘U

m—p-1 ‘
p+la=3 . o ] (x—”) " Ix
/\ (. 7) (n—p—1)! o

f{m+(q J)}([/ 7!)}6/'('"”")(//, O)ll-’[l(ll?’-

Comme 0/=0¢ a licu pour le minimum de Vexpression /, on a

m~10r1 — -
(2 . '! ) Tm, " /("H.")(//v?') —i_ 2 7’ (2{-‘_{"[A)"M'mw'if(p+")( ’U ')H{"T
Pl Ju 77,

T N | — 2t
+ ZS T, ,,—‘(*y——’)-——w——-f 0ot gr)ely
a=0J v (/—/-—-l)'

w1t p~trl et " ne=p—1 21 —~1
- . L"" —_—
-} \4“ Y“‘S S 71‘1 ( //) (V ’) /())Fl[)(1 l’)(/"(”l"—(),
»

st " (//1—/)——1) (//——r/-—l)'

et ) .
(2'51) ZT]M !js ( ! "'“1)“‘*""/‘(7””)(,/ ¥ )(771/ +;7; o, /(]H “)(// '):: O
(n—g—1)! .
(p=o0, 1,2, ..., m—1),

=0
. w1 1 R e
x—u , b
O i e WAL D WA GRS
(—p—1)!
(9=o0, 1,2, ..., 12—1).
Si I'on considére simultanément (2.4) et (2.5,), on a 72+ 1 équations
(p=o0,1,2,...,m) déja considérées par M. Carleman'. 11 en est de méme

. T, Carleman: Les fonctions quasi analytiques, (1926) p. 06,
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11 suffit donc de con-

lorsqu’on considére simultanément (2.4) et (2.5)
Si Von introduit ici les substitutions suivantes :

sidérer seulement (2 .4).
S (x__ 7/)m—~p——1j.‘(m+n)(”’ 7/)0’15+P1("+")(x, T’)

(p+ar), X, T) T e
e TR
(;15:0 Iy 2y eeu, 72— I)
f(m’+r1)(,[[ >-—w(____....__)ﬁ' S(jl——’l))n "—7(""“’)(7/ L’)(L’c/+]3(”‘+”)({/ q/)
(¢g=0,1, 2, ceo,22—1),
1

F<pta) X, 9)=
S ) (m—p—1) (z—g—1)!

%y

j j (x—a ) ==y —o )= Dy ) dudy + L0 (x, v)

=0, 1, 2, e0e0, 72— 1
+ 20, 3) (=e 2z
F =0y 1,2, euus, 72— 1
w =1

” -
Px, )= Sy ity P, )= 23 256,47,
7=04=0 m=~1 n~1

=0 g=0
. s(x ) LZ‘P PELS LS

p=0 g=

on voit que 'égalité (2.4) peut s’écrirc sous la forme suivante
) m-1 .\ p=1 X '
Tm'"f(m-i-n)(]/’ 7') + j\[ Z 'n n(—:\r 7/) 7 _ {S (j{"lf)”l~1)_]f(7'l+7,)<fv 7,)”7}{7751;
up=0 {(m—p—1)1}* U )
1n-1 Y21 ¥
_*‘j Z 7m., r[(j/ (!) 7 _ {j‘J(J,._y)w"’]-}/‘(m-&n)(ug S)(?’S}[I’_}'
A img—n 1y U T
+ Sij\l le nzi; )p, ,l(,'\f"— 7[)7:1,—-1»-—1(:1,__ ,(_')n—-q--i
wdv im0 g=0 {(s—p—1) ! (n—g—1)!}*
x { jijy(x-—/)”"y"'f‘(;y~J‘)"“"“f(’"‘*”)(i, ‘r)zz’&‘(/s}z/xn’“ y

Ty T,
Juiss (7/1—16'1)'

— Sl S| Vo, /1(_:1’ - T';)" " ]J-;(mw)(!/, j')”{]/

Y\
vi= (p—g—1)!
s ey
a— s
vi=0 470 (sn—p—1)! (n—g—1)!

x A P (o, )+ P2 (u, v) ydxdv.

Ly

N

Considérons encore un changement de Yordre d’intégration dans
chacune des trois intégrales du premier membre de Uégalité (2.6).

Comme on a

1 x o 1 "1 1
j de dt:j dx{ dx+j ,/zj dx,
% 0 [ Ja [ 3
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on voit, en posant

Kl ={ emrp=tpan (1<), Todd=m—p—1],
R B (e () /(T
R 7:-( )(,/—/) }
Kt )= =upe=tpae (),

=(s —f)w{_;ﬁ_;(x ~—f)‘+%(€\(i——w)(1 —pp

e G-

et en désignant par /7, («z; 7) la fonction définic de la maniére suivante

+.o. +

: = Ki(u, 8)
- o),
. Z?; (= p—1) 11 (o<Lt<u)
G /)= -
S'\' 7 ]\l(f, //) - (7/</<I),
v P = p— 1) 18
qui est continuc dans le domaine o< f , que la premiére intégrale

¢erite dans le premier membre de 1’0gahte (2.6) peut s'Gerire

'L
j Doy )¢, o)t
0

On voit de m&me, en posant

1
Ko )=\ =oY=sfdy (<o) (o0 p=u—g=1]

i e (L () CRD O

! P\ — o\
+ e -+ ( ) T },
pA N\ ( %)
1
]\72(&‘ 7!) — 3 (_1; — 7,)“(_:1;._ ‘V)P‘dy (’("é&‘),
T B e
2p \1

2pu+1

N { 1 M v
+ e -+ ( > §S— },
o\ (s—2)

et en désignant par I7(#; ) la fonction définie de la maniére suivante :
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(o33
[N
N

Z Tm q ](‘;(T" S) Py (O <S < '(‘,')y

Ios 5)=]’ {e—g—1)1j?
) . e ]\2(5‘ ','r)
Z . A o 7’<S‘< s
q;v:;()) 2 2 {(7/__?_‘ I)!}‘ ( = ])

. L. . 7 s .
qui est continue dans le domaine o< <1, que la deuxiéme intégrale

&

¢éerite dans le premier membre de Tégalité (2.6) peut s'éerire
1
S I'v; s)F " (u, 5)ds.
0

On voit ensuite, en désignant par I'(iz, 7 ; 7, 5) la fonction continue
définie de Ja maniére suivante :

7%31 “{_—Ix . K7, 0) Kos, 0)
5 A L= p— 1) =g —1) 1}

que la troisiome intégrale du premier membre de Tégalité (2.5) peut .

5 ’i K, £) Koo, 5) (o</<u
P i 2 {n—p—1) n—g—1)1}* o<.s‘<7'>’
S 7% @ f) Kifs, @) oLt
4—(') - 7:’1 ’ )'\ '_’< . )
Qo t,5)=¢""" {n=p—1)l (n—g—1 PRI
"i’ ’i}_ K2, 20) Kow, $) (7,</< ,)
g N A= p= ) (=g — 1)1} \o<s Lo

s’éerire
1t

S S Do, o5 8, $)F™ (¢, s)dtds.
0Jo

En résumé, on voit que Pégalité (2.6) peut s'éerire sous la forme:
oo, "/r(mw:)(” >+S l(” /)f(nwn)(/’ 7,)(//
[1 (,., . Y)f(,m-{-'n)(l/ S)(I’S

Doy o 8, ), s)dtds

3

@ prs 0 /—-—/)——— I) !
1" : (1"—-”) ])("H"l)(” ]/)(}’y
(n—g—1)!
1 m 1 m——l (x__?/)m p- 1(1/_,,)11 q—1
wd v p=0 qmﬂ 1’1(}[ "—I)‘(/l“'(/“‘l)'
) { P (5, 0) + PP, v) pdxcdn.

3. Supposons que les conditions

F@*(o, 0)=0
D=0, 1, 2een, W21, T (ﬁ o, 1 ,_,...,7/z—~1)
§=O0, 1, 2000y 27— 1 T\g=u

I
)
j 7 ———————~————<x_”)m_p P o, v)dx
-|.3
g

JISIIN N
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sont satisfaites.  Si U'on désigne, pour abréger, par L[ /""" (u, )] le

premier membre de 1'égalité (2.7), alors on a
]‘[f(m-}-n)(//’ ,‘.,)] — 7‘711, ”j.r(m.+n)(uy 7,)
+ 15;: Tp.n Sl (JU _ H)m,—p—-l/f())—hn)(x.’ 7')(7’,1:
=0 (m—p—1)! Ju ’

=1 - Y
(3’ 1) -}~ Z__.’_’ﬂ'_’l.__j (}/——71)"“’1“1_}"(””‘”)(//’ 1:)[7’]/
) =0 (//—(/—-—1)! v T
m=1 n-—-1 .
-+ AN Ipra

e 11—20 (m—p—1) (z—g—1)!

11 e
X j j (x__”)m-—-yl—l('y__7,)11"9“}f(;h+’1)<xy J,){/xn{_],_
v

.

o(x, V) Z(x, ) sont donc tous les deux des fonctions dérivables

. fois par rapport ¢ x et 2 fois par rapport & ¥, et satisfaisant aux

conditions :
&{,(ww)(()y O)=/1<7'+">(O, O):O
(/‘):o, 1,2, eeuy 22—1, 71/) (/):o, 1,2, cuu, 12— 1)
NG=0,1, 2, eue, 7 =1 P \g=w !
alors on a Videntité suivante :

L{L
(3.2) S S G or, o)LL, o) dved o
aJo

e l L
=>> 7’,),,,5 3 VDo, NP D00, ) ud
=0 0Ju

b2
car, le premier membre de cette égalité peut s'éerire

"1
j S ‘{r(""‘ﬂ,l)(”v 7’){7‘711; » //("”—“)<H! 7’)
Ja

w1 » o
SY_ iy x— m—})-—-l/(p+n) oz /-1:
=0 (pe—p—1)! S,p ) ’ (v, )
a1
o ,,n:) (;;-';;’i ].5_ 3 (y—-l-,)n—-z—x//(mw)(i/ 1,)0;],
7112::1 71—’1 /’
-+ e
pe0 '% (7//'*]5—’ ]) ! (//-—-(/... I) !
i1
* S S A €t S AL € .ﬂ')d-r’{ﬂ’}d nd
»

13

ML
3 S g<m+7')(’/v ?')//(”H‘")(U, 7,)1/7/({7,
0

— fwm,
w1 1 1 1
S S {—-——-—'j o,
po (me—p—1)t Jo

i
X jr (= arymmr=tglmrm(y,, 7')0’2/}0’7'

=1
+ 2..7 ., qj\ {"—"‘L““‘“j\ /[(n:i—l])(?/ 3 )(I,l'

=0 (0 —g—1)!
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(o8]

% SZ(J'_7')7,_q~1g(7n+7l) (?é, 7,)(17/}({7‘

=1 9—1 1L
+3 Tma S S 7P, p)dxdy
oy s (/;/—-/)-—;)!(/,-—7 ) oJn ( ) :

X S S (x . 7{1)7”—"7—1(_3’ o 7'>'n—--1/-—1‘8(771,-!‘11)(”7 7‘)({//”7,(_’
aJo

1L
=T, ng S o, ) ey ) d ol
aJo

99—

+350 [ ermt, ayprote, nd

'n—l

+>__7 s qS S( Do, D (a0, )y

=1 -1
+ >_) >_J7p, QS § /Z(IH’D(X 3’)0(ﬂ+q}(x j)(?”\,(l”l’
p=0 g=0
1
L ‘__] o IS S ())+47)(” ,.,)//(p+q)<” )(2"2[{1’7} :
p=0 g=0 0Jo

ce qui prouve notre affirmation.
4, Soit, en particulicr,
&, )=, )= (i, ),
~ . AY ’
ol lon suppose que ¢(x,¥) cst unc fonction quelconque & carré
intégrable, alors on peut déduire de Fidentité (3.2) une autre suivante:

Sj‘ oo, 2) (e, 7)) 12’//0’7'*>_, Z;,, ,,S S (D, (o, o)) dud,
aJo

p==0g=0

w o - m—p=-1f_ _,’)n-q——l
ot 7)= 0Jo (r—p—r1)! (/z—r/~—1)!‘p( ).

(p==0, 1,2, cce, 221 ¢g=0,1, 2, ..,’2—1),

@, L, TI)ZX %99(1/ V)dy (g=0,1, 2, ..., 22— 1),
o (n—g—r1)!

% _— 20~ 13 =1,
b, .(u, 7’)=S _,(_’1'__{)__’__,90(% "')a’x (p=0,1, 2,.c, m2—1);
o (m—p—1)!
d’ol Ton tire:
1P
(4.1) 5 S oo, v) L{@(t, v)]dud
0,0
LM
:7‘1)1,713“8‘ {5‘0(7@ T’)}-:(I’?/(I?‘ZJ
0Jo )

m—1 LOLL (e 2
7‘]7. n P m—p-1 -7 e 21
* I)Z"’) {(7/7 ""/)_' 1) !}l SHSH{S”(” x) 90(;‘, /)"’%} H’NH’
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n-1 . [ NS i 2
+ S Tm,q j‘ S {S ('Z,/ ~.3’>7!—q—1¢(7/, J’)/{ﬂ'} dudy
g0 {(71

== bl
n m;_—.‘l 7:-:& Tia
v 0 {(m—p—1) (n—g—1)1}?

[ u o a
AT T rmy=ro—ry=roto, wyaay Y vt
0

0J0 @

Or on peut affirmer facilement que 'équation intégrale homogéne
L 1
LLp(oe, 2)] =1, (o2, 70)+ ﬁ Iy Oelt, v)df + S)I“g(‘n 5 $)lee, s)ds
0 { .

+ S L Sl TG, w5 2, 5)p(t, s)dtds=o
oJa

n'admet pas de solution non nulle.  En cffet, pour une solution de
I’équation

L, =0,
on devrait avoir

LeL

X S @(oe, )1 [@(u, v))dudo=o,

0Ju
d’ott il résulte que le sccond membre de 1'égalité (4.1) devrait aussi
étre égal 4 zéro.  Mais ce membre est une somme des termes non
négatifs on nombre fini. On en déduit que

Pt
S S {50(”, 7')}2(1/’//1/7/::0’
0Jo

ce qui prouve notre affirmation.

On voit donc que T'équation (2.7) admet une ot une seule solution
Sy, p). Si Pon désigne, pour abréger, par G(u, #) le second membre
de Téquation (2.7), on peut écrire sa solution " («, ©) sous la forme

fm,n

L 1
FAa (73 7/)2———1——67‘(7/, o)+ & o ; G2, 71)(1’2‘+S Holw; $)G (o, $)ds
[} 0

L't
-+ S S Hu, v £, $)G(E, 8)dtds,
nJo

o les fonctions Z4(u; £), (v s), H(u,v; ¢, 5) ne dépendent que de
scs variables et des constantes {z.1).  Or il est évident que la fonction
G2, ) est unc expression linéaire par rapport a

Cos 0, Cos 15 Cos 2y eeenns y o Coy =1y Cos my

[1, O Cyy 18] Ciy 2y veenes 3 Cy, -1y [SHETH
(:}.2) ey oy asy eeeses s ceey ceny

Con—1i 05 Com—1s 15 Conely 2 eeneen s Con—1s p—1s Crn=1y ns

Cons Cons I Cors 2y eeeeen s Cons n—=1s
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et par suite, on voit que la solution /" (x, v) est aussi linéaire par
rapport a (4.2). En remarquant alors la relation
2 (' - w1 -1
(4.3) f(x"]/):§ j‘! (x=u)" Y y—2) S g Ny
oo (m—1)! (n—1)!
+ By, o)+ 2, v),

on peut écrire la fonction A(x, v) sous la forme suivante :

m-—l n-1
(4.4_) S, 3)= .._J >.J{7», @, oY, .l'>
p=0 g=

w1 n—1

+ Z Cp, alVp, 7:(‘ s V) + Zém W, r[(-:t s V)

ol amy, (x, v), v, .(x, _y). w,,, (2, ¥) sont indépendants des constantes (4.2).

§2. Un lemme

7 =0
positives, Lendant vers l’////m/ avee e, n, cf s¢ Lintéorale double

- A g L [?]]\ {7’}' gy X ])m 2
(3.1) Sl Sl log](/\’, /) ] — " [()M /(f\), 7)—71)?1;1,:5W]

diverge, alors on  peut z‘m/‘/om's trouver unc suitc  double {@,,,}

5. .57 4B, s (7/]':0’ T 2’ ) est ane swite dowble de guaniilis

=0, 1, 2, +.. ..
(;; __O’ . ! 7’ ) de (/zm/////‘(’v posilives salisfarsant qux  conditions
TNy dy 2y ee

suivanles

(5.2) fim Lo =0,

2,0-> 0 (I.m .

(5.3) 3 j log 7\(R, r)—2£5 drR__dr =00,
1

N
. RII&7,7L
[02& TR, r)y=max——c |,
ny Nl (llm’ “)m-i‘n
Considérons, en cffet, unc suite simple {4/} (I1=o,1, 2, ...) de
quantités positives croissantes, tendant vers Uinfini avec 4. Comme,
par hypothése, Tintégrale double (5.1) diverge, on voit, quel que soit
Tentier positif (incl. zéro) donné A, que lintégrale double
wfe R r \dR ar
log 77 , . -
)i k' ok R
diverge aussi. Mais on sait que la somme des indices 2, 2 dans
I'expression 7 (R, 7) est une fonction croissante, tendant vers U'infini avec
scs variables, ot que d’ailleurs la fonction 7(R,7) m3me est continue,
croissante, et tend vers infini avec ses variables. Par conséquent, on
peut trouver unc suite particlle {m,-+n,}, telle qu’on ait
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(5.4) Swrlog{ ~ max R } {Uf’ [/) >A.
} LJL iyt 1 n 1 a1 (A’)ﬂm,,,)"”" R r
Tl est évident, bien entendu, que telle suite partielle {wz,+7,} tend,
en croissant, vers l'infini avee 2. En utilisant la suite partielle { iyt
175} ainsi trouvée, posons

@ =3P o (s 100 1 Lo+ n Loty o1+ 723 41) 5

alors Vintégrale double (5.4) peat s’écrire sous la forme

(5.5) rrlog{ max R } ({R, ”]/’ >

1J1 sy A1 Kttt (a,,,,’,,)"”” Vs 7

d’ott il résulte tout facilement que cette suite double {«,, .} satisfait

aux conditions éerites plus haut (5.2), (5.3), ce qui démontre notre
femme. .
6. Si 'on remarque que Uintégrale double
" g AR dr
j | tog 7(R. )L
22 o
1 i /\ /7

converge ou diverge en méme temps que la séric double

o o I
G
>3-

[T} njal) [Bm, n

ot {35} est, bien entendu, Ta minorante de M. TFaber de la suite double

donnée {f,. .}, alors on peut encore énoncer ce lemme de la maniére
suivante :

.. . ” =0, 1, 2, ... . v
St la suite double {BF .} (71_0 I’ S ) est la minorante de M.
G s IR R )

M==0, 1, 2, ...
NE=O,0, 2, ...

Faber de la suile double {B. .» (

) de quandités posilives
donndes, telle que la séric dowble

CRY I My S

k) gm0 -
ekl 100y 20

drocrge, alors on  peut  towjours trouver wune suile double {4}

(z/z:o, 1,2, ...

=0 1. 2 ) de quantités positives salisfarsant aux conditions
Ty by g e

. 3
(6.2) lim w2 =g,
T omy,ao® flm’ n
o ow 1
Q) —
(63) 2 S—m—=00,
=0 =0 m:, n

le sutle double {ak,} cftant la minorante de M. Faber de la suite

double trouvde {a,, 5.
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§3. Le premier probléme

7. En supposant qu il existe une fonction /(x, v) de la classc

. oLay
quasi-analytique Cy dans le domaine” oSyt ) satisfaisant aux con-

ditions :
- ! oL a1 m=0,1, 2, ...
/( (oot 1) Xy </,7:H nj‘/' ) s Ly 2y
l (e, ] <4 e oL yL1; v=o0,1,2,...)
e M==0, 1, 2, ...
L) (o 0)y=mlul e, ( o)
NE==O, T, 02, ...
nous allons caleuler effectivement cette fonction /{x, v). Posons, pour
cela, comme plus haut,

mm/ T72=0, 1, 2, ...
Iglil‘n ]/;n 7 ( fovend ’ ' ’ )’

70,1, 2, ...
ct désignons par {8.F.} la minorante de M. Faber de {f.. .}. Parce

que la classe Cy cst, par hypothése, quasi-analytique, la séric double
i )
D S

=0 =0 [3 &

s
diverge. On peut donc, en vertu du lemme énoncé au dernier numéro,
trouver une suite double { a,, 7,}, de quantités positives, dont la minorante
de M. Faber est bien entendu désignée par {eF «), satisfaisant aux
conditions :

(6.2) lim T =0,

Wy, N> {lm’ n

(6.3) > > ———=00.

=0 77 ©
w0 =0 am 2

Si l'on pose M,, ,=(,, )"+ il est aisé de voir que C,, est une classe
quasi-analytique contenant la classe donnée C,,.
Posons maintenant
((l )“27'-30:7. (/j 0, 1, 2, «v, 7”>
2y 2, 0
ma ™ G=0, 1,2, o0, 72
dans Pexpression
N
(22) )= S| | Lroe o, ey
])n I e
ct désignons par /., ,,(A,J/) la fonction

m=1 q~1 m~1 21
(7.1) 23 230,000 (%, 1) + Z Ep,n @i (0, )+ Z0m, 0%, ),
p=b o= 9=

qui est la valeur minimum 7,,.,, dc lintégrale 7, (/). Alors il est aisé
de vérifier les inégalités suivantes :
=o0,1, 2, ...
-]7),q<]])+1,qy ];>,q<]p,q+l (jq):O’ T, ?’ ).
il y =y e

=0, 1, 2, ue )
Or la suite double {7, .} ( o1 2 ) cst certainement bornée.
3 by Fy omes )
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Comme, en effet, Mx, ¥) est une fonction de la classe donnée Cy par

=)

hypothése, on a

|7, )| KUy (P20
7g—0, 1,

[IC I IS

ct, par Lonsequcnt

© Y2 2p+2g
]7-11, E ];lt,n(f) <”‘"ﬂ¢"]’) :‘Sy
L4 “0 i Gy g
ol .S est un nombre positif fini, car la derniére séric double converge
p
en vertu de la relation (5.2).
On a donc linégalité suivante :
n
—2p~2 Fara(y
> ?(ap. '1) " QSS 7»]: nq)(ﬁL )’)] dxdy<
p=0 =0
ct, en particulier,
e 2 s p
/e, ndadr <5 -(a, o (2S7),
0Jo 772

Si Pon remarque la rclation

- . . (p+ '
(7.2) Sz, 1')— —pLg e L, 0) +/ 250, 1)
(v + 1<
+ {04+ D1, 0)dudo Y
o Ofmn ( ) ¢ {]+I</l
. . . ;. Xy, Ay
alors on peut, en vertu de Uinégalité de Schwarz, écrire, pour 1/‘ q;
S e

o< < mkh
| /325000, ) = /50 e, )|

<@yt {[ Lo, ot

— + = g2 o - 2
<1H/AS '(ap,q)“ "+‘l/.3 '(ap+l,q+1)7) * \/L’,'I/AS '<a11+1,f1+1)p+q+ y

A étant une constante positive finie,  On voit donc que la suite des

(0<xl<x2<1)

fonctions :
{ ,/:n, 'II»} : fﬂ, ﬁ(x, ,J’): .f‘l, l)(xy 3’), ,fi), l(xy ,J’)) """ y
fm, 0(x9 J')y fm—-l, l(x, _:V), eey jf‘)’ "L(«T, _)/), seeeaay

ainsi que toutes les suites de leurs dérivées partielles successives :

Dy O a, v), fEEx, v), £, w), e,

S0, 3), SO, ), oy S, ), e,
{2y SO, ), S350 ), F8T0(, 2), s
Lol 1), Faiie, ), e, SO ) :

eseres  eeness esr aeases Peaseny

(A0 AL, ) S, 3), ST, ), e,
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Sbi e, w), SR, 3), oy SO, 3), e,

. EEEER resean e srenee

caraas csaras can eresen camveay

sont bornées dans leur ensemble et également continues. On peut
donc, d’aprés un théordme hien connu, trouver une suite croissante
d’indices {mp+ oy} (=1, 2,3, ...), telle que la suite des fonctions
oL\ ..

~7 = Jainsi que
oL <1

toutes les suites de lewrs dérivées partielles successives { /%, }

$=0,1,2, ... . .
(jqﬁ»—o’ L ) Si T'on désigne
=0, 1, 2, ...

f(x, j'):Hm ff/lp, n;;(ﬁf, j’),
p>w
on voit que cette fonction est indéfiniment dérivable, ct que
s D+adf A 1 ) o ﬁ:O, 1,2, ...
/~o) f (ﬂ" J/) ll_l];fmy, nu(*’h)’) (g:o, 1, 2,...)
et par suite, en vertu de (7.2), que
(p+a) — [N ﬁ:O9I929"'
Vi (0,0>_ﬁ!y.¢):.q ((]:o’x,z,:.. )
En posant ,
4
o, v) =M x, y)—/(x, ),

{ fmy, ny} converge uniformément dans le domaine (

on a
(7.4) @70, 0)= FP+D(o, 0)— F@ (0, 0)
=plglec,,—pla!lcn,
—0o (ﬁ:o, 1,2,...);
y = O) 1, 23 e
“D(mo)(x, Y| = ; ngy{/,{(mx>+<q+1)}(,,, 2) _f{'(p+15+<q+1)}(,,7 7,)}(/[/(/7,
0J0
+jyvlp+u)(x’ O)—i—/'(“*")(O, _,J,) ——/(7‘*‘”(x, 0)_-/(}:-{-([)(0’ J’)‘

£y
~<g g | A0} )| dorde
J0 -

JO
Xy

+K Sjlf{(ml)w»(qu)}(,,, r’)(zz’/m’w
JOJ0

+ 20k, ) 4 217 5 (9, )
<(A’f97)+1, f1+1)p+q+2+'l‘/3'~'(a7)+1,q+1)’)+q+£
_;_2(/‘,‘;;3]',’1)11%14_ 21/,5—"((17», '/)PMC
d’on il résulte, en vertu de (5.2), gque

0 . D=0, 1,2, .e0
I ‘P(M 1)(96’ J’)l </€/m+qﬂf’p+1, o /5~ » 1, 2, ,
g==0, 1, 2, ...

ot A" est une constante positive, convenablement choisic.  Or il est
[ . ~ s . . r?

aisé de voir que la classe Cuyr définic par la suite double {44, ,=
.74 ,',4-1,,,4-1} ost quasi-analytique en méme temps que la classe Cyr définic
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par la suite double {J7, ,}. ¢(x,») est donc une fonction de la classe
quasi-analytique Cy. En remarquant (7.4), on voit facilement, d’aprés

le premier théoréme fondamental' dans les quasi-analyscs, que la fonc-
oLxK1
=T ), c’est-

tion ¢(x, ¥) est identiquement nulle dans le domaine (O <<

a-dire que
L, vy=/f(x, v)
Ia fonction Z(x, y) de la classe Cy est ainsi calculée effectivement.

11 cst & remarquer ici que la relation
1M fony, nu(2, ¥)=F(x, ¥)
wro

(o<x<r
oLy /)’

peut &tre remplacée par la suivante

(7.5) Hm _frn, o2, )= Fx, ¥).

My NP D
Supposons, cn effet, que égalité (7.5) n'avait pas leu. Alors on
pourrait trouver une suite partielle croissante d’indices {ms +,}, telle
oLxL1

o<y<x> les ¢galités

qu’on aurait uniformément dans Te domaine (

suivantes :

(7:6)  Tim s e )= e (P20,
ol la fonction g{x, ¥) est supposée différente de f(x, ¥). Mais lorsqu’on
opere le méme raisonnement que plus haut, on voit que la fonction
g(x, ») doit étre égale & 7(x, ) et par conséquent & la fonction £(x, ¥),
ce qui est absurde, Il faut donc que la relation (7.5) ait lieu.

8. En partant du résultat obtenu dans le dernier numéro on peut
trouver une autre représentation analytique plus simple en apparence
ct plus complete de fonctions quasi-analytiques.  Soit / (x ») une fonc-
tion guasi-analytique de la classe Cy dans le domaine (o<x,<(z), in-

oL < d

définiment dérivable, et satisfaisant aux conditions :

foro y=ptytans  (JZ00007)
Prenant alors deux nombres quelconques x, y tels quion ait
o<l x<a, o<y<d,
considérons la fonction (v, 7)) =7 (xu, o), qui est indéfiniment dérivable,
et Ton a

ﬁ‘()’*"l)(o,o) :p ! q ! Cp, q»xpj”] </j:0, 1, 2, ...>.

‘ J=0,1, 2, ...
L1, @), considérée comme fonction de u, #, est done une fonction quasi-

1. 8. Kodama: Sur la Classe Quasi-analytique de Fonctions de Deux Variables (1) ne 16,
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analytique & laquelle on peut appliquer la formule (7.5), ce qui donne

m—1 91
o, 2)y=j (xu, yo)=1lim { > Za)}ﬁ" 2oty )ep, X0V
murn Ap=0 g=0
s

Yy - . x N
+ oy e, )¢y X" ”+>_Jwi,’:,’.}(zz, ), ,,x”’y”}

=0
d’olt Ton tire, cn posant z=v=1,
m—1n—1 .
(8.1) S, v)=lim { by Zm}i’ 21, 1) 6, 200 +Zw;§’ x, 1)ep, AT

ney > Ap=0 g=0
i

+ i, e},

g=0
* - . LA S . . " X Ly Y po—
qui peut encore s’cerire, en supposant convenablement quo (1, )=o0,

m. 2

(8.2 Slx, y)=lim Zw;',’,',}‘ Cpy g X7, [ott @pr=wpi(1,1)].

m, > p=t =0
Or, quelles que soient les valeurs de quantités a,, 4, dans le domcunc

o<nl<m) ; e
(o 4 <p) Pourune fonction Ax, ) de la classe quasi-analytique C "

satisfaisant aux conditions :
’ a LxLa; p=o0,1, 2, ...
[f(’"”")(;»,y)i /JH—]J[I) v /1 > Zé’ ﬁ_ y Ly 2y ,
h LyLb; g=0,1, 2, ...
on peut déterminer deux entiers positifs NV, M. et une quantité positive
0, telles que les inégalités

) 5 oL pL N,
lf <(lb él)l <o <‘0<g<1\(2
entrainent la relation

((n\<\x<a

| Al ) <
| /(x, »)| <e b <y <o)
ofl & est un nombre positif donné, ct 6 ne dépend que de ¢, £ et {A7,,,.}.

On voit donc que la fonction /#(a, ) donnée par la formule (8.2) con-

-
. , . oLlaLa
verge uniformément dans le domaine { - >

On peut, par conséquent, ¢noncer le théoréeme suivant :

Ftant donnde wne classe quase-analytigue Cy de fonctions de deux
variables diéfinie par la suite double {3, .> de quantités positives
donndes, on peut trowver des quantitcés wyp ot Pon pose convenablement
W t=0), ne dépendant que de la suite double {M,, .}, telles que chague

Fonction f(x,v) de la classe Cy peul 8 cerire

mo (p+a) P
(8.3) S, vy=lim 373 4_(0}’,",}'—1-«-—(0-«0) Al (Ox;L §ﬂ)
b . marr o p=0 g=0 /) g! ! O<y’l’\/)

qui converge wnllormdment dans ce doniaine.

§4. Le deuxiéme probléme

9. En vertu de ce que nous avons vu plus haut, on peut aussi
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affirmer la condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe, dans le

. Laxka . . .
domaine {©S*S?), une fonction quasi-analytique Az, ») de la classe
‘ oL y<d : :

donnée Cy, vérifiant les relations
Cond-a), —a | g7 ! =0, 1,2, ...
S (o, 0)=m ! 12! ¢, =0 1 2 )
{ Com, ,,,} Gtant, comme plus haut, une suite double donnée. Nous con-
sidérons, pour cela, la valeur minimum 7, ,, donnée par (7.1),
l’cxprcssion

Ll V=3 3y (Lo oo, ppaea.

n=0 q
Cette valeur minimum fm, . est une forme quadratique de (4.2), ct par
suite, elle peut s’'éerire sous la forme
g (m),
]m, n— >_1 >.J 4 7)1-”1)1’(7'1,.) ?Cp,alrias
1 p'=0 g, '=0
A 20, sont indépendantes des ¢, ,, cn posant convenablement

o
}‘Sbn)); ?111), 'd = Rgfngi f”q), n==0.
On sait que la suite double {7, .} est bornée, et que s'il existe
1 b

. oLxaka . . i
dans le domaine ( =77, une fonction quasi-analytique f(x, v) de la
oL ¥ -

classe Cy, cette fonction peut étre donnée par la formule (8.3). On

peut donc énoncer le théoréme suivant :

Lx<La . .
Pour gl existe, dans le domaine <o <y< Z))’ une fonction quasi-

analvtique f(x,v) de la classe Ch, S(zz/‘zsfmmnt aux conditions :
(p+a), — sl ] [5:0, ,2,..
o,0)=plglc
f ( ’ ) ./) ] »a q:O, I,2,... ’
. iy m=o0,1, 2, ... .
il faut que la suite double { Jo. ot (,1 T ), ot
2, ...

72==20, 1,
ne

(9.1)  Jwn=2] 2 A oo, @O,

pep=0 g Gy, G 3 G, ¢
{071’ )‘m,nj));.' 1:“/1 )7) ";)2’, !;.')u = Ol

sott bornée.

Il est ais¢ de voir que cette condition est aussi suffisante pour que
la fonction /(x, ¥) appaticnne a la classe Ca» définic par la suite double
{2, =M 41, 041).  Si Pon remplace donc 7,,, dans I'expression (2.2)
par (B,,,)"7, et si on écrit la valeur correspondante de 7, , sous la
forme

. n
Y G, ¢ (), € G, Gy
>_,.1 . q§./.' Oo'.v,"z,u o s aCor, s ot oy =03 w=0l,
Pp=U =
on peut ¢énoncer le théordme suivant :
l "
Sott AP, uy wne suile double croissante par rapport & chacun des

o 5 ,
indices e, 72, telle gque { B "};”' 2 } et { L ;; 2L b pestent borndes, of gue,
m, n m,

e plus, la scérie double
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a9
2, & 1
> D
me=g =0

[N

diverge,  Alors la condition nécessatre ¢t suffisante pour qu'tl exeste
wne fonction quasi-analytigue f(x, v) de la classe Cy est gue, pour a,
b swuffisamnent petits, les nombres

(92) ]Xm, 'n(” b) >4 Z 0'73);))"; 51’,&21’51), ot artr’ &'”'/

ppf=0 g (my, < Gy,
(ot o, SR=amros my=0],

sotent tous tnféricurs & wune constante indépendante de m, n.
10. On sait que toute fonction analytique est contenue dans C si
Tm m,{,/ Moo 1 oo,
M4 AR
Il est donc, dans ce cas, possible de déterminer les suites partielles
d’indices {m2,,}, {7,}, telles qu’'on ait

1
. /; ;
(10.1)  lim (—-M> Mty = 4 oo,
w772, | 72, |
m’ ’)1
Or du fait qu’un polynome quelconque Z Z Cpy o X7V appartient
p=0 g=0
a (,,,,, on a une identité suivante :
m’ m’
20 Sy aty=lim S0 S e, 2 v,
p=0 g=0 m, n>B p=0 ¢=0

en vertu de (8.3). On en déduit, pour p, ¢ quelconques mais fixes,

(10.2) lim epr=1,

nm, WFD

ct par suite, pour #u.y, 741 suffisamment grands, la valeur absolue
de Pexpression @™t ki1 pout 8tre suffisamment petite. Il est
donc possible de tlouver deux suites particlles croissantes {#a.}, {72,}

(lj:g o ), telles qu'on ait

My, Ry 1]/
(103) 33| @mestman—y | 2= < L
p=0g=0 jj . (] .

Pour une a,pplication dc cette propriété, on peut en déduire un
théoréme présentant certaines analogics avec un théoréme bien connu
de M. Hadamard sur les sérics simples de puissances. Soit, en cffet,
" en particulicr, {¢, , une suite double tclle que tous ses éléments sont
nuls, sauf pour p=wmz, ct ¢g=rm, et que, en plus,

iﬂlu Vazy U ey, 71\;‘ Lkttt My, ny.
Supposons qu’il y a une fonction f(x, ») de la classc quasi-analytique
Ch, indéfiniment dérivable ct satisfaisant aux conditions :
(o, {///u Yooy U emp, my - (/J: W2y, §=11,),
(ailleurs).
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Alors cette fonctions peut, en vertu de (8.3), s’écrire sous la forme

(10.4) A, )= lim {Z >y, mg X0

H,y>m Ap=1g=1

my. 9y
+ Z Z(wwy +1, 7z,+1 —_ I)C,, 227 ’I}

p=0 =0
Si Yon pose

Fx, 31):111217;(———»-———#)]’1 v | |?]y] >

pyaz0 e
on a
//lp 72y I
2 ((07/1,41 7lw1-- I) p, 'Iy‘])J,l t
i 1'f=0 =0
My 72y pEALY] ;[
< 2 WP, Pyl — | ; A ied JX Py
=20 '
pIPY o1, . Sig1 I SPdN
crte B 3
Kl Wy 1,70y 31— | —— 2
@ ’ p=0 g=0 s K4 /j ! q ’

< (x, ).
On en conclut que les sommes partielles de /(x, ) données par (10.4)
sont bornées dans leur ensemble pour les valeurs de x, v dans le
domaine d’existence de fonctions de Cyn.  On voit donc que la séric
double

' W W
(IO.5) Z—}l >___1£m,, 11 X700 Y79
p=lge=l

converge a lintérieur de tout le domaine ol f(x, ¥) appartient a la
classe quasi-analytique Cy. En résumé, on peut énoncer le théoréme
suivant :

On peut towjours trouver deux suites dindices gy, {1n,} cor-
respordantes & chague classe guasi-analviigue Cy, telles giddl w'existe
pas dans Cy de fonction f(x,y) dont les dértoces particlles successioes
salisfont aux condittons swivantes :

SO0, o) = 5 12y L 1ty V Coyy, g (ne=um,, n=wn,),
(ailleurs),
a nolns guc loe séree dwz&/o (10.5) 2wt des rayous fints de con-

VErgence.

Nous tenons a la fin de ce mémoire a remercier M. le professeur
Tosizd Matumoto, qui a bien voulu lire notre manuscrit et nous aider
par quelques remarques trés utiles dont nous avons tiré grand profit.



