Sur la Classe Quasi-analytique de Fonctions

de Deux Variables (III)

Par Sikazé Kodama

(Recu en Juin 17. 1939)

§1. La classe C%

1. Considérons, ainsi que le fait M. Wiener dans sa collaboration'
avec Paley, aussi dans le cas olt nous nous placons, une famille des
fonctions /(x,») satisfaisant aux conditions suivantes :

1° Ax, ») est définic ct indéfiniment dérivable dans le domaine

aLal : . . o
( /)2 1/\ <) 2" Pour une suite double donnée de quantités positives

772 I, 2,e0n
<7[’” "} (11— 1, 2,'...>’ ona
A7 Mm=0,1, 2
p w0 - 2 - < mtn 3.2 G 3 Sy
G [ v raavear, (72000,
[ b y Ly Lyeee
o} k£ cst une constante positive dépendant sculement du choix de la
fonction /(x, ¥). On désigne, pour abréger, cette classe par C¥.

On connait d’autre part la classe Cy des fonctions o(x, ), définies
\.2, 5 /l

ot indéfiniment dérivablds dans le domaine , ot vy vérifiant
¢ ¢ < v< B y ¢
les inégalités

(1.2) | g (e, )| L4 A, (;zéxfl PO 2"“>,
; hl v 2 n=o0,1, 2,...
ol % ost ung constante positive dépendant de glx, 7).  On voit que
Cul_Ci
Si, au contraire, la fonction /(x, ¥) définie et indéfiniment dérivable

. aLlxA . . .
dans le domaine % j,z B) ety vérifiant les indgalités

(400 an mAn T2 =0, 1, 2,00.
1.3 x, v) | Pdady TN

(3) S,,S,V (e )1 : e 7=0,1,2,...)
satisfait, en plus, aux conditions

(: ) Fomin(z, =0 (7/1:0, 1, 2,...)

2=0, 1, 2,...

1. Paley and Wiener: Notes on the theory and applications of Fourier transforms. Note
I, On quasi-analytic functions (Trans. of the Amer. Math. Soc, vol. 35 (1933), pp. 348-353).
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. - . . eLx A
en un point fixe mais quelconque (£,7) dans le domaine ( Dy

. bL v B)
alors on a, pour un point quelconque (x, ) dans ce domaine,

I‘/’(m-i-n)(x) 1,) ___f(nz-rvz)(",\,’ _7) ____‘f(m+n)(,::, _'J’) I 2
20y
= !S g f{(m—!-1)+(n+1)}(,}/, 7,>{,,/({,(_,‘2,
£J 7
A
s./(‘m“')(x, .',") ‘ 2<\ 1\7‘8\ Sk ‘.f{(m.+1)+(n+1)}<//, 71)‘ "!(f;/(f';l
awJb
< N3] ‘77,3+1, n+ls

ot iV est une constante positive finie. 11 en résulte que

B N2==0, 1, 2,00
L7, )| <A™ Nt (’I/:o’ [, N )’
’ P R

ol £, ost aussi unc constante positive finie.  Si Yon prend, par con-
séquent,

(5) M= (2200270,
on voit que C3 T Chy, tant que nous considérons sculement des fonc-
tions s’annulant avec toutes ses dérivées en un point fixe mais quel-
conque dans son domaine d’existence.

On voit que la classe C% est liée étroitement avee Cy.  Nous
allons donc trouver dans la suite une condition pour la quasi-analy-
ticité de la classe C% afin de donner une autre démonstration du
théoréme extensif de M M. Denjoy-Carleman pour celle de Ch.

2. Commencons par la démonstration de la proposition suivante :

St la fonction f(x, v) appartenant & la classe Cy (: i’ i) s’ annide

[

. . 0, 1 . . .
dans le domarne saf que la parice (O’ 1) of satisfart qux condrtions

’

(2‘1) f(m,+7l)(o’ O>:O (’/]]:O, I, 2,-..>’

N=0, 1, 2,...
cl sty en plus,

S - - %20
s i If(l""(' IL,I_‘ 1) (7’/}0)’

o (aellcurs),

)

‘(2._) 7, 7/)-:{

alors on a

(23) \ e, w)CC;}‘}(——OO’ OO)

— 00, 00

20
1—¢7") par hypothése. D’olt T'on a, d’apres la différentiation, les rela-
tions formelles suivantes, quelles que soient les valeurs entiéres non

. U0 - et -
Cn a, en effet, dans le domaine (W/ ), I, v)y=c""f(1—c7",

négatives de w2, #,
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[}
u.)

mou

j;(m%'u)__, 2_1 Zﬂp o (7""*'1'7’)"—("'”'Q)Tf{(’"r"‘i’)‘l'(“”’l)}’
g0 g==0) !

[olt @9 0=1],
mtl n
(_ ..l) f{(nH 1)+71}~__ Z <t é;), = (ot 2= piu—Co s 1—’1)"/‘{(m+1—~p)-{ Cn— q)’\
Tott &y,0=1],

—-(7u,+1-pﬁt—-(n—!—i—-q)ru — +1—9)}
; /{(m mM+n q)j,

p=ll =0

[ 'n+1

{7)L+(n+1)}-—-— 2 L...(

Hdl ’l
po=l geath

lolt ¢o0=1];
ot les cocfficients @, 4, ¢ sont liés par les relations sunivantes :

DA==0, 1, 2, veu, 72, 0+ 1
bp g=—(m+2—75),_.« ,+a PO, 2, s W,
e ( Pttty g G=0,1,2, .00, X ’

[O:\l (7_1,,1:(77),71+1:O]v

_ P=20, 1, 2, ., 2
fﬂnq—"(7/+3”(/)”1»,q-1+/’7>,9 (/) T k )7

=0, 1,2, o, 2,72+ 1
[Oﬂ ”1),—-1 m+‘l 7 O:l

p=0,
Hland (P20

l(’qul<(”+I)]”th—1! +I”7ua] </)i((;’ D2 )

9= 2, e,

d’oft Ton tire los inégalités

l[)ﬁv’ll <(7”+ I)i”)a——l.q

it

R A 1)
,

2
2, e, T2

-

—

Supposons que
(2.6) la,, | < amen el (ﬁ—"—o, 1,2, eeny 7//)
™ /,l,/: g==0,1, 2, .e0, 72 )’
qui cst valable pour 72=7n=0. On peut alors tirer de (2.5) les sui-
vantes :

Pt gt 7074
|6y 41 <2""+"{(m +1) +
(p—1)! pl g!
2 1) ( =0, 1,2, -er, W, 7//—t~1)
1

§=0, 1,2, ...,7¢

< ,(m+1)+u~(’

'1—2 °q 2
{[7) 'II m+n{(”+1) + 77 } 7

(g=1) ¢! b p!
< PR ACES VI Z/—l-i.(,/it}_)_jlw, P O, T, 2, veuy W2 >
2! G=0, 1, 2, +e0y 72,727+ 1

et T'on voit, par conséquent, que les inégalités (2.5) ont licu pour toutes
les valeurs entiéres non négatives de w2, 7.

) w20
On a donc, pour ),
7 220
‘ ,F(7”'+“) i \<\ 27}z+7}{i(?—-(1)-%1)11—(71-!-1)1’ Lf(p'wt)‘ Y4
p=0 (2 —p)!

L2 om Ly 2m—p)
77 E(/’—(,’+l>ll—7,"%,f{p'*(“"l)}] Y7

1t op=0 (m—p)!

2 —p)

(27) +
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I 7/' i = 1)u—v17t(7)+0)[ (m_m }
7! p=o ’ (7// — )1
Or, grdce a (2.1), on a

S0}z, )
(p— I):I (-1 Sn SO (w =&y (w—p)=f &, y)dédy

p—1

—}—Z x f{_(m 7)+t)+(n—q)}(o ’l’)

&==0)

1/ {(m m+n— /1+I)} - (j)<7ﬁ
X, O
+,29 i (%, 0) 7 1)

ce qui donne

/€ﬂ+n _
Slon=pra-a}(x, )| < max | /(g
| R P e T S
(29
g>0)
ol %, est unc constante positive finie.  Comme Ax, y)e Cy :i’ ;

X ; =0, 1,2, «s+
par hypothése, on a max |/™¥(¢ r)[ LI M, 0
/ » )= 2
-izizt Wm0, T, 2, ...

d’on il résulte que

] ¥a {(7iz—7i)+(7n~—r1)}l £ KDL ,
(p=1)! (g—1)!
ol /4, est une constante positive finie.
Par conséquent, I'inégalité (2.7) peut s’éerire de la maniére suivante:

];(m+u) <L,-u—1' 2K 7241 ][m 7:<> 7/;97) >< 2 ,”‘.‘q )
| sl TN pl(p—)! 2 7!(g—1)!

. L :( Jo )m—l-n ][7,,,7,7///1(% 7//"’ ><i %‘Zq' _ >
= (s N (17
< c~lt—~1'(2kﬂ)m—%nﬂ[m’ 717””6"7"—*—-71
<[;,—-u-z’<2/626,1})7'L+7:/]]7"l' " :
ce qui peut encore s'écrire

et 220 =20, 1, 2, ...
];(m.+n) <L’ u 1/,::.—*‘111]’] z ’ I, 2,
l l v ey 20 Z’>O, 7&—-0,1,-,-” bl

olt &, est une constante positive ﬁnie On a donc

o0 % dm+n Y w o R
S c— A (VN )| a’zm’u</€ S V,,‘, » 6’"“" "dudy
el - C)][m()'z"“ 0

D04, 2 72=0, 1,2, «..
< /\,571L+-7:ﬂ/[- sy A ]
™t Nn7=0,1, 2, ...)

. w [ — 00, 00 . s e
ce qui prouve que F(?/, 7') cC% (_ﬁ oo’ oo) Notre proposition est ainsi
: »

démontrée.
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3. 11 est a remarquer ici la propriété simple suivante :

St Az, ») est une fonction définie dans le domaine (_ oo oo> et

satisfarsant aux conditrons survantes : ,
j »gﬂ |Ax, ») |*dxdy < oo, g S LA, )| *dxedy < oo,
4 J o Jo
(3.1) o e
[ vt mpaxay <oo, |77, )y < oo,

. . X>xy20
ol s, cn plus, FAEO, FON . FUD cont toutes continues dans (1'> 1/”>o>’
Vo=

0712 @’

(3.2) lim A, v)=o.

&y Y>>

Prenons, en cffet, une fonction ¢(x, ¥), telle que ¢¢*?, OB, HU+D
X>x,220
V> 320

V 5:3 | $(v, )| dxdy<oo, g:) S:) | ¢+, 3)| dxdy< 00,

soient toutes continties’ dans le domaine ), et, en plus, que

-

|1 1905 ) tway<oo, 18600, ) ey <oo.
Jo Jo 0

Jo
] A>azx,
Alors on a, pour B>b0>w

| p(A, B)—P(a, 5)] 4
= I gﬂs“ f([)(l“)(x, ,”V>07xn’3/+ \, ¢(1+0)(x’ é)n’x-{- S 95(0“)((1, J’)ﬂﬁ".

adb
AR A B
< g, plaway+ [ 169700, law+ [ 1690 ),
aJb @ b

. . , a, A
dont lc dernier membre tend vers zéro lorsque &’ ;3’ tendent vers
b

Iinfini. Il est donc possible de trouver deux suites simples {x;}, {3}
(J=o,1,2,...) telles qu’on ait ¢(x;, v;)—o0 lorsque x; 15 tendent vers

I'infini ; ce qui donne lim$(x, ¥)=o0. Posons, donc, ¢(x, v)=[Ax, »)]"
T Yy>rdD

Alors on a, grice & (3.1),

YT r A, )P 1/xrri1/:zS : g : LA, )/, )| dxcdly
A v [ s

On a, de méme

‘ S:S: [{[Aw, 7)P Pl dxdy < oo,

S sy ) el
o Jo- 0Jo

[i
o

o8 (T e
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(S g Ikl dmf-g S L) a’xn’l) Jl<c>o.

Ces trois relations donnent (3.2). Notre proposition est ainsi démontrée,

§2. Le théoréme fondamental dans la classe C3

. aLla L .
4, I.c domaine ; = est  manifestement transformé au
h Ly L3

domaine —0L X <00 ar
< —OO< )7<OO pa

(4.1) X= tan{—z« 2a—(dta) } V= tan{v—'-L 2v=(Bth) }

2 A—a 2 L—b

Si, done, la fonction f(x,») apparticnt a la classe Z, (/ ])1)> alors

on en peut déduire une fonction (X, ¥) appm‘tmmnt a la classe
7. (—o0 00
7\ —~00, 00
C3 peuvent étre mises sous la forme

o w 277
(4.2> X S lf(mm:)(x’ _3’) Il 3n’xdy<ﬂ7"‘+"ﬂﬁ,_m i (lll o, 1, 2,. )
- =

=0, 1, 2, oes

>, et les inégalités (1.1) utilisées pour définir la classe

Nous allons maintenant démontrer le théordme fondamental sui-
vant:
— 00, 00
Soit $(x, ¥) unc fonction appartcnant & la classe L, — o o0) 1OV
négative ot non dquivalente & nwl.  Powr gi’il existe dans le domaine
— 00
(—oo’ oo) wne fonclion réclle o complexe F(x, v) s’ annlant dans le
b
. (x> C . .
domaine sauf que la pariic v ) el satisforsant o lo relation
| Glx, )| =z, 9), o G(x, ) (sz‘ Zn transformde de Fourier de ln
Jouction I (x,v), 1l faut et 1l suﬂzl gedon ail ‘
w (» (7’
- _ay
) 77 nogstr )~ P <o
~wJ - 14 a° 1+
Supposons, en effet, d’abord que Pintégrale double (4.3) converge.

/
. . > ‘1 .
En écrivant w=x-+:a', v=y+1y , considérons la fonction
¥'>o

e p)= L ‘Sw gw 'ylogd(x, y)
) ) ewdon {Ge—2) + A2 (y— P+

:—(-2;-/—)-_-‘ ‘,”S" wloggb(x, y){ (x— Z/)I(y ) C(x ——77)%(3; —)

(x"'//Xy___f’) + (X'“f?)(y——-’f}) }a’xn’y,

dxdy
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qui est une fonction harmonique bornée dans les demi-plans a2/ >o,
7 >o0. On a donc, en vertu du théoréme de M. Fatou',

limA(x+ 72!, v+2")=logp(x, 1)

x’ y'>+0 .
pour presque partout des valeurs de x, 1. En désignant par p(u, )
la conjuguée de A(w, o), posons
lioe, @)= oxp{ A, v) e, v)}.
Alors on a
(4.4) Hm| (e, o) | =Pp(x, v) presque partout.
Yy >l
Or, comme on a
| M) | = 2o

\/\‘_‘L‘Sw Sm 37/;1,/¢(x, Y) . rz’xn’y,
<)o) =]

il est aisé de voir que

g ’ r |2+ 22!, w4y |Pdacdy
L e ra E R 2 ® ro )
<! S 5 f/mgy( j Ay plx y)i .’ixn’yg & Y ey
mtd-mdom - Teadea {0 ) medee L}
1 S’v gw {p(x ykﬁ({x({ygm glm ,___._-%—-/-zi‘.__._dx(fy
ol T » Yy | D Y )

- j:S:{(ﬁ(x’ ¥)dxdy ;

~f /
N . \ x'>x >0
d’olt Ton tire, en vertu du théoréme de Cauchy, pour !

¥ > yHh>0

I+ a, y+2y')
=1 V 3"" 7 +2aty, y+23) e
g) T - - axay.
9 =) T e = (o =)+ e )

En désignant par /7, (£ 7) la transformée de Fourier de la fonction
a7, y+2y)

A n .
Ho A& p)=11m. -~ g g Iz +1x!, v+ ) xdly,
-4

A, B>w 27 -

¢t en remarquant que la transformée de Fourier de la fonction

—1 I
g7* {xt ) — /)yt A" =)}
il 5
ost 1 c(_‘?l__-“nl)i__}_ (,1”—,‘1’0,)"7 (G <O)y
27 7<0
o (ailleurs),

1. B. E. Laurence: The summability of Double power series (Proc. Lond. Math. Soc.
vol. 40 (1935), pp. 321-335)-
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on voit, en vertu du théoréme extensif de Parseval' et de (4.3). que

&
= 1 N ’ ' $5%0
2n ¥, (€, 7) s e =2 )3+ (3 =50 ( >,
: 27 7<0

ff-", 9’(5) 7/‘) - .
o (ailleurs) ;
d’olt lon tire

‘

£
[[x',.y'(é—, 9) ol =¥ )34 (30 = 2" (Q'\\O)
7 (E ) — 7<0
[]xo » o (57 7)’—
0 (ailleurs).

Torsque xy, w/—>+o0 (&' et #/ étant laissés fixes), on voit que
0 0
(4.6) S g | Fi, 3/ (&, 9)etwe’ =2'Vs (0 =30 | 2ty < o0,
o d -
parce que

g S 4 [ (e + i, 3+ i) | Pdacdy < oo

-

4

—

et, en plus, que l'intégrale double (4.6) varie en croissante avec chacune
I I . . . '

des — On voit donc gue Tintégrale double (4.6) tend vers une
Xy Yo . .

limite finie, ct que la fonction /4, /(& 7)etw =)+ (00— tend, en

moyennc d’ordre 2, vers la fonction

(4“7) ff.v',y’(f, V)(v-—-x'ﬁ——y'q

1 A
=1.i. m. g
-4

A B 27T

-
I+ ix!, y oy )t Cer i v i i d o dy,
J-1

Autrement dit, la transformée de Fourier de la fonction
{][V',J"(é, 7) (;(xo’-—x')%—f- (36 =" (§§8>7

o (ailleurs)
est la fonction 2(x +2xy, v+ 4w) ayant les propriétés suivantes: 1° Elle
tend, en moyenne d’ordre 2, vers la fonction G(x, y) lorsque x/, w'—
+o0; 2° La transformée de Fourier de cette fonction /{x+2x), v+ iw')
(2, #' étant fixes et positives] est nulle dans le domaine sauf que la

3 <O>
n<o/
On a, par conséquent,

(4.8) l(x+ix', y+dy') ,

=11 m.— SO SO 7, 'O)K”5{““"):’*(1"“"’J'”}ﬂ’fﬁ’%

Bl

A, By 2 J-A

partie

— o0

L. Soit fiw, y) € Ly (: :Z :>, et ol 1) € Zy <_
o, w) ses transformées de Fourier.  Alors on a I'ézalité gw S Yo (2¢, v) Gae, vYdudo
(o (o — ) -
=5 S S, 1) g(—x, —y)dxdy.
S DI

5 ©0©

oo, oo); et soit respectivement /),

*%
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&
olt 7(§,7) est nulle dans le domaine sauf que la partic §<0 et ap-
; 7<0

. . — 00, 00 ‘
partient a la classc Z, <~—oo’ oo) 11 en résulte, en plus, que
b
Li.m. 2(x+ix!, y+13")
&’y y'>+0

P~

0 0
- I - 2
=1.1. m. S ”]7(,::’ .7)& L(x,-%yvx)dq[{-,/. ;

A, Brm 270 J A,

ce qui donne, grice & (4.4) ct a la définition de G(x, ¥),
| Glx, v)| = Pla, ) presque partout.
5. Ltant, ensuite, donnée la fonction G(x, v) dans notre théoréme,
nous allons maintenant démontrer que lintégrale double (4.3) converge.
On peut supposer, sans perdre la généralité, que la fonction (x,v)

"/ ’
. . (x<Lo A
est nulle dans le domaine sauf que la partic (3/20)' Ecrivons alors
=

I 0
G(x, v)=L1i. m. (

A By 2y -4

0
S Ax, y)e—{x+19)dxay,
-

feed

" irg
¢, ff)zJ—S S F(x, y)e—wx+vy)dxdy, () >0, (o) >o,
2T J—wJ ~® :
la seconde intégrale double ¢tant prise horizontalement dans chaque plan
“de % et . Cette fonction ¢(u, ) est évidemment analytique dans les

demi-plans () >0, J(w)>o0. Si Ton représente le demi-plan J(2/) >0

" o+ .
au cercle o] <1 (a=Re*®) par transformation 2=/ , et le demi-
a—1
oY 3 8= 79 sar _ Bt . e -
plan J(#)>o0 au cercle |B] <1(B=7r¢") par z'~—1.73)——, les circonférences
: —1

des cercles || =1 et |B]=1 correspondant respectivement aux axes
réels ; alors on peut considérer que la fonction G(x, ») est transformée
A I(®, ™), et que ¢(u, v) & y(a, ). Dans ce cas, on a
7 2dx 20y

20— g0, 22— g0

o , y=cot—,

x=cot 5 5
2 2 i ol L+

d’olt Yon tire
N = B E R (@ (= s dx dy
T .,1,@, A0V 12 f@aﬁ:»j S G X, )| ——
S‘“S”“! (e, Al ' -% -wl )l 1+a° 1497

... ! —7, T
ce qui signifie que I" € Z, .
—T, T
Ned

En désignant par R¢™= Timage du point x +2x/, et par 7¢* celle de
Cy 4y (a=Re=, f=rc"), on voit, ’aprés la computation simple, que

. 1 — R x4+ A7
Pexpression ————- cst transformée & —-——-(————)~—, ct
1 — 2Rcos(@ — &)+ R* (x—xy+x"
. 1—7° v =y (i)
que Pexpression a y(1+57) ; ot Ton a

1 — 27cos(f— o)+ 77 (y—»)+y"
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w y N - R?
=1 g S (™, & ! :
471": —~mJ - ((/ / I— ZRCOS(@ - E) + ]\:
% 17 — 400
1 —2rcos(0— o) +#*
(e (e x'y’ .
=1 G(x, v) dxdy
e S—wS—wA o "{(x—x)? +x’“}{(}"‘3’) +y7)
_ o (* (" x'y'dxdy

n* J-wd-w {(x— ) +x"}{(J’”J') T
ro (o
x1.i.m. g S T, 2)e™ 0y dlp.
-

A Bra 27T J -

Or, lintégrale double par rapport a #, @ converge ¢n moyennc vers
une limite finie lorsque I, B—0co. On peut donc changer Tordre -de
o ©0
g ‘ ct 1.iim., et on a
A d —w Ay Brw
V S‘”’ x'y'dxdy
2 . 72 - 5]
‘ o {(x—x)+ 2 (y—y) +y"7)
0 i
1 7 — i -
X X S F(at, 2)e™ Sy dlp,
—~AJ~n

27T

J=11i m—-

A, By -

On peut aussi changer, par la méme raison, lordre d'intégration, ct
Ton a

/=1.i. m. F e, v)dudo

A, Brw 27T \-—AS—R
1oyt o= ilurtry)
xye .
g y ey

§ —a {(x—x) + 2 (y =)+ 7
g g F(zz )(,"'Z\ (X2t (y+ 202 S dlas

A,

=1 1. m.
A, B>w 277

=d(x+ix!,y+y)= 7(/(“‘ re'),

ce qui prouve que 7 est Uintégrale de Poisson de la fonction (¢, ).

11 en résulte que

S S 10;%7’( e, re®) | dOdU

(5.2) < g' S [ (R, 7e®) | 2ad®db
4’1‘ o J o) T
<L V S e L")l 4040
gt Jwl -

Or, lorsque ¥(o, 0)=ko0, on sait que
(5.3) log <— ( S log | y(R™, 7¢™)| d0J0,
47{" RS

On connait, dautre part, que
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=)
47{2 —-nd —=

=7 {7 tog* (R, o) dOa

log | {{(Re™, 7e®)] ‘ 4640

g
— 1 _ g”‘ g' ]Og_ l?;(]\)(;tﬁ')’ 7;[;'1.0) I a"@[[l{}
g - -
= [ 3 .\ﬂ S 100 + | y (/ z()’ 7_{/;50) ] 7040

L r& log | (R re™) | 400,
47[‘ - -7

Donc on a, grice & (5.2) et (5.3), uniformément par rapport & R ct 7,
ks T
T . o
(5-4) - S j log|7{(Re®, #c®)| | dBdY
471" — RS~

<L r Sﬂ | I(®, ™) |*d®d0—1og | {0, 0)].

20t

Lorsque y(o, 0)=o0, supposons que {7(§, 7)+&"%" }:n0F0. Donc
en posant x(& 9)=1(& p)+&"7", on a y(o, 0)=0; dou Ton tire

1072, 71| < log| 4|

On a, par conséquent,

. J= 4;" S::S—w

< IA,S S |Tog
471'" —t) =

Donc on a, grace a (5.4),
< I . ‘gﬂ g ll (61(9 L())l ’Oll](}
27* J -

1€ 7)
EIIL’ Vn'

Or, lorsque R et 7 tendent vers un, on sait que presque partout
log | y(Rc, 7¢™)| —log | (e, ).

On a donc
S
4ﬂ2‘-ﬁ‘—ﬂ
ce qui prouve que
V S”’ dx dy
J -l - 12 14yt

On voit donc que Vintégrale double (4.3) converge.,  Notre théoréme
est ainsi démontré.

47

log | x(¢, 4)!‘%—//1 1og}9]l

log | (R, 7¢°)|

; ol R< 1
d8dY (o< ¢'<1>

7(Re®, 7¢*)

])m’ An/Q ),-n’ A0

| dOd0 — 17'log R~ 72/logr.

—n'logR—7'logr.
SN0

—log

log | ['(c, )| ' @00 < oo,

log| G(x, »)|
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§3 Autre démonstration du théoréme
extensif de MM. Denjoy-Carleman

6. Supposons, d’abord, quc Tintégrale double

[{j’ ,‘:‘_'m 1 hieZX
6.1 g g log 7{x, B [ou VAT AT ‘“maxm],
(6.1) (e ) [on 7 D=t

converge.  Cette intégrale double converge ou diverge en méme temps

que
(6.2) SwS log 7(x, ») ’h ""il,/ .
1 j,\, y"
En posant {$p(x, 1)} = ! , il est aisé de vi-

10°(1 + 27 (1 + 7)1 (%, »)
rifier que

1" 1 49t i< oo,

et que
N dx dy
6.3 g g logd(x, y)| ——— —— <00,
63 |77 togte 1 o
. . e e * N dx  dy
11 suffit, pour cela, de remarquer que log(x +at) .
, - 1+a® 157

=27'log 2.

Il existe done, grice au théoréme fondamental des deux derniers

. . — 00, 00
nwméros, la fonction Z(x, ) appartenant & la classc Lg(_oo’ oo) non
3
négative et non équivalente & nul, mais nulle dans le domaine sauf que

la partie (ﬁig), et satisfaisant a la relation |G(x, v)| =¢(x, ¥), ol
=

G(x,») est la transformée de Fourier de la fonction Z(x,»). Et, en
plus, on a

S‘m Sw 1]-‘(m+1))(x 1’) (l”\,’ = S IG(&L 1})[ ﬁ:'vm 7;1{771/(771, (’JII(IO, 1, 2, .-.)

7=0,1, 2, ...
S (B, )by

ll
Sl

8 :

I
?
)

x..mll‘.‘n
6.4) = dxdy
( ~o 1051 + 251 +2%) 7 (x, v)
® A
< v dxdy< My,
h 10“) S o G110 ’
ce qui prouve que Z(x,y) € C¥ :2’ gg On voit, ainsi, que la
divergence de lintégrale double (6.3) est nécessaire pour la quasi-

analyticité de la classe C M( gz z), ct donc de C ‘,,((2 ﬁ)

H



Sur la Classe Quasi-analytique de Fonctions de Deux Variables (I1I) 349

, . . m= 2, ...
Or, étant donnée une suite double {17, .} (72_2’ 1, ’ ), telle
=0, 1, 2, ...

que lintégrale double (6.1) converge, il est possible de trouver une

autre { NV, .= M1, ns1} <7ZZS’ i’ i’ ), telle que Yintégrale double
\w ({ —7]’. ,_'"

log 7i{x e A [oil Ti(x, y)=max 22 ]
B X e +x L5 3= max =

converge. Il existe donc une fonction Ax, y) appartenant & la classc
C% ct s’annulant avec toutes ses dérivées en origine (o, 0). Or, cette
fonction est contenue dans notre classe Cy en vertu de

If(m-xun)(x’ J’)l \<\/v’m+nﬂl;n+l.u+1 <ﬁli0, 1, 2, .)

72=0, 1, 2, ..
On voit donc que la divergence de 'intégrale double (6.1) est nécessaire
pour la quasi-analyticité de la classe C.
7. Nous allons maintenant démontrer que la divergence de Iinté-
grale double (6.1) est aussi sufﬁsanto pour la quasi-analyticité de la
classe Ch.

e —00, 00 .
Prenons, d’abord la classe C j‘,( 00, oo) Soit Ax, ) une fone-

tion indéfiniment deuvable partout, non Jdenthuoment nulle, et satis-

. . 7270, 1, 2
faisant aux conditons /*"(o, o)=o< 71—0’ I’ .
Ty 1, &

avons & démontrer est que U'intégrale double (6.1) converge pour toute
classe C% & qui la fonction Ax, v) appartient. Posons, pour cela,

CD (i’,ig)
o= G2
o - (ailleurs),
et soit G(x, ¥) la transformée de Fourier de cette fonction Z(x, y). 11

n'y a pas d'influence de poser 2=1 dans les inégalités :

] o
2 e 372 =0, 1, 2, ...
17 Lo, ) pdway<amazs, Cizorns )
ot —m . y e

7270, 1,

’ ) Le fait que nous

Et T'on a

(7 3 ) J/]/;:-:, 71,>/S
>

log 7(R, 7)<log

o0

!f("""“')(x, J") [ 2([’,1‘[1{1’

oy

L

e mfdrdy=| || Gl ) [y

a0

P

et, par suite,
) 1\)?7".7;21:.
max

mynzo [(© (@ y o o
g j |G, )Py ddly
=By -

P —

max

T T
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(9%}

A . R
<log 3,?%;0 2R 41 21 2\ o
L 116t () () s

I

o~
~]
v
~—
1

Llog ,r,f,‘fff‘o . Jmn&ehan( )qu [{
x ) | “dxd
2r ’J y

2R

1

| G(x, )| Pdxdy

=log m+1 ‘2:+1

S R+ S-r
2

On a, par conséquent, :
m g 7(R, A4R._dr
1

R ,
e (P2RE102r41
<4SS a’R a’/ S S log| G(x, »)|
1 R S Jer

<4Sw dxdy& Sﬁ AR dr

v=1 R
:452 S

< 400S f

ce qui donne la preuve de la convergence dc 1’mtegrale double (6.1).

On voit donc que la divergence de (6.1) est suffisante pour la quasi-
.. of —00, 00
analyticité de la classe C ,f,(___oo: oo')' ’
Prenons, ensuite, une fonction /(x, v) appartenant a la classe Cy
— . = 2, ... . .
(__;’ ), et soit { M, . <7z g L2 > une suite double de quantités
positives telles quo Tintégrale double (6 1) chvex e, Si, en plus, les con-

lotfl G(x, )] ] dxdy.

dxdy

@

log | G(, 7)|

log | G(x, 7)| f 2 dxdy
x(x— 1) Hy—1)
a’x 17’1/

log| G, )| |92 < oo,

W0, 1, 2, ... . .
ditions f**"(§, p)=o0 — o,x ’ ont lieu en un point fixe mais
—_— 3 _’ . -

quelconque (&, '7) dans le domaine; alors on peut affirmer que cette
fonction Alx,v) est identiquement nulle, Autrement dit, nous pouvons
démontrer que la divergence de U'intégrale double (6.1) est certainement
1, 1
suffisante pour la quasmmalytlcltc de la classe CM( I’ 1)'
Supposons, par impossible, que la fonction A, ¥) ne soit pas identi-
quement nulle. 11 est alors possible d’en construire une fonction /(x, »)

1,1

appartenant a la classe C M( > et satisfaisant aux conditions

:X . flcm"‘")(gy ,9):: o

’ .
<o<5<1 5 TR0, T, 2, ...
oLy<1; 7=0,1, 2, ...)"
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£ an
et, ‘en plus, non équivalente & nul dans le domaine partiel (c<x < I).
7<r<1

Soit /x(x, ) une fonction définie de la manidre suivante :

) e<a<n)
f._,(x, ,J'): fl(xyj) ('7<J’< 1>,

o : (ailleurs) ; ;
alors cette fonction fi(x, ¥) satisfait manifestement aux conditions de la
proposition du n” 2. Donc, on peut en construire une fonction /(u, )

—00, 00\ y. o ,
—c0, oo) Drautre part, on a vu plus haut

que la divergence de l'intégrale double (6.1) est suffisante pour la quasi-

analyticité des fonctions de la classe C 7.,(:22’ 2) 1 faut donc qué

la fonction Z{z, ) soit identiquement nulle.  Par conséquent, il faut
que- la fonction fix, y) soit aussi identiquement nulle, ¢’est absurde.

D'ou Ton conchit que la fonction f(x ) est identiquement nulle dans

Loy
le domaine ( 1<y <1>

appartcnant a la classec C ff}\

Notre théorsme extensif est ainsi complétement démontré,

8. I1 est a remarquer ici que la divergence de lintégrale double
(6.1) est aussi suffisante pour la- quasi-analyticité de la classe C%
(—— I, 1

—I,1 ' .
Supposons, en ecffet, par impossible, que ce n'ait pas lieu. 11

I, 1
existe alors une fonction appartenant & cette classe C% "{ I’ 1)’ non

3

identiquement nulle, et s’annulant avec toutes ses dérivws en un point
fixe mais quelconque dans le domaine; ct, en plus, telle que I'intigrale
double (6.1) diverge. Or, on sait, grice aux relations

1]5(7)14—1:)<,v 1/)I /m+7zﬂjm+] it <//1—O, y 2, ...,>’

72=0,1, 2, ...

que cette fonction appartient aussi a la classe CM i’ i) Il faut

donc que cette fonction soit identiquement nulle en vertu du résultat
quon a vu plus haut. Clest absurde.

On voit donc que la divergence de lintégrale double (6.1) est

aussi Ja condition nécessaire et sufﬁsanto pour la quasi-analyticité des

1,1
fonctions de la classe C M< . 1)'
b

§4. FEquivalence de deux classes C¥, C%

9. Nous allons mamtcnant COI]S]C1°1 er avec M. A.[andolb*o‘t‘ le pro-
bléme .suivant ; ’ ‘

I, - S. Mandelbrojt: Remarques sur certaines classes de fonctions (Bull. des sci. math,,
t. 61 (1937), pp. 262-268).
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Quclle cst la condition nicessaire el suffisante pour gque deux

v — 00, 0O 00, 00 . .
y . kS ’ { gy 7 12/
classes CM(_ 0. oo)’ CN( o oo> définies respectivement . par deux

b

M=0, 1, 2, ... )
suites doubles de nombres positlifs { M, npy { Vo, uy ( P ) so1-

720, 1, 2, oae
ent rdentigucs.
1l suffit, évidemment, de trouver la condition telle que

Slx,p) € CN( 2 oo) entraine Ax, ») € C,{,(:i: 2

M=0, 1, 2, ... .
L up (71___0’ I’ N ) étant une suite double de nombres 1éels,
TNy by =y e

on désigne par {uf;j,, n} la plus grande suite convexe dont les termes
sont inféricurs ou égaux & ceux de la suite double donnée {v, .}. Si
Vo n=log AL, ., on posc vi ,=log ./T[m, 2 On définit de méme logz_\—f,,l, e
On peut alors repondre, avec M. Mandelbrojt, au probléme par lc
théoréme suivant ;

R og TwR, 7
Ln posant Ty(R, r)= max——, supposons que lim ~———-N(——)~—
myuz0 2V, _— Rry o \100(/6‘*‘7'

>o. Stlog N,y w=O{(m+ 1)*} [en particulicr silog N, w= O{(m+ 7)*}];

alors la condition nécessaire cf swpfisante powr gue loutc fonction de
00, 0 — 00, 00

st
—00, 00 “

la classe C N(\ apparticnne aussi @ la classe C ﬁk‘,(

que
mint N7 —— » s
(9- 1 ) ’]}l j\fm, w 0( I”}/ﬂ«//;n,, n)'
Pour le démontrer, nous ferons usage des deux propriétés suivantes :

I. En désignant par ¢(u, v) la transformée de Fouricr de la fone-

tion f(x, ) appartcnant & la classe C };( g ZZ) la condition

(9.2) jm Sw | o(er, v) 7oz, az) | *dudo < o0,

X . —00, 00
ott & est une constante positive, est équivalente & f(x, v) € Cf\h}(_ o oo)
2

II. .S7 lim log Y}V———\R’ 7)
Zse {log(R+7)}*

"o ,'i(zu +yr)
(9.3) Sx, v)= S S m—————(/(m’w

—2 Tylu, v)

appartient ¢ la classe sz( gz §>

Passons maintenant a la démonstration de 1.
On a, par hypothese, -

(9.4) S g‘ |, v) | Pdad yzj g S, v) P o™ daedy

(7/7.:0, 1, 2, >
7=0,1, 2, ...)"

>o, la fonction
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. 1 «f —00, 00
On connait d’autre part, en vertu de Ax, v)€ C 2&7(__ o0 oo)’

* 7=
S g !]{Cm +71)<x il)l l?’.l(?”l’ W(m+7l) \:Z . (7//]/ 20, I, 2, .. .>‘
-

72=0,1, 2, e
( ..?/‘ ):m< . ) '
9[’ 21»’

NE=0, 1, 2, ...
- dndo < _ T ,
A2 (mw) 7270, 1, 2, ...
ne, 1

( 7 ):?m( 2 )971
(s G0

ra
m m() nm() 1\ -

Donc on a

-] L]
|70 1etn e
—an) -

d’oti Yon tire

dudo

/LZ Dm+2n <OQ.

=0 n=0 2

Comme on a, d’aprés la définition méme de 7x(R, 7),

/ Y o 2 ) {( 2 )i’m( o )‘.’n o
- < by N2
T O
\ 28 2/@,) \vn,:zs();ﬁ:f) 2/ 2/ 771’7"’
on voit que

o w ¢ P 2
7 ol 4 (&
S S (o, ) 7 N(—-———, )
~ad-n 28 2k

. 1
ce qui donne (9.2) en posant a=-——,

2/
Réciproquement, supposons que Vintégrale double (9.2) soit plus
petite que A< 00), c’est-a-dire,

g:,j | o(er, 0) |? o)) Ldrtd < A (7// 0,1 _)

2 i oy
NZ =0, 1, 2, ..

dudo< o0,

On a alors .
o0 o0 } \,7'2 o
2 a £ =0, 1, 2, ...
olee, v 27[_1127}971[/71077/,\/ MLV, 0 > 1y =y ,
k=3 ) 2. .
JUP, DU gl ) 72=0,1, 2

y Loy v

ce qui donne, grice & (g.4),

»n (o e
. s , =0, 1, 2, ...
S S kf(mw)(x, j’)f‘(ﬂ‘tdj/(/ mn \7;‘ N o » Iy 2 ,
—w)—n 72=0,1,2,...
oll %, est une constantc positive. On voit donc que fAa, v)€ C%
— 00, 00 ar . e
(_ oo oo) Notre proposition I est ainsi démontrée. -
,

Passons maintenant & la démonstration de II.
Tout d’abord, supposons que les quantités *¥.V,, , nc tendent pas
vers linfini avec 72+ 72; alors il existe une suite infinic {Nuy, »;} (/=

1, 2, 3, ...), telle qu'on ait
T

(.”7\"7;/1]-, 'ﬂj) it < /l< OO (]‘: 1, 2,3, .. .),
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et par suite
. R \wezl o \72j .
[N{R’7‘)>(£>ﬁkL>J (j:I,z, 3 ?--);
/l' /,l
il en résulte, pour R, »>p, que

Ty R, r)—>c0 avec 7.

1 N
, olt glu, #) ost la

1N
o, < )—————————/
27 Twlo, v)

transformée de Fourier de la fonction Ax,y). On a donc

-Or, on a, par hypothese,

D, 2

z Cm+w)f e i 2®wY
I/ (’L 1/)2 H’JL(?”V ————d}/dz/

o | 7w, v)|*
2N rd .= 0 2, iee
Lawr N, ( » 2
/ \4/ my N 7/___0’ I, 2’ . )
vyl —00, 00
b " - s{e E]
cc qui prouve que Slx, e C'N\-—oo oo)’
w0 w ])m =l
Su pOSONS, cnsuite, que lim N, =00, Alors 31 SV 1 et
I q ,

MAEN>D ) m==0 p== j\ ey

une fonctlon entidre de R, 7; et 'on a
' r

log 7R, 7)=| 96, 1%
0

ot (&, p&)=m(%, p&)+n(&, p&) [p étant un paramétre] est une fonction
non décroissante (prenant des valeurs entiéres positives) tendant vers
Tinfini avec §. 11 en résultc que

n .
log 7y R, #)—log T¥'x, p)= gl (5, 58) as

R
<g(r. | &

- (I”.
PR, 7 )S e
=¢(R, 7)log(R+7),

et Ton a; par hypothése,

R . logTyR.7)

.5 lim IR >lim =28l o,

(0:5) e REr) T (R
On a aussi, pour tout ¢>1,

7.( 2 @ \3

-] 4] M s T DR

( g dudvo= SS e S Y6 95 E TE dudv
0~ 1 /N(H d) 1 0-J0 7

. @ ~°°¢ o % ”
<4S 3 ¢~ =es( 7 T)a’zzdv;
0 JO B
et comme, grice & (g.3), on a pour e(>0) quelconque et #+v>7. >0

J (——7—5—, z ) > (y - i) {log(n+2)—logg} >(v—e)log(r+7),
g 2 o ,

g
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il suffit de poser log ¢g=-2- pour donner (pour u,7 asscz grands)
2y :

o(log (L, ) > 5= og(u-+2)= (3~ d)ogln +7),
7 q 4
avee 3—0>2 (e étant suffisamment petit). Dot il résulte que

R 1 z v \}
7 —, dudy< oo, .
~alea | Ty(ee,w) T\ g g
Or, —2F— est la transformée de Fourier de la fonction A(x, 7). On
Tyla, v) : :
5:[“007 oo

voit done, grdce a I, que Ax, v)EC ) Notre proposition

, ¥\ —o00, 00
II est ainsi démontrée. h
10. Maintenant nous pouvons démontrer le théoréme énoncé au

n° 9. La condition (g.1) est équivalente & la suivante: il existe unc

constante positive finie ¢ telle qu’on ait, pour |er] > ‘?/"l,
12| >l
Tfae, v) > Talcu, ev).
«f —00, 00

~ Comme on a, par hypothése, Ax, y)€ C ), il cxisté, grace

, M —o00, 0
a I, une constante positive finie a telle qu’on ait

-4 €0
S S | (o, v) T, av) | *dudv < oo,
- * .

-
olt g(u,7) est la transformée de Fourier de la fonction (x,¥). On
a donc

gm gw | e(ot, ©) Tafacue, aco) | *dudo

</e3gw Sw | (22, ©) Ty 0r2e, av) |*dudw

< 00,
oll #; est une constante positive finie. On voit donc, en vertu du
xf —00, 00
A sk s
méme I, qu x .
, que flx, y)€ C”’(——oo, oo)

Réciproguement, supposons que toute fonction Ax, ) de la classc
—00, 00

—oo, oo) Comme on

v —00, 0O . . .
(,3,(___ oo’ oo) appattienne aussi & la classe C §‘,<
b

sait, en vertu de II, que la fonction

o @0 Aientyr)
Aan=|" " =

—ad-n Tyl )

— 00, 00

oo oo) ; on voit, pat hypothése, que cette
2

appartient a la classe C 1‘6(

—00, 00

— o0 oo) On connait d’autre
?

fonction appartient aussi a la classe C 3}(
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! , ott ¢(u, v) est, comme plus haut, la

I

part que o, v) =
27 Tw(oty 2)

transformée de Fourier de la fonction A%, »); et 'on voit, en vertu

de I, qu’il existe une constante positive finie 8 telle qu'on ait
L] 7 - 3
g S M diudo< oo,
Jo Jo Tofae, v

On a, par conséquent,
lim S‘”V“ TylBu, o)

2 yrw Talee, )

ce qui donne, pour %, v assez grands, quc
| 7B, By) |~;<S"+1$ T Lok B, o)

| Zu(x+1,v+1) |\ Tn(a, v)

gu’on peut écrire sous la forme, pour x,y assez grands,
TolBxBy)< Tflx+1, v+ 1)< Tyl 2x, 2v);
Notre théoréme est ainsi démontré,

)

dudv=o,

x v

dudv<1,

z v

autrement dit, on a ’égalité (9.1).
Je suis heureux de pouvoir exprimer mon profond remerciement
au professeur M. Tosizd Matumoto, au Maltre qui a bien voulu lire
mon manuscrit et qui m’a fait queclques remarques trés utiles.



