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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Introduction

　　　　Letノてx，　S・ノ）be　a　dista．nce　of　a　set　E民。．ノて．lf，5’）’isεい二eal　function

which　satlsfies　the　fellowi．n．cr　conditions：　’　・

　　　　（i）　　ノてX，X）瓜O，

　　　　（ii）　　　　ノてx，フノ）＝＝＝＿ノて．コノ，　x）＞o　　　for　　　x＝＃＝ニレ，

　　　　㈲．雁，ッ）≦ノ（廊）＋．尺9，コ’），f・rc・1・yth・・cp・量nts充，，’，，f．

In　the　first　place，　it　is　cleatt．　that　a，ノぢ1／scl　E／ias　a！／（］（2s！oノ〃．カ〃～ビ々わ〃

7θ／i・i？r／i．o彫η〃8　a　dl：∫th・ノlc’（．　q／ノz．

　　　　・1一”or　insta．nce，　a　functi．on　as　follows

　　　　　．・撫・声）仁8　1葱鍔

sE　tisfies　the　conditions　（i），　（ii）　ancl　（iil）．

　　　　Moreover，励6〃adtlgXαノπ6！：rμ廊〃τC・6　ca〃t／（．liSi7e　X／・c　ol／ie〃ノぎ・

X〃nc：c・s．　Whenノα，」・）is・a　distance・£E，　the　fun6ti・1｝s．S・、（久・，の，9，（κ，コ’）

and　g3（Ar，　si　for　example，　arg　distances　of　lt“：　’

　　　　　　　　　　s・t（切｛：零雨）＋ρ　誰；1、

　　　　’　螂の仁lnax［π響），ル偽の］．1駕：；

　　　　　　　　　　　SO3（A：，；y）PU一…aノ〈tX，　Pノ）

where　p　and　a．　are　two　positive　constants　’ancl　xo　is　t　fixed　point　of

E．　Ior，　at　least　one　o£　x＊：・　and；i，＝i＝tt　tal〈es　places　pro　vided　A’4Ji，．

　　　　III　hus　a　set　E　may　have　many　varieties　of　distances．　］N・｛loreover

we　khow　a　noteworthy　theorem　that‘‘aノ裡scX〃laLv　be　a　s（；／i／i’crktご。〃一

li：n7to7ts　z’7na．，ov　o．／a　cc？rtai・’7z・’　ztgolated　set　”，　and　so　it　xvill　be　interesting

to　conSider　the　properties　o£　the　clistance　and　・the　irelations　between

th6　set　ahd　its　distances．　XVe　shall　consider，　a，　s　a　sPecial　case，　tho．

cli．Stances・　of　・the　set　of　all　real　numbers．

　　　　L　　Let　Eま～e　th6　もet　of　a11　real　numbers　and／f（．fv，ア）be　a　function

whicli　defines　a　distance　of　2T．

　　　　XVhen．　xve・consider，　for　exainple，　rectangular　coordinates　of　Eul〈li“
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dean　space　of之転ree　dlme簸sioas，　thO．eqμation　z＝ノてJc？，．ニレ）is　considered

as　an　equation　which　defines　a　1’eal　．surface，　and　every　svrface　of　ehis

1〈ind　has　the　following　properties　：

　　　　（i）　i’1　conXa・z：i・is　llie　s17’a4．f　」／it　／z’・ne　x＝＝：L，，　r“一nt　o，

　　　　（ii）　i’1．齋SL：r’〃〃～6≠フ・！≧7etiZlt．’rcsLPtl　crX〆0！lieカla・ノzaκ諏」γ，　a7～ζ／溶〉○ノ「or

　　　　　　　　　κ‡コ’。

These　fo！low　clirectty　from　the　first　and　the　second　conc！itions　of　the

distance．

　　　　’ix’ow，　if　there　ls　一a　system　of　czlrves　C　｛R　xpt－phc　ne　which　hic　s　the

following　properties　：

　　　　（a）　when　any　point（夙，ノ）まs　given，　there　is　at　least　one　curve　O

　　　　　　　　which　passes　tlitrough．．the　polnt　’　（x，　s．，）

　　　　（b）　f（x，　」，）　is　constant　when　（x，　y）6　C，

we　sha耳call　it　a銀ノsle〃z4／‘07z∫！σノzl　cztr・t7es　witlit　respect　to　the£unctlon

撫，の・・d・・11・ve・y　cu・ve　O・・〃・吻il…t．r”t7e　pass1ng　th…gh（x，　y）・

Of　course，　the　constant　curve　whi．ch　passes　tltrougli　the　points　（．fv，　x）

is　the　straight工ineκ　＝＝．1ノ、　inκ）ノーplane，　and　it　is　suMcient　to　consider

the　cuyves　C　in　the　half　plane　below　the　straig’ht　line　x＝＝y　in　xy－plane．

N・tu・・ny，．it　i…tnecessa・y　th・ピ・f・・cti・1・ル，夕）h・s・n》…

sy＄tem　of　constant　curves，　£or　example，　the　function

　　　　　　　　　　緬）仁二（のois…stant）

has　many　systems　of　constant　curves．
　　　　Exa1雄Ple　I．　　　ノe（x，コノ）＝＝レじ一．アl

The　conskc　nt　curve　which　passes　throu，cr．h・a　point　（x，　．．ry）　is　a　strai，o．’ht

line　L　which　is　parallel　to　the　strai．ght　line　v＝＝s，．

等

Fig．’　i

o

x＝＝2

し

くメ・誓）

趣ち｝奇わ
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　　　　Let　（xt，ノり　be　any　polnt　On

、乙，then　it　may　be　expressed　in

the　forlll　．

　　　　　　　　露ノ凱κ十ど

　　　　　　　　〆瓢夕十．！

　　　　　　（lreal　paramete⇒

andノてんノ，コノ）＝ノてx，コノ）l

　　　　In　vers（ply，　ifノ（Xノ，アノ）．ニゾ（vV，βノ），

x’一ノ’㌶一夕・rx’一ノコ鋼ギ，

and　so，　the　point　（Jvt，　Jyt）　is．re－

spectiv（皐！y　on　the　straight　line
　　　　　　　　　　　　　　タ
parallel　to　the　straight　line　x＝り．’

pass圭ng　rh宰。μgh　t｝1e　point（．T，　S・’）

掌
．
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or　（；y，　x）．　Th．e．　points　（x，　Jy）　and　（y，　x）　are　symmetric　xvith　respect　to

the　straight　line　x＝y．

Examp1…緬’樹κ「ン’＋ρ講；：

xvhere　a．　and　p　are　two　positive　coBsta，　nts．

　　　　This　lunction　also　ddfines　a　distance　o£　．ll，　anct・　the　con＄tant　curve

pa＄sing　through　a　point　（x，　．v）　is　coincident　with　the　case　of　example　i．

　　　　Example　3．’

　　　　　　　　　獅）｛：£　［i’v1，レロま甥：

this　£unction　defines　a　distaikCe　Of　1一”2gt　2

E，　and　the　constant　curve　passing

tlarough　a　point　（x，　」，）　is　shown　in

且9．2，

　　　　Example　4．

蜘）仁1（レ1＋レD＋∂1圭朝

where　a　and　b　are　two　positive

constants．

　　　　This　function　defines　a　dis－

tance　of　Ji’C　and　the　constant　curve

pass2ng　through　a　point　（x，　y）　is

shown　ih　fig．　3・

　　　　II．　TEIEOREM　1．．

　　　　0あ〃μ加sysle7〃Of　s〃α妙〆

／i7zes　C　in　xy－Plane　Pafalle／　lo　lhe　Fig．　r）

．s・〃σゆ〃〃2μ＝あ3＝o．7乃6脇一
gssαnyvαnal　3～6勲鋤z」c・アz♂鋤ア∬

伽渉α膨／ノ珍〃zcllon〆（x，ク）3〃・Ztld

塵ガneα廊伽66‘ゾEa／zal〃齢
llie． W勿粥5ヅ6ク〃げ劾Z∬Oas　zZs
s」ysle’m　of　constanti　czt7’z，es，　aTe　t／ial

　　　・）．♂〃6・・卿66ε訟ノ〈x，ア）・〃・一

1αins伽∫〃8ガψ〃zレz莇瓢．，z＝・o，

α7zぬ否〃〃〃ノzeX・rzZ’τcノ拗〆岬6・t　lo

伽卿アz6準ノα・z回廊・ノ（x，，ッ）〉σ

ノ汐プα〃x幸ク，

　　　2）7v伽zτθ660／ZSi’der己．．伽κε」

卿アze，　lhe　se・・t・bul・f　llie　s・〃：伽6

9＝ノてx，．γ）6π妨・伽㈱ソ51a，7ze　satz’s一

．i2es　llie　fo／lo7．vz－n．cr　ProPerti’es　．’

、
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’　1；ig，　4

the　straight　line　in　the　κアーPlane

which　passes　through　the　poillt（牙，

○）and　is　para雄el　to　the　Straight　line

、乙whose　equation　ls　given　byκ＝ニ

1ノ．　The　intersectlon　of　l乙s　and　the
げ

straight　line　which　passes　thfough

the　poirlt（x，　o）and　is　parallel　to　the

Ll’一一axis，　where　死≦iκ≦i　2影，　is　clea擁y

（　　の5らx一謬）．

一
9

O●

　　　ノfo7・．αノ〃ψozinl（N，0）痂　κε一

Pla．fze　a／l　l／t．e／50i’nls（X，ノてX，　O））

々診OfZ　t／i6～∂Tor6・r　Sl’ale　of　lk662〃’？！・，e

Ck．a’／Ztl々30／l　Xli62tPP6ノ’Si’des　Of

llie　Cll’1・7．．・，crs　．C慧a／i．d　C．：3♪ク’OZノ詑～IC（／

2泥≧∬≧を≧≡O，　τV　／ieノ’e　（rg’ノニ9　1／1　t“

／OCZ・ts　of，！カ6　Pqi＞z／sルβ窪9φ．劾〃e

塵ガノlealのノt／1　（j　e4～ia，IZ’07i　gr／（謬，O）

七砲瑠，・），濁≦κ≦2死，c，2　・i；s　t／tc

£y〃1〃ie／’・r．v　of　c歪7crl’1’！l・1　’esPacX　to

lke　3〃梛μ’．劾Z6ε出ノ（影；O），　C薯’i・IS’

疏6S）ノ〃〃lct・1つかげ礎zewZkク’6砂6〆

　　　　　　　りlO　alk6　X口ακお．．

　　　　Demonstra℃ion．：Let　us　COII一

・i・1・｝・．the鋤P1・n・・．：L・t．ムb・

　　　　　　　　　　　　Fig．5

　　　　’［nversely，　let　f（x，　”i・・）　be　a

of　the　theoreni．．

they　are　E　ll　differdnt　t’rom　each　oth

63　and　pnt　1　＝＆一一一e3＞o，　1’o．＝＆一一63＞o，　13＝6i－g”一．＞o，　then　lt＞t2

一．　nd　ti　＝t2十1

as　x“’ C　．v，　x一一1　for　2t2gtr＞121it；1

S漉eth・fullCti・4　f（x，の“e恥es・dirt・・nce・．，．唱

f（x，o）＝〈．f（x，．x’一x一）十f（x－IN，’o．），　，　’

ノ〈x，κr死）≦ノ（　　　X－X，O）十ノ（x，o），　　　　　　　　画

f（x’一　．T・，　o）　＝〈f（x，　o）　十f（vv，　x　r　．1）．　’　，　’　，

ノ（X，O）≦ノ（N，O）十〆（κ一泥，0），．．　　，．　　tt　．．　’

〆（x，o）≧〆（菊，　o）一ノ（x一露，○），　　　　・　　　　．t．、　　　　　，

ノ（κ，O）≧ノ（X－hi，0）一ンて芳，0）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　ftmction　which　sati．sfie＄　tlie　conditioi｝s

　　　　　ILet　61，　4，，　83　be　the　arbitrciry　’three　real　．　numbers，　but

　　　　　　lnt　t’rom　each　other．　Suppose，　£or・instance，　8t＞．ltth＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2，　’　lz’＞13

・・W・鴫≧1・w・m・y・・…d・・ら礒rρ・・・・・…ly

　　　　　　　　　　　　　　　　　3　and・　t3　＝＝　li　一一一　X2．’　Therefore

ノω≦ノ（ち，O）＋ノ（1、，・），　田．　’

幽）■f（t，，・）一f（t・，・），　　　．．．一∫一
ノ（の≧ノ（1，，o）一ノ〈ち，　o）．　　　　　’　　　　　．‘　　．’

～
．
．
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　　　　．’．　．　ノ（ξ正一一ξ，，O）≦ノてξ2一ξ3，0）十ノてξ正一ξ2，0），

　　　　　　　　　　ノてξ正一ξ3，0）≧ノてξ2一ξ3，0）一ノてξZ一ξ2，0），

　　　　　　　　　　〆（ξ，一ξ3，0）≧ノ〈ξ1一ξ2～0）一ノ（ξ2　一ξ3，0）．

Sillc．eノてξノーξ”，　o）＝ノてξノ，．ξ”），　we　hεしve

　　　　　　　　　　ノ（ξ王，ξ3）≦ノてξ2，ξ3）一トノ（ξ，，ξ，・）

　　　　　　　　　　ノてξ，・，ξ3）≦ノてξ正，ξ2）十プてξ裏，ξ，）

　　　　　　　　　・ノてξ蓋ジξz’）≦ノてξ裏，ξ3）十ノてξ2，ξ3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　！l

We　may　have　the　same　results　when　lf〈　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　also．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ　　　　　　　　　　．、　　　　・．

　　　　Corollaty．　■Lelノて∬，夕）　∂c’a．ノ：1〃IC～ξz汐ノz？¢「〃1ヒ：々　01吻z63　a読：∫∠αノlce’o一／

EαノZ躍伽6盈加吻ノ・e　sysXe171．・ゾ6・ノ・sta7・t　C？・2rz，esτρ伽〃．C・lnci’des，　ZラZ

／he㈱8z廊〃6脚ノ3κ≧・」・≧・；x≧：）・（in　the．鋤Plane），τ瞬〃〃6郷♂6〃

of　c～〃76∫げ砺llieoremノ．■lien　t・lie　36と石垢of　the　s〃faceε鵠〆（x，

のCZtt．のtlie　xε一Plane　3罐願灘tli・eび07罐御名∬・f　tlie　lke’．ore・m・．

　　　　’Example　I．

　　　　Leげ（x，ッ）be　a　functi・n　as　f・11・ws：　　．　．　、

　　　　　　（a）ノ（x，の＝f（s・，x）＝f（x　一．」・，・），

　　　　　　（b）．ラ勉，・）〉・when　x＞・．・iidノて・，・）＝・，

　　　　　　（c）　ノ（x，6）　is　a　concave　function　and筆s　non－decreasing．　This

fula・ti・i・　f（x，　y）4・anes、adi・亡・nce・f　E・

　　　　工．et　us　consider　the’10cusε＝＝ノてx，　o）ia　the　x：一Plane　and　1et莞＞o・

be　an　arbityary　nz／　mber．　The　locus　Ck’or．（鷺1ies　respectlvely　on　the

loxlver　衷de　of　the．　straight　1｛ne　5＝＝プて死，　O）　or　5瓜。，ぞor〆（x，　o）量s　llon－

decreasing．　And　so．any　poillt（2（x，ノ（x，　o））is　on　the　upperξide　of

C葦…and　《：署．　MoreQyer，　siaceノてx，　o）．is　a　concave　iiunctiolllご垂lies　’on

the　upPer．side　of　the　straight　line’Lpassing　tl　rough　the　two　pQii｝ts

Oand　P（hi，〆（第，6））a簸d　the　segnaent　joiningノ）and（21ies　Qn　the　lower

side　of　the　stra｛ght　line　L．

　　　　ExamP韮e　2．
　　　　サ　　　　　ゆ

　　　　It　is　clear　that　the　folloxVin9．　fun6tionノてx，］’）de薮nes　a　distance　of」配．・

）
）
’
饒
b

（
（

．ノ〈x・，y）：ノ（」・，・x）瓢ノ（κ一ノ，・）

ノ（・，・）＝：・

回診乳∵織留
　　　　　　　　　　　（・ii　＝’i，　2，　3，　・・．…　）

　　　　THIEORiEIN・1　L＞．

　　　　Lelノ仇のbe　aノセ．〃Zdt・tilZ・画漉伽螂a　dlsla・nce　of　E　a・・（21．勿Z’e

at　／east　one　s；vste・m　of　co／zslαnl　C・2tr・des　701iidk　COi）2ci’des，擁’加aノ雑」如

7’e．fribn　xko，　」71i｝o，　xl：；y　（in　x．y－plane），　TevZk　Xlie’　sJvstem　of　tlze　c・zdpt”des

，
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・f　lhe　exa〃iple　4・f　1．　Tlien伽催ん伽げ珈躍顔β66ε＝ノてX，の磁

のtlieκεプ伽z6磁“K31rke　c・ア盈劾螂げ砺1々eore〃2ノ：
　　　　Deiinonstration．　1　．et　X・ll：；o　be　an　arl）itrary　numbelr，’　and　．y　be　2　x一’lil！；

x）一：一t：．　LN’i　ow，　iet　us　consicler　the　」tf　y一一plane，　and　let　．L．　be　the　straight

line　which　is　parpendicular　to　the　straight　llne　x　：y　and　passes　through

the　poiエ｝t（x，　o）．　The　intersection　of　Lx　ancl　the　straight　lineξ＝芳

（ξcurrent　coordinate）墨s　clearly（髪，　x一第）．　Since　the　functionノてvY，．1ノ）

defines　a　distance，

　　　　　　　　　π三一ゑ・）≦ノ伐∬一箇）＋ノα，・），

　　　　　　　　　ノ（x，vY一：）≦癖，・）＋ルー芳，・），

　　　’　∫侮・）≦ノてx－x”，・）÷ノ⑫，蜘切。

And　so

for

f（X，・）≧派κ一芳，・）一f（死，・），

〆（x，・）≦ノ（π，・）＋薙イ，・），

！（x，　o）≧撫，・）一fてん一死，・），

π菊，κ一髪）＝〆（x，・）．

　　　　TMEOREM　3．
Gl”ue　z　lhe　syste〃z　of　cz・1．roes　c　fvhicli　coinci（1‘・3磁〃〃6郷ガ67〃‘ゾ60／z一

．slanl　CZtrZdes　ζ～／乙ろ6　6久ブα〃iple　3　②ヂ1二　．7乃8　7zecessa・rγ　and　5・24zク涜：9と！7露

ω7z躍物アz311iat　aク’ea／層加26♂加五κ，夕）∫〃・Ztld　a6fne　a謡z珈ア多ce　Of　E

〃認加乞’拡加脚粥理3！6〃㍑ゾ6π解3as露∫sysle〃l　of　conslanl　CZITrvdC，S，

a7’e暗闘

　　　　（エ）llie　3縦樋6ε・篇〆（x，3・）6・7吻溶lthe爵σ4ψ〃〃z6’x・＝y，ε濡Q，

σ忽Z陛γ〃〃ノ26加≧τe，i’lli　76ψ認t・ガ〃6卿膨X＝；」，σ忽諮・ノ（X，の〉・

for　all　x＊y，

　　　　（2）zσken　we．．　consi’der　llie　xz－Planc，　l／ieぶ66！加‘ゾllie　se〃：fade

9＝ノ（x，のCZttの伽x・・一Plaiie∫ψ珈311ieノ励τσ擁6碗翻加3．・
　　　　　　　　　　ノて」V。・）≦2f（x，，・）

for　o〈　xi〈Jtr2．
　　　　Demonstration．　．，　1．et　us　consider　the　xy－plE　ne．　Since　the　furtction

〆＠ア）defines　a　dlstance，ノ（xl，　・）≦ノ（x，・）七f（x，，　x、）a1ユd　s・〆（x、，・）≦

2f（x2，　o），　for　f（x2，　xi）＝f（x2，　o）．

　　　　Inversely，1etノてx，夕）．be　a．function　which　satisfies　the　conditions

of　the　theorem．　IILet　lt，．　IL｝，　ti3　be　three　arbitravy　numbers．　Suppose，　for

instance，　all　the　three　points　（li，　12．），　（li，　t3）　and　（ti3，　12）　in　xy－plane，　lie

on　the　lower　side　of　the　straighr　line　x＝p，，　and　ti＞o，　t2〈o，　13〈o，

ti十t3＞o，　13十t2〈o　and　1’i十12〈o．

Then　f（li，　13）　＝f（li，　o）

　　　　　　　　　　！（1、，の＝〆（ん／，）＝ノ（一1，，t，）”・f（イ，，．・），

Etncl　li＞o，　一12＞o，　li〈一t2，

書
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t董ユerefore　　ノ♂（tl，　o）≦2し〆て一！2，　0）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig。　6

　．　o　●

　　　　ノ（f．1，13）≦f（13，　1．．）十ノてXi，！2），

　　　　ノ〆て4，　t2）≦ン「（ら〆‘2）一トノノ弓（～程，　～f3），

　　　　ノ（t。ち）≦〆〈4，！，）＋！（！、，！，）．

It　is　clear　that　we　may　obta圭R

the　　sa、11ユe　　result　　irl　　all　　the　　（）tller

cases．

III．　Conclusion

　　　　］’．et　us　again　consider　亡he

relations　between　the　set　a難d　its

clis亡ances．　The　proper亡量es　of　the

function　fi（x，」・）which　defines　a

dista圭ユce　o£　a　s6t　刀，　乙e．　the　　　　　　　・　　　　　　　臨　’

values（heights）ofノぐ（A’，　S・’）depends，　as　we　have　seeR　ill　Ir　for　ihstaDce，

upon　the　propeWies　of　the　set．E　or　rather　upon　the　three　conditiQn呂

。£the　dis七ance．　Therefore　we　t囁ay　say　that　the　properties　ofノてvx’，」’）are

s～⊃arcely　dependent　oぞthe　set　29，εしncl　so　it　will．　be　naturεし1　tQ　think　thεしt

the　functions　which　satisfy　the　threo　condi七ions　and　the．　properties　of　the

set　itself　do　not　essellti包11y　a任ect　cach　other．　And，　w6　think，　the　facts

that　‘‘any　set　has　εしt　leas乞　Qhe　distallce，，εしnd　‘‘any　set　may　be　a

sch1｛cht　continuous　image　of　a　ccrtain　iso圭ated　set，，，　con§rm　this　state－

mentl　We　have　a　rathαstrallge　impression　of　tlle蚕act　that　the　me乞ric

spaces　have　lrRE　RY　colllmoR　propert呈es　with　that　of　Euklidean　Space，

bu．t　do　Hot　the　characters　of　the　nユetr｛c　space　E　follow　from　the　pro一
　コ

pe1：ties　of　the　set　E　or　rather　from　the　properties　of　the　real　function

ノ（x，タノ）which　defines　its　distance就6．　the　three　conditions　of　the　dis一．

tance　P　　Theirefore，、ve　think，　it　、vj工1　be　necessary　to　iR亡rocluce　certain

conditions，　for　instanco，　conditions　wi出respect　to　the　ope魚tions　of

ehe　distance　or　a　certain　condition圭ike　the　cQngruent　transformations

ln　order　tha尤　乞he　properties　of　t募e　set　itself　and　its　distance　shou1（i

a鉦ect　each　otherL
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