
Sur I'URicit6 des Solutions d'un Syst6me
   d'EquatioRs diff6rentielles ordinaires

               Par Hirosi Okamura

                 (Reg'ti le 8 Juillet !g4o)

    Nous allons exposer une th6orle iLouvelle sur l'a]l"re des solutions
d'un systbme cl'6quat'totis diffe'rentielles orclinaires et nous appliquerons

cela a de.montrer tme condltion n6cessaire et suffiisa,nte pour. I'unicit6

d'une courbe soiution issue d'tm point donn6, condit!on analogue a celle

que nous avons trouv6e autrofois at propos d'une seule 6quationi et que
nous n'avons pas pu ge'n6raliser depuis tL un systeme d'6qucn.tions. ]1.cft

m6thode de raisonnements est extrC}meinent plu$ clirecte qu'au iM6moire
pr6c6dent, tancti•s que pour le cas particulier cl'tme seule 6quation la

condltion actuelle est naoins forte que 1'autre, ce ciue nous signalerons
finalernent.

          I. Cas d'un systeme d'e'quations dlff6rentielles
               d6finies par une famille de courbes.

    CollLmellc,.olks i),3r ull cas silllple 11t3ais illIportal:it otl se lln.111{feste

visiblement notre id6e fondamentale.
    Soit 9 une famiile de courbes, telles que cliacune d'elle$ est d6finie

par un syst6me d'6quations de la forme
                    .J)ti=.lli(X) (l'=I, 2, ..., n),

oti ],,(x) sont des foiictions coRtinues r6elle$ de x, ainsi'que leurs d6riv6es

premi6res, pour p.<...-x:Si, et que toutes ces courbes sont situ6e$ dans
un ensemble de points (x, .i,i, ..., s,,,) bome et ierme', .Zl, de fagon qtie pttr

cliaque point de E il passe une seule courbe cle la i'amille 9. .I'.es
diyections de ces •courbes d6fiB{ssent un systeme d'6quations diff6rentieiles

               dys                   nm (Oe<X, .lfi, ..., j!?,) (l' =I. 2, ..., 77) •it
               rd.x'
        'dans E. 2Vozts sziLPPoserons ale .Plzts que ces fonctions (oi (i= i, -7,..., n)

sont continues clctns rZl. '
    Conceynant ces 6quations d;,ffe'rentielles nozzs 6tudierons la'dis-

k-ibution des points de I)ec-tno, ce qLii' revient 2 ckercher cles cotirbes

qui sont en totis leurs points tangen#es aux cour"bes de ltt famille 2S?

   !. Okamura, ces r-VIemoirs, A 17 (ig34), p. 3ig [Correctien, A 19 <rg36), p• 26g.1••



 226 Hirosi Okamura
 mais 6tranghres Et 9.i IPour cela. il nous f:-ut une notion fondankeiitale

 jouissEtnt d'un r61e princlpal, que nous exposeron$ dans la suite, avant
 d'6noncer le re'sultat.

     Convenons d'abord de d6signer pEr C(P) la courbe cle la famille
 .9 qui passe par le point f).
     Soient .iO et Q deux points quelconque's cle Zl, P 6tant sur 1'hyper--

 plan A=6, 0. sur t:==6', oin nous supposerons que 6.<..6'. Iivisonsle
 $egmeRt [6, 6'] en v parties par des points 6k tels que
                       g==6,s-4,!:::l...-<-8,=:6r,,

 Prenons im point ek de 'E tel que x==8k, et d6signons par A+i le polnt
 oix la courbe C(ek) coupe l'1iyperplan x=6L.+i(le=o, i, •••,v-i). Posons

             s== p, Q, + f?, e, + ••• + f?, e, (p, -- /j, Q, == e)

 oft /)k(.k est la longuer euclid'ienne clu segment l)kek. ?oiir deux
 points donne's 2[]' et Q, on pei}e choislr d'une infinit6 de manie.res le

 nombre de divlslon v, les points de division #t, ...,4v".i et les points

 (?k cle E tels que Jv =4k. NTous d6signerons par D(P, (2) la borRe ln-
 f6rieure cle telle somme S. poss{ble et jious poserons, par d6finition,
• D(I), Q)==D(e, P).L'

     ]'.ic fonction D(l), 0.) 6tant introcluite, nous avons le th6or6me sul--

 vant qui ache.ve notre recherche potu' le cas acttie,l: •
     Ro'ecr azte deztx Poi'nts /) el 0, ae E se t'rozt"dent sitr zvne m.cr'•ma

 cozDrbe sol'uti'on arzt s),sti.'nee cles e'aztatlo7zs tl42fire're7zti.'e'lles, i'l faztl el z'l

 sitLfi'zZ eue l'on atZ

                           D(p, e)=o.
     En effet, cette condition est n6cessevire pckrce que, si une courbe
 soltttion cles 6quatlons difii6rentielles, C, passe par cleux points /' et

 e pour lesqtiels x=g et e' avec 6,<...8', alors, en formant la somme S
                                                   lt au moyen des points ek pris s"y C tels que x =e+                                                     (g'-6) (/e=o,
                                                   v
      ' i, ...,v-i), la somine kS' tend vers o avec i , en vertu de la continvtit6

                                        v
...des (oi, et par suite D(l', (?)=o.

   r. I.a possibilit6 (le 1'existence d'tme telle courbe se montre par }'exemple simple <nx9 :

 ]a droit'e jixo peur la fEtrnil}e cles couxbes --ww<Jv+c>3 d6pendant d'un parainbtre c, qtii d6finis-
 sent 1'6quatien cliffCyeiitielle S3i ==:3J,g'l.

   En outye, nos raisonneinents subsisteront de nieA'ine si la diinension cle E est inferietire .t'i

 n-}-!; c'est, par exeinple, une telle circonstang.e qu} arrive, au cas •nxx2, avee ltt l"aniille cle

 gt'snet'atetirs (S)) cl'une surface d6veloppable (Zi'), dont 1'arete de rebroussen?ent est le ]ieti des

 points de I'eano.

   2. Lorsque g==Z", D(P, e) signifie la distance des deux points P et e.
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      R6clproquement, supposons que D(P, e)=o ott Pest tm point de
 E sur 1'hyperplan xrm-S, .0. sur x= 6', et e<e'.i A.lors on a une suite

 de valeurs de .S, S(P)(p==i,2,...), tendant vers o avec i,oikt .S(V')==

                                                      /1
  vp
 =2)`k")eÅíY'), les .x' des po{nts PÅí.P) et e(sY) 6tant 4kpa)(e=:gte"),<,..e(ipt)-<hl•••;:si

 ktmo
 g"",Yu')=6'). D6-finissons les fonctions

                      .ri== pteY)(X) (Z' :I, •••, 7z)

 pour {?i;:ix$(F', telles que ce syst6me repr(5sente la coube C(<?1.P>) pour

 gn.").<..x< g>,Y4)i(1)=o, i, ..., v.-i) (x>6) et qu'il donne les points l' et e

 pour x =g et 6t. Ces fonctions sont discontimres pour x=:gkpa) au plus
 et Rous d6signerons par a5•ge)(x) la somnie des discont{nuit6s cle YS-pt)(x)

 pour [g, x] cle sorte que les diffe'rences YS•Y')(Jv)-crS,-")(v) soltt continues

 petir g,<,.,.xgliig' et que nous avoits 6videmment

                           l aS• P')(Jc) I .<,.,s(p•).

                                       ' On a d'ailleurs, pour 8,<...x,<...6',

     yg,y•)(x)-.s.ge)( tf) = J?F:•p)(g)-aSp)`(O+Sf(o,[t, IiSy')(rf), ..., y(,,y')(t)]dt`

 [Par cons6quent la suite des fonctions IE>Si")(x)---aSV')(x) est 6galement

 coneinue, donc d'aprbs le th6orbme d'Ascoil et Arzela or} peut en ex-
 traire une suite zmiform6ment convergente, et 1'on .a, comme 1-imites
 des e'galit6s pr6c6dentes, '
                Y,(x) : IE.;(8)+Si (ti,tt, X(l), •••, JI,(l)]nt ;

 car aS•pa)(x) tendent vers o uniform6ment. Ainsi nous avons une courbe
 solution k=: Yt(x) des 6quatlons -di'ffe'rentielles passant par les points

 Pet Q. C. a. f. d.     De ce th6orbme il s'ensuit que Poz•tr e2te le s],sXi'77ie des e'42tali'ons

 all7/i'ren.ti'elles .y'ipm-(tii n'ait Pa•s ale Points de Pt.a•no, 2.Z fa•ztl etf 2'l s2iLfib'l

 a2fe l'e'a2t•atiofz D(P, e)=o entraz"ne azie !es Po?;nls Pet e se Xro?rde7zt

 sz•er 7t•ne me"77ie courbe ale 9.

     ID'apres cette proposition on prouvera faciiexnent le fait stzivant:
 Si la famg'lle ale coidrbes 9 est alonne'e par les e'az(ati'ons

. • <Z)i(X,JYi, ••-,.J,,,)=Ci (i=i, ..•, TZ)
 oit Ci sont PaptameYilres et oi't les fonctz'ons (Pi "de'nvae7zt Za condi'li'on de

 Li)scliltg Par mPPort t)• Oti, .••,s,,,), a•lors z'l n'exz'sle Pas de PoiUils de

 Rea.fzo et la fami'lle 9 e'"uzlse to2tXes les solitfzbns de ses de2tagibns
 (l(.'ff. Z?'7'entz'elA•es .ty'i=:(tii.

    i. Le cas g==q' est trivial puisgu'alors D<P, e) =o exige que le point P col'ncicle tl e.
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    I.e i'6stiltat donn6 par A'I, vEm I<ainpent relatif a' un syst6ine
clynainique e$t zm cas particul'ler de cet 6nonc6.

               H. Cas des 'equations differentielles
                        donn6es a priori.

    Consid6rons m.aintenant un systdme cl'6quations diffe'rentielles

                 QC3'i ..f,( v, .li,, ..., p,,,) (z'r-i, •••, 7z),

                 dvx'
oLh nous supposerons que les fo•ncti'ons ft sonl co7zti'nucs dans un
ense77cble (le ?6oi'nls (sr,.yL, •••,.y.) bof'ize' et .fe7wie', 7r, lel e'ite la ?6ro7'ec-

li'on de Fs?t7' l'axe des .v esil' ?vn se.crment.2 .
' Soient /' et (? deux points quelconques de 77, tels que .x"-wwe et S'
et que gfi6'. Divisons le segtnent [e,e'] en v parties de mani{>re que
                      g == g, !::li&l:ii . . . g:ie, = e'.

Prenons un point ek de F sur 1'hyperplan x=:8k et menons ttne droite
passant pi.r Qk et ayant les coef{lcients angulaires donnds par les
valeurs de fi au point 0.kt, qui coupe 1'hyperplan x=6k-+i en un polnt

.Pi,+i (le=o, i,.t.,v-i). IPosons '
           a=Jp,o,+p,e,+•••+l?,e, (f?,=1), Q,==e).
Pour cleux points donn6s .P et e, consld6rons touees les valeurs possibles

d'une telle somme A et prenons la plus 'petite cles liinites cle d, en
faisant tendre ve'rs o la valeur max"imum c{es diff6rences 6k-6k..i(le-rm

i,...,y).3 Cette 1;nnite ese, au cas particulier otSt fi=coi et -E=-Z.7, identi-

que ii D(P, <?) pr6c6deiinment C!6finie, ce c]u'on peLit voir facrLlorinent.

xeLinsi no"s avons ge'n6ralis6 la Rotlori D(2, (?) et nous conserverons la

mame notation D(l), e) poru' le cas actuel. Posons encore. par
d6finltion, D(P, e)=D(e, P).
    Alors, comme au cas pr6c6clent, par un raisonnement l6g6rement
plus compliqu6, seulement en remplacant des segments ekPk+i au lieu

   i. Amer. J. rlath. 59 (rg37), p• i4t".
   2. 0n peut supposer qu'ti pkis forte raison, 1'ensemble 2;' soit d'un seul tenant.

   3. Potir ol)tenir effectivement cette limlte, on proc6clera comme il sait: Oii forme A pour

v fixe, compatible ttvec la condition

  - ak-l.k-1ts"E <le=:o, I, ...,v-I),
E etant un nombre positif; alors A est une fonction contintxe de <':i, ..., }v..i, (?o, •.•, (?v-.i) et

atteint son minimnm ASe). Ce minimum clecroit en me'me temps que ÅÄ et l'on pose

                           A(E)==]imAS!)•
                               V->coCette limite A(e) au.crmente ei son tour si 1'on fait tenclreEvers o et elle tend vers la limite

que notis avons cherch6e. •

'
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des arcs C((?k), nous avons le th6or6ine suivant, plus g{Sn6rcal qu'au
para.qraphe pr6c6dent :

     2Po2cr a2te les aleux Poz'nts .P el e ale .Fse l•rou"(7ent s2tr 2i7ze meA•n2e

co2pTbe solitti'on cles e'auatzbns alqll7ic'renlz'elles .y.' =fi, z'l faztt et z'l s2(fi'zZ

e2te l'on aiZ
                        • D(p.a)=o.
    De plus, cette fonction D(P, e) possede, d'capr6s sa d6finltion,
quelques propr!6t6s remarquables, qui nous seront utiles dans le para-
graphe sLiivant. Par exemple, on a les in6galit6s, faciles Et ve'rifier,
pour trois points de F, P, e et R de coordonne'es (e, rpr, •••, v,,), (g', vi',

•••
,V'?i.) et (e",71i",••.,rp,,") Oft gl;IEetEEii6't,

                   D(•P, 1?)giD(P, Q)+D( 0H , R),
     D( P, e) ggiD(P, le) -l- .Zl 2'1(6" - e') + 1/(Tl,'t - v,')L' + • . • N- (v." - v,/)2,

     D( e, .Z?) i$D( P, 7?) + or(8' - e) + -i/(rp,, - rp,)U' + . . . + (v,J - v,,)2,

!ll 6tant la borne sup6rigure de i/.7L';+f;+...+f,? dac ns -F. Ii en r6sulte

la continuit6 de la fonction D(1:]l, 0) par rapport 2L deux points .P et Q

int6rieurs de F, ou sous certaines r6serves, ENi la frontiere de F. II
est 2t remarquer, cependant, que D(l', e) n'est pas toujours finie ii
moins que F ne soit assez r6gulier.

                     IJI. Th6oreme dknicit6.

    Nous arrivons mainteltant ci la derni6re 6tape dLL Me'moire pour

c16montrer le th6oreme cl'unicite' sziivant: '
    -S'7t)Posofzs g2te, dans les de2•tatibns aliMic'f'efzti'elles

                 dy` = :fi(X, Yt, •••, Y.) (l' == I, ..., 71),

                 de
les foncti'o72s fi sont cofztin2ies aans le alo77zaz'ne

                G: og:six.<.,,a, Lpti1,<.,.b (i=i,...,n),
et e2de l'on ai't

           fi(x, o, ..., o) =o Po2tr o,<,,...yE:ia (i=:I,...,n).

Alors poztr eite la solzuttlon des e'a2talions z'ss2te ale l'orlglne (o,o, ...,

o), 0, soi't zdni'azie, ilfa?tl et z'l s2ta7)Z azt•'i'l exz'ste ztnefonclz'o7z conti'nue

dtzns G, g(x,yi,...,],,,), lelle 4zte

                   g(x, o, •••, o) =o Pour ogEx.<..a,

mai' s gp(x,.7,i, •••,Jy.)>o .?6oitr l.vil -l- bt2l+•••-F b,,,i =i=o,

"dgr7Jfianl t?Ia.ns G la condZion de -Lz)sche'lg Par ra.Pport tSv (.J,i,•••,p,,,),

c'es"d)-alz're azte, ff e'lant 2tne conslange,
I{p(x, .J,i, •••, .Jf,,)-g)(st',, y-i, •••, :-y,,)1 =`-2/f(I.fyi-,i]r1+•••+l.y,•-J-v,il),

pozcr deu v' Poi7zts 4uelconq2tes de G, (x,.oti,•••,pt,,) el (x,y-!,•••, .er1,),

el a2te, Po2tf lo?tt Point (x,],i, •.•,s,,,) inte'rie?tr ale G, on ait



H, 3o Hirosi Okanzura
                                             '       lim i {sp [.fr + t, .yi + lfi(x, ],i, • • • , .v,,), • • • , s'7t -inv lfei(X, .3'i } • • • , )',,)]

        t"o l
                        --' 9P(JV, Pll, •.,, Pl,,)} l:$ O.

    Si, en efl;et, la solution est unique, en posant

            g(x,y,,•.•,.f,,,)=D(0, P,), •P. : (x,p,,,...,y,,),

la fonction sp satlsfait E't ces conditioBs; car, au cas actuel, P(0, P)

est une fonctlon continue de .P, non n6gative, s'annulant exclusivemcnt
sur la coui'be solution issue de 0, c'est•-EL-dire 1'axe des sc, et ve'rifiant

1'in6galit6, pour deux points l' et e sur un m6me liyperplan perpen-
diculaire iL 1'axe des x,

                lD(0, P)-D(0, e)l {:;iD(R 0.)=:mp,
et la Åíonction D(0, P) ne peut pas croftre avec x sur une courbe solu-
tion des 6q"ations diff6rentielles parce que, si l'i at f'2 sont det}x points

sur une m6me courbe solution, 1)2 iL droite Cle .Pt, on a

          D(0, l),>.<.,,,D(0, P,)+D(.P,, P,) oft D(P,, P,)=o.

    Inversement, s'il existe zme telle fonction g, on a, avec une solu-
tion issue de 0, yi=:s,i(x) (z'==i,...,n), une fonctiolt de x, g[x,
.ri(x), •••,'s,.(x)], qul s'annule pour x==o et dont les Rombres d6riv6s ne

sont jalnais positifs, e,t par suite cette fonction ne peut pas Ctre positive ;

cela entralne que
         p,i(x)==o pour oww-<x{EiEa (i=i,.t•,n). C. 4. f. al.

    Si l'on a

      IL(x,.ati,•••,s,,,)IE;:ILi/.i,,O'+...+y,"s (z'= i,...,n), L: consl`e.

on v6rifiera 1'6nonc6 dt} th6or6me pr6c6dent en posant
              ' 9(X,]'!, ...,,%i) =(.3,i2 -l- ...+J,,2,)e-2'tix.

C'est le cas oydinaire cle la condition de Lipschitz.
    Reirnai`quons onfin cl'apr6s le liVI6iir}oire ante'rieur de 1'auteur (loc.

cit.) que, pour le cas d'une seule 6quatiok, on peut ciisposer la Åíonc-

tion g ti poss6der ses d6riv6es pa'rtielles dil premier ordre continues ;

on a, en effet, le th6orJ'me suivant:
    Soi•'l une e'q2ta•ti'on dz.fif'i"reizti'elle

                           iiee 7f(x,,,),

oip f(x,y) "st 2tne foncti'on conlz'n2ve da•ns Ze domaine D [o5x=<a,
oifip,.<...b], lelle 4ue f(x,o) =o Poztr o{ISx.<,.a. Si la solutz'on zleszte ale

l'ori' ..i)ze (o, o) esl ztni'qz{e, il exdste ztne fonclz'on g(x,p,) co7zti'n?te dans

D, a•lfzsi' azie ses dg'rzt`.,e'e,s g'.(x,.o,) "t g'y(x,.3,), telle eue

                      g(x,o)=o, gty(x,o) :e

}
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Mai3 g',.( V', si) >o, g'.(x, .:,) + g',(x, .r) f(x, .1 ,) <o Po 2tr ,y >o.i

I.a r6ciproque est d6j2t 6vidente.

    L'existence d'une telle fonction g(x,.s,), d6pourvue setilen3ent des
d6riv6es partielles attx points de l'axe cles x, a 6t6 le rCsultat aikt6rieur.

Pour combler cette lacune, on n'a, si les coRditions n'6taient pas
re.alis6es, qu'2t preiidre une autre fonctiolt W[g(x,s,)] au lieii de g, Åë(6")

6taat une fonction continue, ainsi que sa d6riv6e, pottr 2-->o, telle que

                    (P(O)=:O, ip'(2)>O POM' 2>O

et

               (Pt(:' ) == 0( maxa git. I , gty) ) pour g--> + o.

                         Omar

    Pour un systeme d'6q"ations diff6rentielles nous ne poiivons pas
encore 6tablir un r6sultat analogue.2

                     .
   r. On peut ajouter, de plus, la conclition que la fonction

                               rptx( V, 1')
                         ' rpty(X, lt)
soit continue dans D et 6gale tt o sur 1'axe cles x. C'est par le Thboreme r et ]e Lemme
du 12V!emoire cit6 de 1'auteur.

   2. AJete ay'etite'e d la correct7'on des g'Preuwes.-Apre's la commtmication cle ce Me-
moire ft Ia redaction, je sttis parvenu t't cemp16ter le thbore'me d'zmicite ati de.but du bg :I! en

d6montrant 1'existeRce cle Ia fonction ?(x,J,i, ...,.yn> <}mi :o selon que lj,i I+......-Fljin ill-lro>

doue'e des de'rive'es f)remic;res continides gll. , eat7?i , ..., eavl,, clans G <la frontie're i'2b-

el?te) sat7'sfatsant di l'i'ne'.crali'te'

             aP(X,Ys,."',-""> +tt/, a?(X'jo'.'r',''''j"') f,, <x,y,,...,jt.>:-iio.

Il'Qur cela, il suffit de remplacer seulement la fonction g obteiitie (laus le texte par sa mo-

yenne inte.qrale convenablement prise. J'ai l'intention de pousser ces manieres de raisoniie-
nients, dans tui arti.cle prochain, sar un probleine li6 concernant 1'tinicit6 en tout point initia!'

clu clomaine de (lbl']nition d'un syste,me diff6yentiel.


