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1. 序論

与えられた実数 $\alpha$ に対してその単純連分数展開 $[a0;a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{n}, \ldots]$ は

$\alpha=a_{0}$ % $\theta_{0}$ , $a_{0}=\lfloor$9$\rfloor’$.

$1/\theta_{n-1}=a_{n}+\theta_{n}$ , $a_{n}=\lfloor$fl$n-1\rfloor$ $(n21)$ .

というアルゴリズムにより一意に与えられる. ここで、 部分商列 $a_{0},$ $a_{1},$ $a_{2},$ $\ldots,$ $a_{n},$ . . $1$
の規

則性を見つけることは本質的であるが, 一方与えられた部分商列をもつような連分数がどんな
実数に対応するのかという逆方向の問題も, よりいつそう難しいが面白い問題である.

部分商列 $a_{0},$ $a_{1},$ $a_{2},$ $\ldots,$ $a_{n},$ $\ldots$ が有限であれば, 対応する実数は有理数になり, その復元

も容易である. 無限列の場合でもよく知られているのは、 $\alpha$ が二次無理数, すなわち二次方
程式の実根であるような無理数のときまたそのときに限り: $\alpha$ が循環単純連分数に展開され
るという事実である. 二次無理数の詳細な場合については今でもいろいろな研究がなされて
いる. しかし, 二次無理数以外の無理数については、その連分数展開の規則性が知られて

$\mathrm{A}\backslash$ る

ものはそんなに多くない.

Hurwitz の連分数はその中でも比較的規則性が体系化されている. すなわち

$[a_{0;}a_{1}, \ldots, a_{n}, Q_{1}(k), \ldots, Q_{p}(k)]_{k=1}^{\infty}$

$=[a0; a_{1}, \ldots, a_{n}, Q_{1}(1), \ldots, Q_{p}(1), Q_{1}(2), \ldots, Q_{p}(2), Q_{1}(3), \ldots, Q_{p}(3), \ldots]$

という形の連分数で、 $a_{0}$ が整数, $a_{1},$ $\ldots,$ $a_{n}$ が正整数, $Q_{1},$
$\ldots,$

$Q$p が有理係数多項式で

$k=1,2$ , . . . で正整数となり少なくとも一つは定数ではないものである.

$e=[2;1,2,1,1,4,1,1,6,1, . . .]$ $=[2;\overline{1}, 2k, 1]_{k=1}^{\infty}$ ,

$\tanh 1=\frac{e^{2}-1}{e^{2}+1}=[0;1,3,5,7, \ldots]=[0;\overline{2k-1}]_{k=1}^{\infty}$

$\tan 1=[1;1,1,3,1,5,1, \ldots]=[1;2k-1,1]_{k=1}^{\infty}$

などがこのタイプに該当するよく知られた例である. とは言え, 多項式の次数が 2以上であるよ
うな Hurwitz連分数の実例は全く知られておらす, 次数が 1の場合も上記に代表される 3つの型,
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$[$0; $\overline{ua^{k}}]_{k=1}^{\infty}=\frac{\sum_{s_{-}^{-0}}^{\infty}u^{-2s-1}a^{-(s+1)^{2}}\prod_{i_{-}^{-}1}^{s}(a^{2i}-1)^{-1}}{\sum_{s=0}^{\infty}u^{-2s}a^{-s^{2}}\prod_{i=1}^{s}(a^{2i}-1)^{-1}}$ ,

$[$0; ua–l, $\overline{1,ua^{k+1}-2}]_{k=1}^{\infty}=\frac{\sum_{s_{-}^{-0}}^{\infty}(-1)^{s}u^{-2s-1}a^{-(s+1)^{2}}\prod_{\mathrm{i}_{-}^{-}1}^{\mathit{8}}(a^{2i}-1)^{-1}}{\sum_{s=0}^{\infty}(-1)^{s}u^{-2s}a^{-s^{2}}\prod_{i=1}^{s}(a^{2i}-1)^{-1}}$ ,

$[$0; $\overline{ua^{k},va^{k}}]_{k=1}^{\infty}=\frac{\sum_{s_{-}^{-0}}^{\infty}u^{-s-1}v^{-s}a^{-(s+1)(s+2)/2}\prod_{i_{-}^{-}1}^{s}(a^{i}-1)^{-1}}{\sum_{s=0}^{\infty}u^{-s}v^{-s}a^{-s(s+1)/2}\prod_{i=1}^{s}(a^{i}-1)^{-1}}$ ,

[0; ua–l, 1, va–2, $\overline{1,ua^{k+1}-2,1,va^{k+1}-}$2]j$=1$

$= \frac{\sum_{s_{-}^{-0}}^{\infty}(-1)^{s}u^{-s-1}v^{-s}a^{-(s+1)(s+2)/2}\prod_{i_{-}^{-}1}^{s}(a^{\dot{l}}-1)^{-1}}{\sum_{s=0}^{\infty}(-1)^{s}u^{-s}v^{-s}a^{-s(s+1)/2}\prod_{i=1}^{s}(a^{i}-1)^{-1}}$

である. Tasoev 連分数は特殊であるようだが, その性質は Hurwitz 連分数によく似ている.

例えば, 部分商列が幾何級数となるような連分数

$[0; a, ar, ar^{2}, . . . , ar^{n}, \ldots]=\frac{\sum_{s=0}^{\infty}a^{-2s-1}r^{-s^{2}}\prod_{i=1}^{s}(r^{2\dot{\mathrm{z}}}-1)^{-1}}{\sum_{s=0}^{\infty}a^{-2s}r^{-s^{2}+2s}\prod_{i=1}^{s}(r^{2\dot{\iota}}-1)^{-1}}$

は Tasoev 連分数に属し, 部分商列が算術級数となるような連分数

[0; $a,$ $a+d,$ $a+2d,$ . . . , $a+n$d, . . $.$ ] $= \frac{I_{a/d(\frac{2}{d})}}{I_{(a/d)-1}(\frac{2}{d})}$ ,

は Hurwitz 連分数に属する. Tasoev 連分数は指数的であり, Hurwitz 連分数は多項式的で.
ある

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

と言うことも出来る.

このような性質をふまえ, [3]で tanh型と tan型に属する Hurwitz 連分数を次のように一般化し
た. すなわち,

$[0; uc, v(c+d), u(c+2d), v(c+3d), u(c+4d), v(c+5d), ...]$

$= \frac{\sum_{s=0}^{\infty}(s!u^{s+1}(vd)^{s}\prod_{i=0}^{s}(c+id))^{-1}}{\sum_{s=0}^{\infty}(s!(uvd)^{s}\prod_{i=0}^{s-1}(c+id))^{-1}}$

及び

[0; uc-l, 1, $v(c+$ d)–2, 1, $u(c+2d)-2,1,$ $v(c+3d)-2,1,$ $\ldots$ ]

$= \frac{\sum_{s=0}^{\infty}(-1)^{s}(s!u^{s+1}(vd)^{s}\prod_{i=0}^{s}(c+id))^{-1}}{\sum_{s=0}^{\infty}(-1)^{s}(s!(uvd)^{s}\prod_{i=0}^{s-1}(c+id))^{-1}}$ ,
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である. e型の一般化はその時点までは出来なかったが, 今回, 周期 3の擬似周期的連分数で 1 が
2 つおきにあらわれるタイプについてその一般化が或功した. 今まで知られている e型の連分数

$e^{1/a}=[0;\overline{a(2k-1)-1,1},1]_{k=1}^{\infty}$ $(a\geq 2)$ ,
$ae1/a=[a+1;\overline{2a-1,2k,1}]_{k=1}^{\infty}$ $(a\geq 1)/\cdot$

$\frac{1}{a}e1/a=[0;a-1,2a, \overline{1,2k^{\wedge},2a-1}]_{k=1}^{\infty}$ $(a\geq 2)$

(例えば, [5], Theorem 2 を見よ.) はこの一般形から簡単に導かれる.

類似の方法により, e型の Hurwitz 連分数に対応する Tasoev 連分数も導かれる.

2. 主結呆

最初に, 周期 3の擬似周期連分数で 1 が 2 つおきにあらわれる e型 Hurwitz 連分数を考える.
tanh型 Hurwitz 連分数は周期 1で, tan型 Hurwitz 連分数は周期 2で 1が 1つおきにあらわれる
ことに注意しておきたい.

$u,$ $a,$ $b$ を有理数とし $k=1,2$ , . . . に対して $u(a+bk)$ が 2以上の正整数を取るものとする.
$v>1$ を整数とする.

定理 1.

$[0; \overline{u(a+bk)-1,1}, v-1]_{k=1}^{\infty}$

$= \frac{\sum_{n_{-}^{-0}}^{\infty}u^{-2n-1}v^{-2n}b^{-n}(n!)^{-1}\prod_{\nu-1}^{n+1}-(a+b\nu)^{-1}}{\sum_{n=0}^{\infty}b^{-n}(n!)^{-1}((uv)^{-2n}\prod_{\nu=1}^{n}(a+b\nu)^{-1}-(uv)^{-2n-1}\prod_{\nu=1}^{n+1}(a+b\nu)^{-1})}$

.

定理 2.

$[$0; $\overline{v-1,1,u(a+bk)-1}]_{k=1}^{\infty}$

$\sum_{n=0}^{\infty}b^{-n}(n!)^{-1}(u^{-2n}v^{-2n-1}\prod_{\nu=1}^{n}(a+b\nu)^{-1}+u^{-2n-1}v^{-2n-2}\prod_{\nu=1}^{n+1}(a+b\nu)^{-1})$

$\sum_{n=0}^{\infty}(uv)-2nb-n(n!)^{-1}\prod_{\nu=1}^{n}(a+b\nu)^{-1}$

次に, 定理 1 と定理 2に対応する Tasoev 連分数についての結果は次のようになる. 性質が似
ているので類似の方法で求められ得る.
$u$ を有理数, $a>1$ を整数とし $ua$ が整数になるものとする.

定理 3.

$[0; \overline{ua^{k}-1,1}, v-1]_{k=1}^{\infty}$

$= \frac{\sum_{n=0}^{\infty}u^{-2n-1}v^{-2n}a^{-(n+1)^{2}}\prod_{\nu_{-1}^{-}}^{n}(a^{2\nu}-1)^{-1}}{\sum_{n=0}^{\infty}((uv)^{-2n}a^{-n^{2}}-(uv)^{-2n-1}a^{-(n+1)^{2}})\prod_{\nu=1}^{n}(a^{2\nu}-1)^{-1}}$ .
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定理 4.

$[$0; $\overline{v-1,1,ua^{k}-1}]_{k=1}^{\infty}$

$=. \frac{\sum_{n=0}^{\infty}(u^{-2n-2n-1^{\mathrm{o}}}va^{-n^{\sim}}+u^{-2n-1}v^{-2n-2}a^{-(n+1)^{2}})\prod_{\nu=1}^{n}(a^{2\nu}-1)^{-1}}{\sum_{n=0}^{\infty}(uv)^{-2n}a^{-n^{2}}\prod_{\nu=1}^{n}(a^{2\nu}-1)^{-1}}$

3. 諸定理の証明

諸定理の証明において, 次の一般連分数と単純連分数との変換公式が役に立つ.

補助定理.

1
$=[0;a_{1}’-1,1, a_{2}’-1, a_{3}’-1,1, a_{4}’-1,1, a_{5}’-1,1, a_{6}’-1, \ldots]$

1
$a_{1}’-$

1
$a_{2}’+$

$a_{3}’- \frac{1}{a_{4}’+}\ldots$

証明. [1], (2.3.23) $(\mathrm{p}. 35)$ にあるような一般連分数と単純連分数との変換公式をます最初に
適当する. すなわち,

$b_{1}^{*}$

$a_{0}^{*}+$ $=[a_{0}; a_{1}, a_{2}, \ldots]$

$b_{2}^{*}$

$a_{1}^{*}+$

$b_{3}^{*}$

$a_{2}^{*}+$

$a_{3}^{*}+ \frac{b_{4}^{*}}{a_{4}^{*}+}$

. .

ここで $a_{0}=a_{0}^{*},$ $a_{1}=a_{1}^{*}/b_{1}^{*}$ ,

$a_{2k}= \frac{b_{2k-1}^{*}b_{2k-3}^{*}\cdots b_{1}^{*}}{b_{2k}^{*}b_{2k-2}^{*}\cdots b_{2}^{*}}a_{2k:}^{*}$ $a_{2k+1}= \frac{b_{2k}^{*}b_{2k-2}^{*}\cdots b_{2}^{*}}{b_{2k+1}^{*}b_{2k-1}^{*}1\cdot\cdot b_{1}^{*}}a_{2k+1}^{*}$

.
$(k=1,2, \ldots)$

$’\lambda\backslash \#’arrow,$ [6], Section 6 にあるような負の部分商を正に変換する公式 $[\ldots , a, -b, \gamma]=$

[ $\ldots$ , a–l, 1, $b-1,$ $-\gamma$] を繰り返し適用する. すると与式の左辺は

$[0; a_{1}’, -a_{2}’, -a_{3}’, a_{4}’, a_{5}’, -a_{6}’, -a_{7}’, . . .]$

$=[0;a_{1}’-1,1, a_{2}’-1, a_{3}’, -a_{4}’, -a_{5}’, a_{6}’, a_{7}’., . . .]$

$=[0; a_{1}’-1,1, a_{2}’-1, a_{3}’-1,1, a_{4}’-1,1, a_{5}’, -a_{6}’, -a_{7}’, . ..]=$ . .
$=[0;a_{1}’-1,1, a_{2}’-1, a_{3}’- 1, 1, \mathrm{a}4-1, 1, a_{5}’ - 1, 1, a_{6}’-1, \ldots]_{1}$

口

ここでは代表として定理 1 だけを証明することにする.
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定理 1 の証明. $f_{k}$ (z) を

$f_{k}(z)=c_{k,0}+c_{k,1}z+c_{k,2}z^{2}+$ $\cdot$ . $= \sum_{n=0}^{\infty}c_{k,n}z^{n}$ $(k=0,1,2, \ldots)$

で定義されるべき級数とする. ここで係数 $c_{k,n}$ は $z$ と独立である. これが漸化関係式

$f_{2k}(z)=u(a+b(k+1))f_{2k+1}(z)-zf_{2k+2}(z)$ ,

$f_{2k+1}(z)=vf_{2k+2}(z)+zf_{2k+3}(z)$

を $k=0,1$ , $2,$
$\ldots$ においてみたすものとする. すると上の補助定理と

$\frac{f_{0}(z)}{f_{1}(z)}=u(a+b)-\frac{z}{f_{1}(z)}=u(a+b)-\frac{z}{z}$
ゎ $+\overline{z}$

$\overline{f_{2}(z)}$ $u(a+2b)-.-.$.

という変形により

$\frac{f_{1}(1)}{f_{0}(1)}=$ [$0;u(a+b)-1,1,$ $v-1,$ $u(a+2b)-1,1,$ $v-$ j. . .]

が求める連分数展開となる. あとは $f_{k}$ (z) の一般形がわかればよい.
$z^{n}$ $(n=0,1,2, . . )$の係数を比較することにより, $k=0,1$ , $2,$

$\ldots$ に対して

(1) $c_{2k,0}=u(a+b(k+1))c_{2k+1,0}$ ,
(2) $c_{2k+1,0}=v$C2k$+2,0$

及び

$(3)$ $c_{2k,n}=u(a+$ b($k+$ 1) $)c_{2k+1,n}-$ C2k$+2,n-1$ $(n\geq 1)$ ,
$(4)$ $c_{2k+1,n}=vc_{2k+2,n}+$ $c2k+$3,n-\sim $(n\geq 1)$

を得る. (1) と (2) から

$c_{0,0}=u$
k

$v$
k-1 $\prod_{\nu=1}^{k}(a+b\nu)\cdot c_{2k-1,0}$

$=u$k $v^{k} \prod_{\nu=1}^{k}(a+b\nu)\cdot c_{2k,0}$

となる. $c_{0,0}=1$ とおいても一般性を失わない. というのは, $c_{0,0}$ は $f_{1}(1)/f_{0}$ (1) の形におい
て結局は約分されてしまうからである. よって,

$c_{2k,0}=u^{-}kv^{-k} \prod_{\nu=1}^{k}(a+b\nu)^{-1}$ ,

$c_{2k+1,0}=u^{-}k-1v^{-k} \prod_{\nu=1}^{k+1}(a+b\nu)^{-1}$
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(3) と (4) から

$k$ $k$ $i$

$c_{0,n}=u$
k

$v^{k} \prod_{\nu=1}(a+b\nu)\cdot c_{2k,n}.+\sum_{i=1}u^{i}v^{i-1}\prod_{\nu=1}(a+b\nu)\cdot c_{2i+1,n-1}$

$- \sum^{k}u^{i-}1$
$v$
i-1 $i-1 \prod(a+b\nu)\cdot c_{2i,n-1}$

$i=1$ $\nu=$ l

を $\mathrm{f}_{\nabla}^{\mathrm{E}}$ る.

一般に, 帰納法により

$c_{2k,2n}=u^{-k-2n}v^{-k-2n}b^{-n}(n!)^{-1} \prod_{\nu=1}^{k+n}($。$+b\nu)^{-1}$ ,

$c_{2k+1,2n}=u^{-}k-2n-1-vk-2nb-n$(n!)-1 $\prod_{\nu=1}^{k+n+1}(a+b\nu)_{:}^{-1}$

$k+n+1$

$c_{2k,2n+1}=-u^{-}k-2n-1-k-v2n-\mathrm{I}b-n(n!)^{-1}$ $\prod$ $(a+b\nu)_{:}^{-1}$

$\nu=$ I

$c_{2k+1,2n+1}=0$

が証明出来る. これらの関係式で $k=0$ とおくと

$c_{0,2n}=u^{-}2n-v2nb-n$ (n $!$ ) $-1 \prod_{\nu=1}^{n}(a+b\nu)^{-1}$ ,

$c_{1,2n}=u^{-}2n-1v^{-2n}b-n$ (n $!$ ) $-1 \prod_{\nu=1}^{n+1}(a+b\nu)^{-1}$ ,

$c_{0,2n+1}=-u-2n-1v^{-}2n-1b-n$ (n $!$ ) $-1 \prod_{\nu=1}^{n+1}(a+b\nu)^{-1}$ ,

$c_{1,2n+1}=0$ .

以上より,

$[$0; $\overline{u(a+bk)-1,1,v-1}]_{k=1}^{\infty}=\frac{f_{1}(1)}{f_{0}(1)}=\frac{\sum_{n=0}^{\infty}c_{1,n}}{\sum_{n=0}^{\infty}c_{0,n}}$

$= \frac{\sum_{n_{-}^{-0}}^{\infty}u^{-2n-1}v^{-2n}b^{-n}(n!)^{-1}\prod_{\nu_{-}^{-1}}^{n+1}(a+b\nu)^{-1}}{\sum_{n=0}^{\infty}b^{-n}(n!)^{-1}((uv)^{-2n}\prod_{\nu=1}^{n}(a+b\nu)^{-1}-(uv)^{-2n-1}\prod_{\nu=1}^{n+1}(a+b\nu)^{-1})}$

口

定理 2 以下の証明は省略するが, 定理 2 では

$f_{2k}(z)=vf_{2k+1}(z)-zf_{2k+2}(z)$ ,
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$f_{2k+1}(z)=u((a+b(k+1))f_{2k+2}+\sim 7f_{2k+3}$

をみたすようなべき級数を、定理 3 では

$f_{\underline{\mathrm{o}}k}(z)=ua^{k+1}f_{2k+1}(z)-zf_{2k+2}(z)$ ,

$f_{2k+1}(z)=vf_{-k+2},(z)+zf_{2k+3}(z)$

をみたすようなべき級数を、定理 4 では

$f_{2k}(z)=vf_{2k+1}(z)-zf_{2k+2}(z)$ ,

$f_{2k+1}(z)=uak+1f_{2k+2}(z)+zf_{2k+3}(z)$

をみたすようなべき級数を考えればよい.

4. 諸例

例 1. 定理 1で $a=-1,$ $b$ =2, $v=2$ とおくと,

$[$0; $\overline{u(2k-1)-1,1,1}]_{k=1}^{\infty}$

$= \frac{\sum_{n_{-}^{-}0}^{\infty}u^{-2n-1}2^{-2n}2^{-n}(n!)^{-1}\prod_{\nu_{-}^{-}1}^{n+1}(2\nu-1)^{-1}}{\sum_{n=0}^{\infty}2^{-n}(n!)^{-1}((2u)^{-2n}\prod_{\nu=1}^{n}(2\nu-1)^{-1}-(2u)^{-2n-1}\prod_{\nu=1}^{n+1}(2\nu-1)^{-1})}$

$= \frac{2\sum_{n=0}^{\infty}(2u)^{-2n-1}((2n+1)!)-1}{\sum_{n=0}^{\infty}((2u)^{-2n}((2n)!)-1-(2u)^{-2n-1}((2n+1)!)-1)}$

$= \frac{e^{1/(2u)}-e^{-1/(2u)}}{e^{-1/(2u)}}=e$ l/u–1.

定理 1で $a=1,$ $b$ =2, $u=1,$ $v$ =2a とおくと,

$[0\cdot, 2k, 1,2a-1]_{k=1}^{\infty}$.

$= \frac{\sum_{n=0}^{\infty}(2a)^{-2n}((2n+1)!)^{-1}(2n+3)^{-1}}{\sum_{n=0}^{\infty}((2a)^{-2n}((2n+1)!)^{-1}-(2a)^{-2n-1}((2n+1)!)^{-1}(2n+3)^{-1})}$

.

これ上り

$[a+1;2a-1, \overline{2,1,2a-1}]_{k=1}^{\infty}=\frac{\sum_{n=0}^{\infty}(\frac{a(2a+1)}{(2a)^{2n}(2n+1)!}++)(2a(2n+1!(2n+3)a}{\sum_{n=0(_{(2a)(2n+1)!(2a}+(2n+1)!(2n+3)}^{\infty}2a-11n+)}$

$- \sum_{n=0}^{\infty}(\frac{2a+1}{(2a)^{2n}(2n+1)!}+\frac{1}{(2a)^{2n+1}(2n+1)!(2n+3)}$)
$=(2a+1)+ \sum_{n=1}^{\infty}(\frac{1}{(2a)^{2n-1}(2n)!}+\frac{1}{(2a)^{2n}(2n+1)!})$

$=2a \sum_{n=1}^{\infty}(\frac{1}{(2a)^{2n}(2n)!}+\frac{1}{(2a)^{2n+1}(2n+1)!})=2ae^{1/(2a)}$
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また

$\sum_{n=0}^{\infty}(\frac{2a-1}{(2a)^{2n}(2n+1)!}+\frac{1}{(2a)^{2n+1}(2n+1)!(2n+3)})$

$=2a \sum_{n=1}^{\infty}(\frac{1}{(2a)^{2n}(2n)!}-\frac{1}{(2a)^{2n+1}(2n+1)!})=2ae^{-1/(a)}\underline{9}$

であるから,
$[a+1; \overline{2a-1,2k,1}]_{k=1}^{\infty}=\frac{a\cdot 2ae^{1/(2a)}}{2ae^{-1/(2a)}}=ae^{1/a}$

を得る.

例 3. ([5], Theorem 2(10) 参照)

定理 2で $a=1,$ $b$ =2, $u=1,$ $v$ =2a とおくと,

$[0; 2a-1,1,2k]_{k=1}^{\infty}$

$= \frac{\sum_{n=0}^{\infty}((2a)^{-2n-1}((2n+1)!)^{-1}-(2a)^{-2n-2}((2n+1)!)^{-1}(2n+3)^{-1})}{\sum_{n=0}^{\infty}(2a)^{-2n}((2n+1)!)^{-1}}$

これより

$[0; a-1,2a, \overline{1,2k,2a-1}]_{k=1}^{\infty}=\frac{\sum_{=0}^{\infty}((2a)+1(2n+1)!2a)++(2n+1)!(2n+3)2a11)}{\sum_{n=0}^{\infty}(\frac{a(2a_{1}-1)}{(2a)+(2n+1)!}+a)(2a)(2n+1)!(2n+3)}$

$= \frac{e^{1/(2a)}}{ae^{-1/(2a)}}=\frac{1}{a}$ el/。

例 4. 定理 3で $a=3,$ $u$ =2, $v=1$ とおくと,

$\frac{\sum_{n=0}^{\infty}2^{-4n-1}3^{-(n+1)^{\sim}}’\prod_{\nu_{-}^{-1}}^{n}(9^{\nu}-1)^{-1}}{\sum_{n=0}^{\infty}(4^{-2n}3^{-n^{2}}-4^{-2n-1}3^{-(n+1)^{2}})\prod_{\nu=1}^{n}(9^{\nu}-1)^{-1}}$

$=[0;2\cdot 3-1,1,1,2\cdot 3^{2}-1,1,1,2\cdot 3^{3}-1,1,1,2\cdot 3^{4}.-1,1,1,2\cdot 3^{5}-1, \ldots]$

$=[0;5,1,1,17,1,1,53,1,1,161,1,1,485,1,1,1457, 1, 1, 4373, 1, 1, 13121, 1, 1, . . .]$ .

例 5. 定理 4で $a=2,$ $u$ =3, $v=5$ とおくと,

$\sum_{n=0}^{\infty}$ ( $3^{-2\overline{n}}5^{-2n-1}2^{-n^{2}}+3-2n-15-2n-$ 22-(n$+1)2$ ) $\prod_{\nu=1}^{n}(4^{\nu}-1)^{-1}$

$\sum_{n=0}^{\infty}15^{-2n}2^{-n^{2}}\prod_{\nu=}^{n}1$ $(4^{\nu}-1)^{-1}$

$=[0;4,1,3\cdot 2-1,4,1,3\cdot 2^{2}-1,4,1,3\cdot 2^{3}-1,4,1,3\cdot 2^{4}-1,4,1,3\cdot 2^{5}.-1, \ldots]$

$=[0;4,1,5,41,11,4,1,23,4,1,47,4,1,95,4,1,191,4,1,383,4,1,767,4,1\}’\ldots]$ .



23

5. 特殊な例

以下はいずれも, 閉じた形が知られていないが無限和表現は可能な連分数の例である.

$[0; 1^{2},2^{2},3^{2},4^{2}, \ldots]=[0;\overline{k^{2}}]_{k=1}^{\infty}$

$1+ \frac{1}{36}(1-\frac{1}{144}+\frac{17}{259200}-\frac{149}{233280000}+\frac{257063}{41150592000000}-\cdots)$

$——1+ \frac{1}{4}$ 十 $\frac{1}{36}(1-\frac{1}{144}+\frac{17}{259200}-\frac{149}{233280000}+\frac{257063}{41150592000000}----\cdots)$

.

$(\begin{array}{l}n2\end{array})$ を二項係数で $(\begin{array}{l}02\end{array})=(\begin{array}{l}12\end{array})=0$ とすると,

$[$0; $q$ , $q^{(_{2}^{\iota})},$

$q$ , $q$ , $q$ , $\ldots$
$]$

$=[0;q(\begin{array}{l}k-12\end{array})]_{k=1}^{\infty}$

$1+q^{-1}-q$$-5+q$$-5(q-4+q-\mathrm{g})-q^{-5}$($q$
-4$(q^{-4}+q -9)+q^{-9}(q-4+q -9+q-1\mathrm{q})+\cdots$

$2+q^{-1}-q^{-5}+q^{-5}(q^{-4}+q^{-}\mathfrak{h}-q^{-5}Q^{-4}(q^{-4}+q^{-9})+q^{-90^{-4}+q^{-9}+q^{-1}\mathrm{O}+}\cdots$

$\{F_{n}\}_{n}$ を Fibonacci 数とすると,

$[0; F_{0}, F_{1}, F_{2}, F_{3}, . . .]$ $=[0;1,1,2,3,5,8,13, \ldots]$

$\frac{1+\frac{1}{2}(1-\frac{1}{6}+\frac{7}{180}-\frac{101}{10800}+\frac{19009}{8424000}-\frac{25053317}{45995040000}+\frac{561357912257}{4269259612800000}-\cdots)}{2+\frac{1}{2}(1-\frac{1}{6}+\frac{7}{180}-\frac{101}{10800}+\frac{19009}{8424000}-\frac{25053317}{45995040000}+\frac{561357912257}{4269259612800000}-\cdots)}$

$w_{n}=\lfloor(n+1)\alpha\rfloor-\lfloor n\alpha\rfloor+10(n=1,2, \ldots)$ , ただし $\alpha=(1+\sqrt{5})/2$ , とすると

$[0; w_{1}, w_{2},w_{3},\ldots]=[0;12,11,12,12,11,12,11,12,12,11,12,12,\ldots]=$

$\frac{1}{12}$.
$(1+ \frac{1}{1132,2(}(1-\frac{1}{1144,4}\dotplus-+-+1+\frac{}{13}2-\frac{}{14}+\frac{\frac{23}{22809623}}{228096}-\frac{\frac{673}{361304064673}}{361304064}+\frac{\frac{22247}{57230563737622247}}{572305637376}-\frac{\frac{791761}{906532129603584791761}}{906532129603584}+\cdot\cdot..)))$
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