
Ueber die Einteilung de$ Simplexes

   Von Toshiz6 Matsumoto

(Einsregangen am 3ten, September, Ig4o)

    E"s is'c .g.rut g"esa/..rt dass ein Simplex in l<leine'ren Slmplexen von

Durchmesse'r ininde'r als e;tne ge.ffebene poskive ZEhl deren zvLrei nur
einer Seite (Fli-lche, Kante oder Ecl<e) benachbart werclen l<Onnen
zerle.o+en ltts: t.i Da wlr init hoheren Raunken handeln. besser ist es
analytisch angeben. In dieser NTotc wollen wir, ein Aert sk:nplizl.ale'r

7.erlegung analyzLisch angeben, wobei die 1<leine/re Slmplexen h6chstens

halbierten Durchmesset-n haben. XViderholt iinan diese Verfahren, so
gelangt er an kleineren Simp]exen von Du'rchmesse'i'n kleiner als e2ne

gegebene positive 7.ahl.
    Im folgenden schreiben wir nur einen Buchstaben (x) an StQlle
der rechtwlnl<ligeii Koordinaten (xt,Jt,,, ......,fv,,) des n-diinensionalen

EtddfdischeR Raumes. Ein Simplex Z,1, hat 7i+i Eck'en. Seien sie
iPi(xt), R..(x2), •....., l).+i(x"+i). Da diese Koordinaten linear unabhangig

(mit positiven Koefi}cienten) sind, lasst sich ein boliebiger Punkt (e)

cles T,, folgendermassen clarstellen :
          Ci'iii!R,xi + R2x2 -F . . . . . . + ,l,,.i v't'i,

             Ri+?`2+•••••••••+?,,.i =I, (I)
             Ri, R2, ••••••, Rn >- O•

    Verschwinden nicht aile R, so bedeutet (i). clen inneyen Ptml<t' des

Simpl•exes. XVenn aber mindestens ein2 verschwlnclet, so i$t (i) eiR
i'unl<t der Seite (die Begt'eltzung de:r I'uRktinenge T,,) welÅëhe selbst

a"ch ein Simplex von hOchstens n--i Dimensionen ist.
    Sei z. B, R.+i==o, dann ist die IiVfenge dey IPunl<te:
          ai!i lixi + l.2xa+ ......+ l.x"',

              IL+ l2+.."'.+ ln == I, (2)
              lb l2, •.'•.' , ln >/O

ist ein (n-i)--dimensionales SiiiRplex S.-.i mit l)i,P2,••••••,l'. als

Ecl<punl<ten. Es i$t lelcht beweisbar, dass die Men..o'e der gesammten
Punkte auf den St'recl<en, welche einen beliebigen Punl<t von (2) mit
deiin Ptml<t P,,+!(x7'"i) verbindet, mir deiit} gegebenen Simplex T,, iclentlsch

ist. So nennen wir l),,+i deri ScheiZelPe-mlet "nd S,,.-i das {ST2-t•ndsthiaplex,

wobei T. eine /'yramide darsteilt.

i. Z. B, S. Stok'low, Legons sur les principe topologigue (x938> p. ig.
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    Bezeichnet mal} den A,Iittelpunl<t der I<lante PiPJ• init PiJ(vjj) i,1'=:

i,2,•}••••, n+i. IDann e'rglbt s'ich:

         RijmaiPj,, xij.,,xii.. X`+Xj, (3)
                               2
Nun aus T,, schnelden wkr die Siinpl.exe

          lt,: .P,P,iP,,)••••••P,, ,.-IP,, ,.1••••••l-),, ,,.1, (4)

             i=:I, 2, ...... , 7Z+I.

Den restblelbenden K6rper nennen wir fr,,. der ein l<onvexer I<6rper
unseres Raumes ist. So haben wir

          T,, =/f,,+t3,+t,-",+......+t;:+i. (s)
Nun wollen wir beweisen, dass die I<Loordlnaten der IPtmkte von .Z/SrT.
sind
         x=' li2fvt2 =Y li3xi3 + . . . . . . + l,,, .+isc", 't+i

            ot.+1          =:'"EYIIwxV'j, (6)
            itL; i'
            l12+ li3+ ......+d'ai, n+1 = Ii

            l12, l13, ......, l,,,,,+1/>o;

zunatchst aber bedeutet If,, die Menge der durch (6) gegebene Punl<te
x. Seien z. B. v die Koordlnaten der l)unkten von t,,!, so hat man
         ?7 = iUixt + thxt2+ . . . . . . + lct.+lxl, "+i,

            Ltl+?U2+''''''+12n+1 =I, (7)
            ltl, th, ''.''' , /ttn+1 >/ O.

Die Werte (3) elngesetzt, habeii wir
          7=: JVi + i (ietixt+?tt2.x2+......JEt,,+!x'i+i),

             77    '
         xur i (li2+li3+...•••+li,.+i)xia"ch
             2
            + I (lm+les+......+l2,7t+i)XL'

               2
            +••---•---•----
            + I (l7t",1+ln+1,2+......+let+1,7))fv7t+1)

               :
                                 li, j == lj, i.

tvIan denke den Punl<t (i):
         g' = : ,lixi -F R2x2 + . . . . . . + Jl..i.rv't"i.

    I. Wenn Ri> i , so geh6rt ff zum t,i,. So k6nnen w2r annehmen:
                 :
         Rt-ww I+11{ , ,l2= /12 ,......, R."=: Ft"+1 .

               7OP

                                                    .
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Da #i>o, R2, ......,2..i< i,
                             2
hat man oÅ~< k, •••••• , ptna< i,

und I+pti+''''''+iCt7i+1 ,.,I;
                  2
folglich pt!+pt2+••••••+Pii+i=i•
Noch der Ptinkt kann nicht zu /e,, geh6reR, denn wenn aiiclers

           I (lm+ll3+t-••..-f-ll,n+1)> I .

           9)sein mtlsste, was unm6glich ist.

    II. NVenn Rt = i,so geh6rt g sowie dem l3, auch dem I<7,, an.
                  2
In diesem It"al!e l<6nnen wlr setzen:

          ieti=:o, 22=: tLt2 , .......,it.+i.= /ln+1 ;

                    22
fol glich ptt+ pt2+ ••••••+ At+i=: i•

So hahen wir
         zx= Xi + l (At2x2+....••+?a.+i v"+i)

             -7 2
                                xl + x7L+1               xi+x2            :itt2 +''''''+11n+1
                 pp           = : Lt2Jvi2 + iet3xt3 + . . . . . . -i- let.+isci, "+i,

so bilcleia diese I)unl<te das (n-i)-dimesionale Simplex U;,-i mit den

Ecl<punl<ten .tPi2, Pi3, ••••t+ , Pi,,,+i. IDas ist das Crtundsimplex der Pyra-

miden 4!, mit 2! als seinen Scheitelprail<t.

    Nunmehr zeigen wir, dass diese Punl<te 6 auch zu A',, geh6yen.
FUr das genUgt es nur so nehmen dass
         R2=:li2, R3 = li3, ...... ,•Jln+i "li,7i+i

                    z' 'und

Dafin

Daher haben
Grtmdsmplex

    li,j = o, z'tJ'L- 2, ...... .n+i.

6 = i xi+R2x2-t-......-l-R,,+ix"+i

   2
 .= I (lt2+ li3+ ......+ lt, ,,.1) vt

    7 ••   -
   -- i tas,ifF+......+ i li,.i,ist7't'i

     2 .7. =: li2 vi2 + li3xi3 + . . . . . . + li, n+ixi} "i+i

=x.
  clas Simp.lex l,i, tmcl cler konvexe

  Uok .cremeik
I<orper K,, 11 Ul' den
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                                '
    II.T. "Jenn 2,i,< i (z'=i,2,...,fz),so geh6rt8zuniKbilperK,allein.

                    2
F"r 6 =x, habeR wir die Åíolgenden simultanen Gleichungen zu l6sen :
           l-m+ li3+ • •- ••• + lki+i =" 22i,

           lat -F lts+ •••-'• + l2, x+i = 2R2,
                                                       (8)
            -------ti--+----i--------+--l----
           l7}+i, 1 + 2{'n-t• 1, L' + ' ' ' ' ' ' -i- l7i --1, ?t : 2Rn+i

wo 2,!+22+.....•+2. :i,
              '1i, ,?L2, •t•••', Rn>-0,

               ll2 -F l13+ ...... -i- l?,, ,,+1= I,

              ox<li,fflj,ix<i` ' •
    Zzmachst sei 7i-nd2; so haben xvir clie folgenden (}leSckungen zu

               li2+ll3 :2Rb          (
           l2t +l2 :2?,2,
           l3t+l32 =22L3
wo lij -- lji, Rt -v 2L, + R:i == i,

           2,. R2, R,< 1 .

                     2
    XVk' 1<6nnen annehnaen, dEiss
    • 7,,>/A,,>R,3.
So li,at iriian

          l13 - l.-,3 = : 2 (,?,t - R2) ,

I)ahe.r l".L-4it=:=2(7L2-2L3)•
          li :i : lu + 2(2`t pm )I L})•

Anclererseits

          l12=: - l23 + 222.

Da li2 -}- li3+ lz,3 wh- r,

hat inan l.L3+2Ri=i.
Daher l23 =i nv -72ti.

Iiolglich li2=i--72L3,

          l!3 :l-2R2.

IMan bemerl<e, dass
          o<lm, lt3, l•2<i,

      ?.und deren Srunme gleich i ist.
    INTun betrachten xvir di6 Gleichungen (8) in Il-Iinsickt auf die nia-

theinatische Inclul<tion.

    -SiVir !<o"nnen so annehiiRen, dass

          Rx>/2,2>/••••••!>R,,".
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Jetzt denken wir das System der Gleichungen
               lm wwF lt3 nvlm - • • • • • + lin=: 2Zt - li, ot+i,

            l2i+ Zza3+''''''+l2n :2R2-l2,,i+b

            ------Ft-}-----t---t-------I-----i--                                      ,
            l,,1+ l,,g + •t•••• + l,,, ,i.1== 22n- l7,, ?,+1.

WO l?i+1,1+l,i+1,2+''''''+ln-t-!,n =:2Rn+1;

abei` clie l noch nicht bestiirnmt slnd. Da

            2R{-li,rmoi+mmi t 2R2-lg,7t+i +......+ 2

               77
               = I -2?i+1 nv R,t+1= I - 2Rn+1 >O•

Sch2'eiben wlr

          Rt .rnd=: -" ai nv li, nÅÄi

            ' 2(I-2Rn+i)' ''
                             l,.1==I, 2, ... , n.          It••tiie lti , .
                I --- 2k,,+1

So haben wir das folgende System zu 16sen:
                l12t -l- lt3t + ...... + lhJ: : 2Rtt,

           l2tt+ l23t+••••••+Zent ur 2R2t,

            ------------!------t--------i-)
           leilt -l' lft2t+ ••••••+ l7"i..1 :2R,tt.

Um clie mathema".ische Inclul<tion zu anxvenclen,
unsere. Beclingun..cr. ' erÅígllen, nttmlich :

          o<. Ait< i , i :i, 2, ... ,n
                   2
xvo 2L!+2,l+......+,l.t :i.

IFur dass 2,/= 2Rr-li,"+i < i,
               2(I pt 22u+1) 2
hat man 2Rt - li, x+i< i '-" 2R,,+i,

cder

kt; " lt,, ei+!

(9)

2

sollen

(l O)

Rtt, J?,L,t,

249

Gleicherweise

Es ist
ist :

leicht sichtbay,

          i,l1 -l- ,?,,,+1 -

          :

          I?`2 + R,, .1 -

          2

---tl-It-------

          IRn + 2,n+1 -

          2
   dass ÅíUr

 l.1, ,,+1< I .

        2
 ZL,, ,l +1< I ,

        2

--t------------

 R,,,,,+1< I .

         2
n>3, dle folgeRde

......
, Rn'

(II)

URg]eichung richtig
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          R2+Rn+i< I.
                   2
          22"i-,a,,a.i>/ i ,Ware
                   2
dann ist Rz+h,.i/> i.
                   2
Diese Ungleicl}ungen addiert erhalten wir

          Ri + R2 + 22n+1 /> I •

Oder i-(Z3+•••+2.")+2R,,+i>/i.
A fortiorl i - (n + i -- 2)R,t+i + 22,t+i >/ i .

O(ler 4R.+i >/ (n + i)Rn+i•

Die ist daher richtig wenn n>3, wenn nur 2,,+i>o. Ware
aber dann ist nattlrlich die lBehauptung richtig.
                                i    Nun n>3, wtire Rt+R.+i> , dann slnd die Ungleichungen
             .7(H) be wenn man folgenderlnassen annimmt:

    Behauptung
    R,,ÅÄ1 :o,

        fttr

      friedig't,

          [illii::M=' il'i".i' :i,,,,,.! :o.

    Untersuchen wir cien IFall wo 7z =3.

           2,+2,> I ,
                  2
           7,2+,al!> I .

                  2
Dann ist Ri+R2+224>i•
Folglich Ri+2L2+?L3+?g>i,

welche unmOglich ist. D.kher h6chstetis

           Rl+,?,4= I ,

                  2
           R2+2{= I,
                  2
           R,+2,< i;
                  2oder
           21+R4/> I,
                  2
           12+Rs< I,
                  2
           R,+,a,< I .
                  2

W2tre

haben

z. IP).

XVil'

(l 2)
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Im eirstei3 I?.relle, ist die Ungleichung (i i) bvfriedigt. Im zweiten Iiall,

dem wir schon begegnet sincl, haben wir zu setzen

          [21i--ww-;,i2"o; (i3)
 uncl atich (u) ist befr2edigt.

    Wenn aber im Allgemeinen, Ri+R.+ix< i, so l<Onnen wir be-
                                         2
liebige positive Zahlen fUr li,.+i, ••••••,l,..+i angeben, nur mit der
F.inschranl<ung, dass

          li, n+i + '''''' + l,,, ?i+i wwww -'- Rn+i• '

    In allen Fit]len k6mien wi'r (H) befriecligen. Aasttelst clcr mathemat-

isclaen Indul<tion, clas Systein (io) aufgel6st erhalte,n wir

                lij -nd lljt(I - 2a. n), z', i-nv I, 2, ..•, fZ. ' (i 4)

Uberdies da
                li2t+ li3t+.....'+ lel--1, ?t = I.

so haben wir
          li2+ li3+ '''''' + ITi, ?t+i = (li2t + '''''' + l,:-- i, oJ(I - 2Rn+i)

                              + l!J oi+1+ '''''' + l7ts ?i+1

                            =(I-2Rn+1)+2Zn+!=I•
D.aher das System (i4) und beguem genommene Lbsungszahlen li,,,n,

••••••
,l,,,n+i gebeR das gesuchte I,Ostmgssystem von (8).

    Kehren wir zum Beweis des FundamenÅíalsatzes zuerUck. Der
konvexe Kdrper ist begrenzt durch die folgenden n+i Simplexe von
n- i Dimensionen :
          l71,f...1: .IJ?il...Pi,i..1l)i,i+1••••••L,,,+1,

                 Zur I, 2, ......, n+I ;

"nd auf jeder Seite von T,, liegenden korkvexen K6irpeTn von n-i
Dimensionen K,k, dei'en Anzahl gJeich der Selte jst ; d. h. i= i, 2,••• ,

(n+i>. Der konvexe K(5rpey l<,{.-t ist construiert aus dem Simplex
mit F"c!<punkten Pi..•.Pj.-iPj+i......2,,+i, ganz wie /N",, aus T..

    NTim nehmen wlr an dass diese konvexen K6rper alle simpliziar
elngeteilt sind. So bestehen aRe Seiten von ff,, aus (n-i)-dimen-
sionalen Simp]exelt J7/t{-i. IEs ist Ieicht zu seliefi, dass je zwei dieser

Simplexen nuT eine Seixensimplex von niederer Dimension gemein
haben kOnnen. Projizieren wir'diese Simplexe U,f-i, V,','-.i aus dem

Mittelpunkt von T,,, so haben wi'r eine fuizahl von Slmplexe von n-
Dimensionen welche mit deer Simplexen t,e eine Einteilung des gegebenen

Slmplex T. in ldeineren geben. NVenn der Durchiinesser von T,, ni
ist cter von jedes oben gewoimen eri kleinen Simplexe nicht grbsser
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    al
als .
    2
    Fahren xvi/r cliese verfahren fort, so

Simplex in 1<lci-ncyen von Durchincssern
positeven Zahl eiRteilen.

 i<O1}11e11

111 i tl Cie'r

 xvir das
als eiJ}e

 gegebene
g"eg"ebeiieii

    NVir botonen, ciass diese Ve'rfahz"en .kuf

meinsan3en Seiten bcna,clibarten Simplex. en
x•verden i<6nnen, da diese Einteilung+ clurch

geleitet ist.

zwei ocle.'r mehy mlt ge-
T,, gleichzekig ailsgefttlxrt

clie der Seitensimplexen


