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    INTous traitons maiRtenant la quasi-analyt{cit6 de fonctions double-
ment p6i`iocliques'exprim6es pa'r les s6-rj'cs doubles cle I?6urier, et celle

faisatit usage des t'ransform6es de ]Fou'riey avec les int6grales con-
sid6r6es au sens de Cesi'ro dans la classe L\'P des fonctions de deux

variables.

       I. La Quasi-analyticit6 des s6ries doubles de Fourier

                 s91. Un th6orbme pr61iminaire

    1. D6signons, comnie plus haut, par Cat une classe dte fonctions,
de deux variabTes x et y, ind6finiment d6rivables dans le domalne
(glliEili.Å~..<K:.'rrrr), et satisfaisant aux conciitions suivantes: '

  (, .i) lf(-"•t)(x, y)l x<i'n"nii/ .,., (g lfl f, lfi f.# l. Zi iww g; l; i.; :l)•

                                                      tt
ot"

i {ill.,,,} (7Iiiww:.Oollli.lIII) est tnne suite double clonf)6•e ft• ternies

positlfs et /e est, conime oR le sait, une constante posltive d6pendant
$eulemeRt dtt choix de la fonction f(x,.y) dans cette classe. Poson$,
ainsi qu'on a souvent falt, x9.,,, = ":y"`t]i•z:.,,, ('ZISIIig; l; J.'; :I), et d6signons

aussi par <B.*.,,,} (Zi,-:.gllli.i:l) la minorante de A,f. ITaber cle la

suiee double cloRn6e {B.,,,} (7iii;liig; ll i,; :l). Alors on sait que la colt-

ditioni n6cessai're p.t suffisante pou'ir la quttsi--analyticit6 de la classe Cnt

                                             oo oog?..tedcOeiiliee'edePalginlta6Sri.Vl/rrgdeoiiuCbel,edelaS6'ri'ecio"ble.2,tu,,X,.za,Bg,.,c'est-et-

          SrSfiogT(/e•r)al..llS• 9• [o"iT(7?•r)"me,s,iili,lii,l']•

                           'A' et r 6tant des valezirs absolues de x' et i,.
                                       "

  r. S. I<odama: Sur la Classe 9uasi-analytique de Fonctions de Detix Variables (I) <Me-
nioirs of the College of Science I<yoto Imperial University, Series A, Vol. XXII, ig3g, p.

309)•
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    Il est iL remarquer ici la proposltion ge'n6retle sxiivante :

    Sd' u7ie sc'•n'e' double c"i lcrmes PosiZi'1)fs Z:IE]a.,,,, cli'z,c•r.oe et st' l'oii

Pose att';,,, = inin a.,,,,,t, cplopts ]iin (i;,lt',,. xxliin x'lp, oit x,ai, dc'sti.j-ne iniR a-,'j'i,,,.

        7nt +ltt Lt fn +?1 7n "7k> ca 1) -> oe fltÅÄ7t "" j)
    On peut d6mont're'r cette pz'oposition cle la inani6're suivante.

I)osons, tout cl'abord, R :lima,",,,.. A. lo'rs on pe"t en d6dt}i're que R--

                     m -F u-> oo
limA.. En effet, d6sign.ant par O'' un n6inbre positif cjuelconque aussi

1'eootlt'que 1'on veut, 21 n'existe qu'un nombre fini cle a#l,. plus petlt

que Z-o" , tanc{is qull y a ma6 infu}it6 •de a:'",. plus petits que 1+o".

Il existe donc ulte infinit6 de (xt';;,,, dans l'intervctlle (R-6, R+6), d6sign6

par A6, dont les 61e'ments peuvent s'6crire soiis lck forme:

           ***          aliel, TZb alle2, fZ21 -..... , rXlltj, 71J•, ...... ;

d'oti, en posatit Pj=m"•-i-nj, on ti're ApJ• x<(J•tlej,nj, et par suite on voit

qtie Apj x<2L+5. Donc les f{ltej, egc6pt6 son fini, sont contenus da.ns

n6, .ce qul est satisÅíait pour toute valeur de o". Il en r6suke que'R

est un 616menr limite des //lpj (et donc des A.). Or il n'y a qu'tm
nombre fini de xfl. pl"s petit que 7,-6. Donc oii a R==lim rip.

    R6ciproquement, si 1'on pose R=limA., on peut en cle'duire que

             t 1)-).ee7,=lini a/;,i,,,,. IEtant, en effet. do}in6 un non3bre positif o" quelconqge
  71e +7t-) oo

aussi petit que 1'on veut, coniine on a 7Lualim/lp par hypoth6se, jl
                                        1) -> oe
n'existe qu'un nombre Å}'ini de rip plus petit qxxe R-o". On d6signe ces

valet}ers par xt/t2)i,x`/12b,, •i•,Api. Et les atit'res valeurs cle a:,,, sont au

moins 2-6. 0n voit, d'ap'rds ia d6finition mame de x'1., que les $euls

nombre$ de (x#,,7, pour lesqttels IE somme cies inciices rm. et n prencl

les valeurs Pi,P2, •••,f5i, de la suite {(z;'i'i,,,} in{6rieurs iL Z-o" font pa'rtle

de cette suite. Or, cette clerni6re suite est construite patr un nombre

fini cle termes. D'oti 1'on voit qtt'il n'y existe qu'tm nombre finl cle
(z,be,,,,,, plus petit que ,l-o". Cette propiri6t6 i, lieu quelqtie petit que

soit le nomb're positif o". Si clonc on consid6re que /lp fontpartle de

la suite do"ble {a,i,t,,,}, alo'rs on voit que 2 est un 616ment limite de

cette suite, et par coi3s6qLieiit <luc 7L =lim crv*,,,7,.

                                 7Jl-t•?t•-}co
    2. D6ixtont'rons niaintenEuit le thc3-oi-6ine suivant :

    .S"z', en Pa.rtz'culi'er, f(.x',.t,) cst 'ivne foncl'z'on doztblement "b`i'i'oclz'e7'tte,

tzle Pe?iotles 2rr, 2T 2bar raL2Port c"v x el' cSp .v, et Po2t"danl' s'dcri;re sozts ltv

fo'rme :

                                           t



   Sztr la Classe .Ov uasi-analytigue de Fonctions de Deux Variables (IY) 2ss

  (2.i) f(x,s,)= i a•...+ T ]IS](a.,,.cosmJt7+b.,.sinmx)

                   si. 2mtt1 '
        + i 2t(a,.,,, cos 7i..it+c.,,,sin n.y)-l- Åí' :IZAi(a.,otcos m.x' cos 72.Ly

           7 oi, ansle1 7n te=1 ?t tt=!
        + b,., ,, Sill 771JV CoS vlLJy + c",, o, Cos mJv siivz), -F ar., ,, sln mst'/ siR nJy),

a,lors on Pe21t toztybztrs lroz"zte•r 2tne foncli'on Åë(s, t) 7bzti'ssanl des Ppto-

pn'eZe's szniz,antes: ia Elle est Posi'litt,e, conti'n2te et de'rl"dable dans le'
domai7ie (St>>g) ; 20 .Poetr t==vs, p e'lant un ParamD'lre Posi'ti'tie, leProdzt•lt

  tzl
s Åë(s,ps) lewzal "ders l'zLnl,iZni awcc s; 30 L'lnte'.crra.le doztble
 ds
  (2•2) S,cal,eeÅë(s•t)ge• 9• .
dzttver.cru ; 40 Et ale Plus, les 2:ne'.oaliZe's suz'z,a•ntes sont rempli'e.s:

  (2.3) 1a.,,,I, Ib,., ,,I, Ic,.,,,i, l(l., ,,i< e-'ijif`M' "' (",i. :.lii g; l; i.;:I)•

    On sait, en e'ffet, en vertu des propi'i6t6s bieR conftues de la s6rie

dotible de IFourier, que
                   aut ?ec                             cos cos          aen, ?1
          2;:::;: = ;:• f(-x,]t) S,i//i, mx ,C,t.g fz.]t (lxdy;

          dg., ,, o {} Si ll Si ll
d'oit 1'on tire aise'inent
  (2•4) lam,?tI• Ib7n,etl• lc-,?tI, Idnt,otlx< A;"iJ,/iil21,t""Sif:Si7:fl-fvt?iLJ,

                                    H4
                                       T( 'ff• il ') '

les entiers posit;,fs P et a 6tant choisis tels qu'on ait
          T( 72i• :,Z )== (i,ff,'ii);'+a'

    Supposons, tout d'abo'rd, que lim B,rti ,,<oo. Alo'rs on a T(A', T)== oo

                            p+a-)•oopour A',r sziflfisammeikt grands ;' et par suite, en prenant c•les cntiers m

et n plus grands q'ae k, et en p'renant cles entie'rs positifs P et r7 assez
gTands, la quantit6 'iiiP7Z`2 clevient suffisamnient grande, ce qui
                   (Kri?p, ,)""`2
donne T( 7;.Z,', //l ) :oo; et l'on a clonc, iL pa2'th" de certains rang's

cles entiers positiis ni, 7z,

          In;m,7tI} lbejt"il, lcmvi,l) 1{?r?n,etI--o7

c'est-E'i-dire, on a, poi}r telles valeurs cle 77i et n,

          a'7n,ot) b"t,n} Cm,n: tzlm,x =o.

                                                  t.
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Il n'y a donc qu'L}n nombre fini de te'rmes non nuls de la se'rie double
de I[a"ou'iri'er de la fonctlon-f(x,Ji,). Nous pouvons doiic, dans ce cas,

trouver facilemeiit zuae fonction Åë(s, t) jouiss:-tnt cles p'ropri6t6s ie, 20, 30

et 4.0 6crites plus haut. Il est ais6 cle voir, par exeniple, que la f. oiic--

tion Åë(s, t) =st logs logo.if sa,tisfait certainement aux quatre conditions.

    Supposons, ensuite, que limi3;,t,,=:oo. L'int6g'rale doubie
                         P+{1->co, lrS,ooiog-,Tae r) aiS,,, gl,

diverge ptur hypothbse. On sait, en plus, que la sonkme 2rV'(le, •r)= 2,(le, f)

 +B(R,r) dans 1'expression T(k),r)-m 7piXt'rS donn6e par la formule

              '          log T(ul.?', T)==SIN(7?6, r6) {IS

est discontinue su't' certaines lig"iies, croissante, et tend veys 1'infin! avec

chaque vcxriable A',r. Constru2$ons donc tine Åíonction yi(A',T) continue,

croissante, tenCiant vers 1'infini avec .le, 7', et col'ncidant avec la Åíonc--

tion .AX(.le,T) sauf au voisinage de discontinuit6s, et de .plus v6rifialtt

la relation asymptotique suivante :

          Åë-(A',r) = Sigf(A'g,re) f6 i-•--SiN(lx'g",•r6) {6 =:log T(le,r).

    On peut alors trouve'r tme constante positive finle l telle que, pour

l?,r/>i, ona. . •          l g7 (k', r)<log T(R, •r).

En posant kcpre's cela potir )lre,T>i

          Åë(leA', ler) :lÅë"(A', r)-C--log 4,

ot{ C est tme constante positive fixe mais quelconque, on a alors

          Åë(m,n) =ie-'( //i`, :)-C-iog4;

i! en r6sulte que
          e-t"(M'") =4dC-iij(l'I}-: ' -lk'i-- )>4eC-iegf`'(-S'l}-I • `:i-)

                 ' lam"tl lam,oJ  (2.5)
           : it( ,,; e,e fz ) />tel2/g•:i:i,i•> iÅíii,i2{7il /l'

    Comme, d'ailleu'rs, on a, pour un paraik6tre postif y tel que pt :vK' ,

          le ./[is, Åë(leA', vleR) rm Ji,l, N(A', vA'),

on voit que la fonction
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    t/                                                              '
   (2.6) s ald, ip(s,vs) =IAi( i, , Vi.. )

tend vers l'infini avec s.

    Par coRs6quent oR voit: iO que cette fonction th(s, t) est 6videm-
ment positive, continue et d6ri"able dans le domaine (i>>oO); :O que

             d               ip(s, vs) tend vers i'infini avec s pour toute valeirr cl'imIa ionction s
            ds
param6tre positlf v ; 3a que 1'in#6.on"ale double S,coS,coth(s, l) (g, f,l, diverge,

cag oB sait que 1'int6g"rale double S,coS,colog T(7(l, f) //f?,, fl diverge

par hypoth6se, et de plus, que Åë(s, t)---llog T( i , 5e ); t;O et finale--

mellt qlle
                                                           '           Iam, ,J, Ibm, e, L Ic., 7,l) Ial•m,nI < e-ij(M' ?t) (7;ii i-iii Oo; ll itlIII).

    On voit doikc que cette fonction Åë(s,t) est exactement ja fonc--
tion juissant des qtiatre propii6t6s 6crites plus haut, ce qui d6montre
notre th6or6me. '

        s92. L'extension d'un th6oreme de M. Mandelbrojt

    3. En remai`quant le th6or6me donn6 dans .!e demier Rume'ro,
nous pouvons ma{ntenant traite'r .ltvec Bv,f. INflandelbrojt "n lprobl{l}i'ne

remarquable, qui peut s'6nonccr de la mac ni6re sttivante :

    .9ozl f(x,r) 2one fonclz'on z'ntle;ifinz'77ienl tle'i'zttyal)le, dc5ifl7za'", Pa•r la

se' rie do2tble (2.i), et satzkfaz'sant a-isx conditions sui"etanXes :

          f(2]+a) (., .) == . (e # o.l ll i,]l:)•

           la•m,,tL Ib.,nI) Ic.,n1; ia(•., etl< 2m,n (777iillllg; l; ;: III).

ei{elles sont alors les conaliZz'ons ne'cessaires gt s2t,•f/i3antes q7t,'z'l .fa.ut

imposer d la s2i•zZe k•ozsble {7,.,,,} (71;-:-Oo;l;;;:I), po2tr eue.l•a fof-ic-

tzon f(x, y) soiZ z'alefzli'a2t,e•nzenf nulle.

    Si ?L.,.(3Zz'E.g: l; f.;:1) peut C}tre inise sous la fornie

  (3.I) 2.,,,=:e--l(m}7i) (7IZz =rmxxww g; l; ;: III),

oit Åë(s, ti) est une fonction satisfaisant aux conditions suivantes : ie Elle
est positive, continue et ci6riv.ible dans le domaine (;>>oO) ; 20 La fonc-
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   '
tion s 511 ip(s, vs) tencl vers l'infinl en croissant avec s pour toute valeu'r

     a.s
posltive d'im patramhtre v ; on pent alors 6noncer avec M. M.kndelbxojti
de"x th6oreines r6pondant tL ce pi'ob16nie de la manieSt"e sulvante :

    I. .S"i l'l7dg'.o'rale doztbZe

  (,,2) srs,coÅë(s,t)$.; gg

coiiz,er.cre, on "e?il alors const7'ztz're 2t7ze fo7zctz'on f(x,.J,) non z'dtnli4ue-

gnent n2tlle, r'ralcSi77zzbn.g.nt (le'7'l"t,able, joai;f'e-Paz)'e, tlo7tble7n.enl Pe'ri'otlx'a2te,

de Pe'rz'odc?s 2rr, 2rr, satztsfai-sanl a?ix' condzZi'o72s sitit.,antss:

         f(p+e) (o, o) -o (?, :' g; I: i,; :1)•

et de pl2ts, afelle q2t'en Posant

  (3•3) f(x• .i') = i (xo, o+ i :i21 a,.,,. cos mx -F i ]:ll] a., ,, cos n.y

 , 4 2mmai 27iww1                          ca • co                       + X Xa,n, ,i cos wzJtr cos 72ty,
                         7tema1?tua:!
o7z azZ

  (3.4) la.,.l < emLb<M' ") ('ii.7ii =-. g; ii;;; III).

    II. ,f;'z', 2t5aT cofzXre., l'in.te'.o'rale tlo2tbl•e (3.2) (li'"tte.r,.o"e, etf si' la .fonc-

khr?. f(x,.3,) z,6`rzvaant les 7'ela•tz'ons :

         f(p+e) (oi o) --o (e l'ill 8; li ':l ll l)

est de'"deloLP2bablc e7z se.'rzie do?tble ale Fou?'z'e,7' (2.i) do7M les coc).l7f)'citenls

salilgfonl aztx cond2Zi'ons s2ti"dantes :

  (3•s) la.,,,,,l, lb.,,,,I, lc.,,,,l, lalr.,,,l<e-t'<"t'") ("Il'#g; i; i,;III);

alo7's la fo7zclzbn f(x,.v) est zdenl7:a2iene.enl n2tlle.

    Si 1'on remarque,, d'une part, que 1.i somme N(-Z?.r) :R(.l?,r)+
pt(R, r) clans 1'expressi on EM(R. , r) = na ax C., . R"`7"' == Cx, y. Rirpa est non

                                M, 71?.Od6croissac nte et tend vers l'infini avec R,f; et d'autre part, que la fonc-'
tion s tl gE)(s, vs) tencl vers 1'infini cn croissant ac vec s pour toute valerir

     als 'positive d'un param6tre v; on peut alo'rs c16signer Ar(le,vle) la partie
            c21entibre de R. dR Åë(.Z?,vR. ), telle q"'on ait

'

          RÅë',,(R.., v2?) == .7Vl(ls), vR. )+Åë,(/?, v.Z?),

  I. S. Man(lelbrojt: 9uasi-analycitC' des s6ries de Fourier (Annali clella I . Scuela Nor-

male Superiore di 1'isa, Serle I! vol• IV (Ig3S> pp• 22S-229)i
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oti ox<Åë,(R,v7?)<i. OR en d6duit que
  (r,.6) Åë(i,y)+S;' #'V(Si "S) dsx<Åë(/e, vR)

               <Åë(r, p)+log le+Sli A"(l, "S) ds ;

d'oti 1'oB tire

  (3.7) th(i, v) ÅÄ log' EM(lt', r) ,K Åë(7?, pt) < ip(i, v) + log{l?E"}(R, r)},

qui est la seule conclition exige'e pour la fonction Åë(le,7').

    Nous allons metintenant cle'montrer le th6or6me I. Posons, pour
cela,

          T(R, 'r)=max eij'(i' ') C,.mi,,, /v)""r"= ed(i' V) le }Wl(/e, r) ;

                 tn, ot>-1
on a alo'rs, en vertu cles in6galit6s (3.7),

  (3.8) e'""`R' '?< T(2?, r).

    On peut aussi, en vertu de ces mSmes in6galit6s et de 1'hypothbse
que l'int6grale clouble (3.2) converge, .affirme'r que 1'iRt6gr"ale double

          sririogTae,7•)sl,,, k =-Åë(i,y)srsrd,g\, gf,,

                                +Sfl:iogRalfs; aly

                                 "lrS,oo•iogEv2(R.,.)al,.//,/3 :.f. •

converge .aussi. P. osons donc yl2r.,,,=e-'Ki'')/C.umi,.. On peut alors
construirc, grE"Lce au tk6o't'b]ne clu 7z" i8 dc mon ni6moire (I), une fonc-

tlon f(x,s,), non ideBtiqLiement nzille, inde'finiment d6rivable dans le
domaine (81fl lf;l':.;), et sat{sfaisant aux conditions suivani.'es :

         f(p+ti)<o, o) -mf(p+a)(o, 2n) -rmf(P+a)(2rr, o)  (3•9)

       • =f(7)+a)(,., ,.) ==o (e :m=ha gl l] i.I I:)• ,

  (3.io) If(f)+e)(x,.it)i<iM.,, (gx<x.f,,lfi.:'ieff.gllli.lIII)•

                                 (gE.x.El.:)•         f(x,.1,) f(2rr-x,2n-.y)

    ].orsque cette fonction f(x,y) est prolong'e'e pe'yiodiq,uement avec
les pe'rioclcs 2n, 2rr, elle est paire-paire et peut s'6crire sous la forme :

         f(x,.3,)= ao,o + i ga.,,ecos mx+ i :{"L a•e,., cos7i"'

                  4 2 t)t msu1 2. 71 mnl
                                    '                   ea eo                 + ]S =a.,?,cos mJt;' cos n.y ;
                   ?n-17ton1

.
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et par suite, en tenant compte cles conditions (3.g) on a, d'apr6s int6gr.a-

tions pacr pavties,
                     '         a•m,,t"= ;2 S:"Siscf(x,.3,)cos 77zx cos 7zp, alx dy

             =: .ij,,li,,a SiecSi'nf(""O'(X,.y),C,t,,SmJt',C20.S7?,y d v- dy ;

et, grc"tce 2t 1'in6galit6 (,3.io), oii peut en tirer pour tous 7n,n.>.o,

          iam•'tl<il,5;,9imm ("aM;8]lli?::1)•

Il en resulte 6videmment que '

   ' lam""I <' inaxtt7i.f,vaa =:m T(71z, fz) <g-"ip(M' ")

                 v, a>-i nl.,, (tt lz indE g; l; i,; : I),

ce qui prouve notre th6srbme I,
    4. Passons ensuite a la d6monstration de notre th6or6me II. D'apre's

les in6.cralit6s (3.s) et (3.7), on a

          l am, et I , l bm, ,L ] , l cm, 7t I , I d,., nI Å~< e- tp(i, y>-log wz ('in•, n)

                                  /l.
                                  XX EM(m,,7Z) '

d'oti il r6sulte, en vertu de ]a c16finition niCnie de EIire(1?,f'), que

                                        l  (4.i) la'm,?t1i lb?n,nL IC?n,otl) ltl[nL,oJ <
                                     Ci,, e'in.P7i' q

            . . (7i: =ww:ww gl ll E'l III)•

quels que soient les entiers positifs P et a.

    Coiinme ia fonction f(x,y) est ind6finiment d6rivable par hypoth6se,

et comme sa s6rie double de Fottrier est uinform6iine-nt convergente

dans son domaine d'existence et d6rivable terme-i-terine. ok a, quels

que soient les eneiers positifs lei et le2,

         f<rk'+O) (vY, .3') = Å} ,li,:..l(am, o sCltnS mx + b., o Scio3s7n•fu) 71zki

                   Å},#,..i tpu.i(am, nsCiOiillX COS 7ay + bm, ?, Scio-s 77ix cos nLJi

                     + Cm, 7} sCiOnS 77ZX Sill 7'ILI' + alm, ,t Sc:8s77ZX Sill 7Z3'))Mk'i ,

         f(O+k2)(vv,J') = Å},S.,(ao, 7tsCiOnS vzp'+ ce, .21otis ny)7zk2
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       ' !,l,illatit9.i(a'm,?tcosmxg]9nSfzJy+b7n,nsiamxsCiOnS77s,

                   + c., ,, cos mx 2ioas 7ay + d., . slB mAf 2iotis 7ay)nk'e,

        f(l" + l'2)(X, 5')=: lr,#,me,t/I.l, (am, nsCitnS 77zx sCiOnSny + bm, .giotismx CsiOnS n.y

                      '                   + c., ,,giO• BSmxcSio-s77,y -f- t?I..,, ,, glotismu-ct:2iotis 7i,t ,) mkink2 ;

d'otNi 1'on tire donc, pour toutes valeurs positives cle cle"x enÅí'iers ki
et l'2,

                   co ,
       lf(ki -+-O)(x, y) l Å~< Z(l am,el + l b,n,ei)mki

                  mewtu1                                }                     ce co                   + = X( l t7,n, 7t I + l bm, etI + l cm, o; I + I t?lrm,nDm't'i,

                    min"lnma1
                   co       lf(O-t- X'2)(x, .r) l x<Z( l ae, 7i l + I co, n Dnk2

                  ftva1
                     co co                   + 2 =( [ am, 7i I + l b., ,, l + I c., ,, I + I `lmp, DnA'2,
                    ee?)l#vejL71rm1
       lf(i.'i'l-k2)(ftr, .o,) l x< '.i,S] V. ..i(l a.,, ,,I -l- l b., ,, I + l c., ,, 1 -F l d•.,7, Dmk]7iie2 ;

                   "ttu=lftta1
et par coRs6quent, en vertu des in6s.alit6s (4.i) oit 1'ott pose Pur= lei+

2, a= l?2+2, on a

        lf(ki+o>(fv, s,)i< 21 :l ] mki ,
                     7,kmei Ck!-"-2,o771ki+2
                    +-i41,codi,S., c,,-,-.i/ii,,,..,,,== c,tlil)ill.,. •

        V(o+k2)(x-, J,)t<21 :gl] nk2
                      ,twwi Co,k2-t-2nle2-F2
                    +41,=.co..it9.ico,k,+72Zk7i""fzk2+2=:co,Nt",+2'

        Ef(ki+k2)(x, .g,) l <4i,l,co..,t9., c,,+., re..2+'Z.k,'iZ;i.+.2,,k,+2

                   <N
                     thl+2, ke2+2 '

xV 6tant une cei"taine constante positive finie.

   Posons donc
        0(x• y) = S: ala S: alr l: li f(6• v)dg dv•

Il est alors ais6 de v6rifiey les conditions suivantes:
        I0("""'(x•.7)l<AiLiiff••a (8EtXp,`Xxt2la,.rrrrlPa-:mOollli7l:1i)'
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                           "
                          (ei-liigllli,llIl)•          e(f}+e)(o, o)=o

oti 1'on d6si.g.'ne I]I.,,==- i/C.,, pour p, q>/ r). Or, 1'int6gi`ale dozible (3.2)

cliverge par hypoth6se ; d'oiNi li r6stilte que i'int6grale do"ble

          SrS,coiogs[re(2.?x,7•) a.{,/7 glf

cliver.bo'e, et par snite 1'int6grale double

          S,col:iog T(7;y?•T) //i.l?,>. 9,;

diver.g.e aussi. On voit donc qLie, en vertt} du th6orCine du neiS de
mon m6moi're (I), cette fonction e(Jif,J,) est identiquement nuRe dans
le domaine (glfXy'Et;;'), d'i' p.k'r cons6qment qtte, par son prolongen ent,

cette fonction est icieRtiqiiement nulle dans to"s domaines. On en
                                  o-tconclnt que ]a fonction f(x,.v)=: dx.,o,ttO(x,.tf) 1'est aussl.                                                         Notre

th6oreme II est aussi de.montre'.

    O.n voit donc avec ",I. Mandelbrojt que si 1'on peut pose'r
          7,,., 7t=:c-- (p(m, ot) (tll7. tll g; i; -r't; 11:),

otNi la {'onction Åë(s,t) est positive, contin"e eLt d6rivable, telle q}ie la

         d.            ip(s, vs) tend vers l'infini en c'roissant avec s pour toutefOllCtiOII S
         ds
valeur positive cl'nn param6tye v, alors la conciition n6cessaire et' sufflsante

pou'r que la :fonction f(x..y) clonn6e pat" (2.i) soit identiquement nulle

est que l'int6grale dou})le (s.2) diverge.

                 II. La transform6e de I?eurEer

sg k. Celle dont les int6grales sont consid6r6es au $ens de Cesare

    5. Afin d'obtenir des r6$ultats analo..o'ues quancl on fait usage des
transforin6es cle Fotirier, nous c16signons niaintenant bribvenicnt la no-

tion de la transfo'rm6e de IFoux'ior", n6cessaire po".r 1'usage fLv{'u'r, d'vine

fokction de cleux variables. Consid6rons,i pour cela, deux fonctions
li6e.s pav les yelations suivantes :

   T• A-. C. Berry: A7Tecessarjt and sftff)'cient• contfXtt''ons in the theor], of .FIour2'er trctns-

fornis (Annales of rvIath. (2), 32 <ig3I), pp. 83o-838). S. Bochner: 21Zln flVon7ier,g,engsatg ft7r

fiieltrcrarrtrbli' .ae 17oitrilersclte fnte.e?iale <rvtatli. Zeitschrift, 34 (X932> SS• 440-447)• 2X• C•

Offord: On 1;loitrier transfornts f, II, Irl <I?roc. og' I.oncl. IMath. Soc. <2), 38 (ig3S) pp.

i97-2i6; 1'roc. of Lond. I,Iath. Soc. (2>, 4o (ig3s) pp. 28r•-28g; Tt"ans. Amer. I(ath. Sec.,

38 (ig3s>, pp. 2so-266).
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                  ,i. S:.Sf.f(u, 7,)e-i(Xr`"y') aiit. tlw,
          F(x, .o') ="

  (5.l)
         f(Jv', .1,) = : 2I. S:.Sf.F(2t., w)ei•(xu+yv) ,l2t d",,.

Ces integrales sonr ici considet"6es ari sens cle Ces//tro, c'est-tt-dii"e, si
d'tmemani6reg6R6raie ,,li,m,ev,.Sii.S:.(i- l `Lrl )ct(i- liill )3Åë(u,rvt,)tl2ntlz,

tend vers une quant{t6 finie, on dk alors que l'int6.g.rale double

                                                         'Sf.IT.{?5(2i,z,) aT2tarf, est som.ma•bl•e-(C, a,B) oix l'on suppose que a

et P>o. ER posant '
  (s•2) -F( t,",y; zrf, r•'r)= ,TlSUL,,SV-,(i- Ifiil )(i- If,7.l )

                       xf(2t, "d)e-`(mu"Y") al2t arT,

nous sapposons, pou'r toutes valeurs de U et V, que
          /7(.,y; u, v) E fJp(: ggl gg) [, x<p x< oo].

    S'il existe, dans ce cas, tme fonction uZ7(x,Jv), telle qu'on ait
          .lj.m..Sif.Sr.I -txr( t;iJy)-iv(x,p, ; ul, v)Ip ,lx ,r..=.

                                                [i x<P< oo]'
et lim borne ess. sup. iF(x,p,)-F(x,y; U, I7)I=o
          U, P'-eFcD
                                                [p=oo],
alo'rs on dit que F(x,.1,) est la, l7'ansform(/'e de Fouri'e7j dEns /..7' cle la

f. OilCtiOll f(X, .],).

    I.orsqu'"ne fonctioR f(x,y) int6gi'cLble-I. clans tout domaine fiRi
satisfait 2t la condltioii suivante :

  (s•3) Sf.Sr.IF(x,y; l/, v)lpdxdyx<Aap k<jo<oo]

oti ].4 est une qx]antit6 finie ind6pcnclante cle L7" et. de V, on clit qtze

]a fonction f(x,y) appa'rtient SL la classe ct?"[i<P<ooj. I..orsqt}'on a

  (s•4-) Se.Svr.IF(x,.v; (/, v)ldxalyx<tlal,

et, en plus, que, pour e(>o) assez petlte donn6e E'i i'avance, on a

  (5•5) SSg"]'(X,y; U, T7)l(?lifaly<te [oti m('2t)<e"(e)],

on dit que la fonction f(x,.y) appartient 2L la classe tt)i. I.arsqu'olt a,

poui` toutes valeurs cie x,.7, et de (f, J'r.

  (s.6) IF(x,.Gt; U, V)iÅ~<Ilf,
on dlt que la1onction f(x,j,) app,artie-nt E'i la classe ttE)oo.
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    6. Prenons inaintenant xme fonction f(x,J,) dans la classe tS.VoP

[i <P<oo], et consid6rons la fonction .
         ip(v,sj; el, TtT)=:Sf,Sl F(u, -u; U, T7')dztd.Cw

dans un (lomaine quelconque (Zx<X<'if,X<xtA.B). Comme ll est ais6 de voir

                             tque
         O(a,b; U, V) =o, IÅë(Jv',y; U, T/)lÅ~<NM,
ot" i IV est !me constante positive finie, on voit que la famille des fonc-

tions Åë est 6galement contintte. On peut Ctonc trouver "ne suite de
fonctions {Åë(.v,y ; Cfj, Vj)}(]'= i,2,3, ...) conxrergeant unifoxm6ment vers

une Åíonction (P(x,y; U, Pf) de cette famille. Consid6rons, ensuke, une
suite de fonctions {.F(Af,.y; (/,•, Vj)} correspondante 2 la suke trouv6e
{Åë(x.y, uj, vj)}. En clivisant le domaine (flfXyx<xt2I) en mn parties

porr m parckll61es Et l'axe des x et pcar n parail61es 2 1'axe desy passant

par les point,s xA(2=:I,2,...,7n-l) et ypt(lt=I,2,...,n-I) supposclRt
qti'on ait it:,:i'lllZ; :Jtl;tpm:-A: ; posons, pour ab.re'ger,

         Åëj(X:.1 i;y::l)==Åë(xpt+i,siv,+i; Uj, Mj)-Åë(xx+i,yp.; Ub l7jr)

            " nt (P(xx,;;iy.+i; (17Ii, J7,•)+g6(Jtrx,y,.; (]7jl. Tli);

alors on a
         'i,g$iii:ii.2'iiii iÅëj(i,li•JlllY•::i,)i"

          )• mao y•-o { (xxÅÄ1 - .xtx)( yy. +1 -p,v,) }f,-1

              Å~<Sf,S,iiI -F(X,y ; Uj, l7a"') l"RlxnlJ,<.Il`f",

qui est la conditlon n6cessaire et suflELsante pour que la fonction (P(x,.v ;
Cl, T7) soit "ne int6-.crrale inc16finie Si,Si"P'(2t,7v)aru(lw d'"ne fo"nctlon

F(x,y) de la classe Li'. On peut clonc trouver tme fonction .F(x,.3,)
correspondante a" la suite {F(x,y; (f,•, Vi)}(7'= i, 2, 3, -••), telie qu'on tait

         ,1.ii.n SiSl,-F(2t, z, ; (/j•, J)rd) I.dztd"u am- SISjl"F(zd, -d)dualz,,

oin .F(u, "d) ( L". Cette suite {-F(x,y; Uj, T7,•)} conveurge donc faible-

ment, avec "n expos.ant P, ve'rs cette 'fonc`Lion F(Jif,s7) m6me. Par
un 16ger changement, on peut c{e inSme affirmer cetre propri6t6 dans

les cas oti P=i o" oo. NoLis avous donc le th6oreme suivant:
    Sz' f(.y, j7) E S?P[i x<Px< oo], alopts on Peitt l'oit7inztTs t7'ozt"L,er une s2ti'le

accoziple'e {(Uj, Uj)}(y'=i,2, 3, ...), telle ezf'on ail

  (6.•i) f7(Jv,.3,; Uj, T/,•) k:) .l7(x,p,) (- .L", faibleme.nt.

                             e

e
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     7. D'o" l'on pe"t ti're'r sans difficult6 le corollaire si.iivant :

     LS'oiZ f(k',:y) (i et)f' [i -<sz)' Å~<oo], el' .16re7iof2.s u7ie s?tiZe (xccoit/51e'e <((:/,•,

 JT,•)} (l6ifriles coiiime 2bl2is liaut. .S'l ([ (x,Ji,) esl borne'e et z•'file'.crrablerl",

et sl .g<-z", -"u) est la tran.sfori7ic'e (le iroz•d•rter {le G(x,j,) ; aloTs o7i a

  (7•T) Sff.S-co.-!i!(x, :v) (1;(x, .v)alx(?ljy

                 :.=,, l.ie.,.SeJb,SLZ., (i - ifs,i )(i -j,zi,i )

                   xf(?t, zj).o-(-zt, -w)(lutlv.

    On a, en effet, en vei-tu de G(x,.v)c-L,
          SY"'u,T S-i"Cjy, (i - Ii;',l )(i - IiUi.l )f(zt, z,).cr(-z`, -z,)dztd"ti

               = ,i,. S-U"u,r Si"'pi. (i - i2S'il )(i - iÅíU,.i )

                 Å~ f(U, 7?)alzsalwS:.S:.G(x, .v)e-i(ux+vtJ)dxaly

              = ,i.Se.Sf.G(x,.v)alxdy

                 Å~ Sil., SL-j,,,(i ew lf21 )(i - IE'l )f(u,z•)e-`(xts'y"'tiz`dw

              ==Svr.jf.F(x,.v ; Uj, vf)G(.xt,y)dxaly,

c,ky on voit ici que le changemer# d'ordye de l'2nt6g'ration est juste.

Or la fonction G(x,Jy) est, par hypothese, born6e et int6grable-.L,
donc elle est uRe fonctlon de la clcrtssc Lq, (oti a= iep). D'oti l'on

peut tirer Yegalit6 (7.i) ek vertu dL} th6ot'e'me c!u dernier nuin6ro et

de la convergence g6n6rale de MM. I-Iobson-]Lebesgue. Il est aussi c2

remarquer ici qu'on cloit tttiliser (s.6) dans le cEs de Y.)t.

    8. Soit f(x,.v) E rV"[i Å~<Px<ooj. Alors l'inte'srale alo.etble

  (8•i) ,i. S:.Sff.f(2i, w)e-i(XU"YV)t?l2ta(w .

est som7nable-(C, i,i) Presaue Partoztt cSv la foncMon /(x,.v) q2a' est la

transformde de Fo2sn'ef, dans L", de la fonctlo7z f(x,j,).

    IPerenoRs, elt effet, clans le corollaire du dernier mim6ro,

          .(,,,.,).,,l,i,,(imiY)(i-iÅí',.i)e"(cu'Ty' (gliEllQleSÅ~`x.t/),

                 (o                                                 (ailleurs),
alors Qn a
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,i . ST.ST...cr(u, z,)ermi('`u-'n")tind-,

fr)SfuSIif(i ww iS':i )(i rm iÅíi )e

{ in Sfu(i pm li$ )eb(x-g)"cziep}

Å~{ :in SIy(i nd IiV..l )d(y-"n)"tl"d}

   4 . sin2tlr' U(Ju-6) . siirt2tli,

't{(x-'L')t, + (i -- 7i)vl}(lltaTzi

                                            vo, an lf)
                  nLCffr' (x-6)'2 (s,-v)2 '
Cette fonction G(g,rl) satisfait donc Et la condition dti coroliaii`e clu clernier

num6ro, et par suite elle est born6e et int6grable clans le domaine
(:oooo; [][l). On a par cons6quent, grcbMce au coro11ai.re,

          ,i. SZ.S:,(i - IZS':l )(i - l:7V.l )f(zt, z,)e-`("'`'"")tlualw

               =.,b.S':.sc. Sin'i'$t-(t(f)i. 8)•sini,iiV-(.s)•,-, v)

                Å~ 17(8, v)d6dT2,

oti la fonction .Z7(6,'t/) est d6finie comme dans le th6oreme du 7iO6.
I.e seconcl membre cle cette 6galit6 est 1'int6grale clouble do }"f. IFeje.r,

et tend, comnie on le sait, presque partout vers la fonction F(x,p,)

iOrSqUe ef  SieA( ILJ)ell'ICillit.ielE, Ssfi['li"g..il', umOliii, ii)1?ll'EC //rfr-iqiie PartOUt

                  xf(zd, "u)e-'i(xuÅÄyv)tl21tlT,

la convergence 6tant, bien entendu] dans -LP. Et par $uite, on a
          '!7(X,.3') =" ,i. Sr ,,Sii,,f(2t, zi)e"-i(X""Y')(lztclv. ,

(C, i,i), presq"e partout, dans -[LP. Ce qui prouve notre p'roposition.

    9. D6inontrons rnaintenant le th6or(I)me suivant:
    si f(x,p,) E ,sv?p [2 Å~<px< oo], si G(x,y) E .ZLa(:gg; [2), el si' .cr(-x,

-j,) est la t'ransforme'e de .Foztriept, dans L", de la fonction G(x,),),

et si, en P'lits, .a(x,y) est bornde da7is toztt doriai.'ne fl•nz'; alors on a

  (g-i) l:.sc.77(x,.v) G(x,.v)dxd-J, =SÅé.S:.f(ft',s,)gr(-x, -y)(lxdy,

(lo7it le P7'e'nu'e)M me77ibre con"uer.o'e, et aro7zt le scconal est soni77mbld

-(C, i,i).
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    Coiiime oH a, en effot, f(.,t,),) ig= [t)" et (-[rr(x,J},) i.f..: L" par I}ypothe.se,

on voit, g'rfLce E"L la pyopos'klon clu dernier Rum6ro, q"e

          ST.I:. (Tf(x, .i')F(x, ,•)(imipt== ,i. .]l.ot L".lf.G(ee, ;y>(imt

               Å~SZ.SI,(i- lfSI )(i in ipZ'.l )f(z`, z,)eH"(xt'"y')dzulw ;

et par suke, en vertu du tk6ore'me r6sultant cle la soinmation cle
Cesliro, que

          == g,i2}. ,i. .i,y .SIXI.II.(i- I.Xx.I )(i- IJ}1 )c(x,]t)arxdJ,

                             '               Å~Sf.Sl .(i- lfS )(i- Ii".I )f(n, w)e-"b(xi`"y"dud"d

                                           de           = lim J, pos6e, pou'r abr6ger.
            U, v"co
    Or oR sait encore pem' hypoth6se que Gr(Jv, .y) ({ L' `i( lgg; OooO) [i x<

ax<2]. Il existe clonc lci transform6e .of-2t, -z,) de Fourie'r, dans f..P,

de la fonction G(x,.r), pot}vant s'e'crire cle la mani6re suivante:

  (g•2) gr(-zt-, -"ty)=: ,'. .,.,iptn.lf.iI.(i ---- I.XiI)(i - liY.[)

                      Å~ G( v, y)e-i(""+"Y)tlxtlLy,

oti la convergence est, bien entendu, borne'e dans totzt dointiine ot"t la

fonctioB .o'(-zd, -z,) est borii6e, c'est-2L--c{ire, ci,rns tout c{omaine fini.

(l7.utisE'titl(). D'oti 1'oik tire '

          i- ,i. .l?.n.Sf.II.(i- If;I)(, - lfi, 1)f(,,, .),im

             Å~ SLX'..S l' .(i - ilill I )(i - I il..' l )G(x, .y)e-`("`x+"y>cixdLy

           = SZ.S:,(i wi lb' I)(i - lfi' i )f(zg, z,).cr(-u, -77)tiit(iw.

On a donc I'6galit6 suivante :

          S-co.S-co.F(x•.a,)G(x,p,)dxdy •

            =.?i)n..3.Sf.l:.(i m l 22 i` i )(i - I //tl )f(u, w)..a(-2`, -"u)dedtlw,

qui cloRne 1'6g'allt6 (g.i). i"gotre tli6or6me est a{nsi ci6montre'.

    10. iNIous pouvons e6montrer de mSme le th6or6me suivatit:
    Si f(x,pt) (l tS.')'" [i Å~<P<.2], sf sr(x, .y) ( -L"([' ooool ooOO) esaf bor7ie'e cla.ns
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                             '
toitl domai'ne 7Znl, et si' G(.x",Jii) est la lransfor7ize'e de .Eoufi'eT, dans

f..e, de la foitclz'otn .o'(x,],) ; a•lors on a l'g'.o'aliZc•S sza'z,anle :

  (io•i) S-co..Sf.77(x,p')G(x,.v)dudy =sc.jf.f(x,y).o'(-x, --y) dxdy,

dont le Premi'er mgmabre conwe'r.cre, et do7il le secona est somniable---

    comme on a, en e'ffet, g(x,1,) ( .Lp(IIII gg; 8g)[i Å~<p <Å~ 2] par hypot6se,

il existe la ttansform6e (](x,J!) de I?ourler, dans La, de cette fonction

.a (zJ, ru). Or on a (g.2), ot) la convergence est born6e dans tout clomaine

fini oti la fonctioii .cr(-zt, -z,) 1'e$t, On peut donc avoier 1'6galie6 (io.i)

de mame. '    11. I'.es deux derniers th6or6mes donnent le $uivant :
                   e•    Slf(x,y)(tSV.n"[iÅ~<px<oo], et sl F(x,y) est- de7nie comme dans
n07; alors on a la felatzbn sul"dante:
  (u.i) f(x, p,)= :i. S:.S:..iv(zt, av)ei(xu+yv)niztdzi,

                                         (C, !,i), Presaue Ptx'rl'oztt.
    Prenons, en e'ffet, dans les th6ore'mes des deux derniers num6ros,

          g(zt,w)=:i.i; S.tsi,y".t<i,31,l;g)' '

alo'rs on a
  (ii.2) G(6, 71)== 2I. S".-.le.-,e-i(Vb't`+nv)(lual.rvu

                   I et;X-I e'•nJ'-I
               nd - -                  2T z'8 iv
               = 2.Sin\Jv.sin-.,"zay e•i UX,"iY.

                  n6 7/
Toutes les hypotheses des th6or6mes des dettx derniers num6i'os sont
donc satisfaites. Il en r6sulte que
  (i i •r)) Sl ji f(ip, w)aiu aiw -- # S:.S :. Sing 6x . sin,ir' vJy

                                     x"-.+yn                           x f7(& v) ei 2 d6dv.
    Premier cas: P=i. On sait qtie -2!X(g, 'e) c. L(:ggloooo), et de

pi"s, que 3e second membre de l'egallt6 (ii.3) peut s'6c'rire, gt'EAtce i

           ,i. Si Si (izttiwS:,,S!:..F(6, Ti)e'('`"ts'+"n)dsarv ,

ce qui donne imm6Cl{atement 1'6galit6 (ll.i).
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    Deuxi6me cas:p>i. On a, dans ce cas, en vertu de 1'in6galit6
ge.n6valis6e de I-I61der et de l'6galit6 (ii.3),

       ' Slsif(z",.,,,,. v
        x< ii.[S!r,,Sff. Sinev<-FtL,6v . sir/sl'i/Ly e,ig,iv]-i;-

          ,          Å~ [S:.sc.m(e,v) ipd6,iv]"•

  (ii.4) -i[S:.sc. X:i,iO 5'Sige a2fe 2.4,Åë]S•

       ' Å~[S:.Sf.i F(ev) ipds27,]i

        -< `S'f[ (l'i2.".l; Se.SS. sv,ie sigip g,o,Åë}" -

        Å~< ; 2vavx-y)ÅÄ,{,,,l.-,, sc.Sr. sionO sits,O ado,lÅë}-i-Å~<fi,,2,(ag,)-i;,-.

       QSi l'on prencl . '
          G(.,y),-I.-7.lrr(i-ib'i)(ipmiil'l[)ei(XU'Y"' liSZi.i,tlii,l./Sl)'

          b"(ntg• -e) = ,i. Sf.Se.G(ze, -d)e-'`(t't`+nv)a{u,lw

                   =: t.,}Si'.S-:(i-iiiS•,i)(,-iÅív.i) ..

                      Å~ ei{(x- L;)u+(y-n)v}dztdz,

                   tw i i- cos U(x -- e) i- cos Ky -L v)
                           --

        .et par $uite toutes

    1.numeros sont aussl
          ,i. Sf.S

        M .L' il]Fp,r S

        - ., u4 vS

     rr:'up-r (x-e)2 Ca,-'t2):'
  - 4 .siR2S.-U(Jv-6).sin"'tT.-T7(.v-?7)

     rf] (fV (x-6)L' (y- 77)-"' '
les kypoth&se$ de$ th6or6mes cles deux derniers

 satisfaites. Il en r6sulte que

-:(i - l bt i )(i - l bt l )F(2t, w)e'("""y")tlutiv

T.Sff'.f(4,v)sini-X•M-(g)pm,,6)•sinL'//l,ViF,T)muv,

                                      (C !, i),
r.SZ..f(x+6,y+-e)sin26,3r.,(;i8 sin2rp'k. P/rp d6dv, (c,,,,).
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    O. r, 1'int6grale double du dernier ineinbre existe comine i'int6grale

double impropre cle M. I'.ebesgue. En posant, en effet,
        .fri, i(6, "o)= Si S:f(ze, -d)(lzt.tlv,

on
 a S,'YS,}'f(x+6,J,i+-t/) Siii2//I.,Zr/g $iii"'//-i,-M77 d{?lt(.2

       =A,,(.rtfLi--iyT,.J,-s. y) $in2--.//-gi,IL2X"i sintttT,-,il, y" '

                                       '                    UL' sin2i•,rVY         -fti(X,Y+Y) .,
                     4 IF- .
         -f"(x+,tx',.v)Siii'//lir(,l'kY' l-4:+/i,!(x,y) Cil"' llil:'

' um sin l',tt,",l7Y S:1;-•.(.+s,.-F y)ktl(s•ing',t, (/6 )ds

         nv Si'iik.g,ZN j,Vft ,(.x+.rw, p,+7f)fai ( Si'il"tt, Vrp )d-o

         + ',./`' SiNifa(x+6,)•)-:.ii-.g ( Siiil;-l/ U6 )d6

         + (f:' Si'fi•i(X}y+•o)IS•-( Siiiii,il`vaV )dv

         - SgYS:fu(pa+e,y+ v)-Åí,i,( si"i,3'? (/6 )f,S-( sin'l,S/ i'ne )d6dv,

et 1'on voit facilement que cette derni6re expression tend vers une
liinite lorsque .LY et Y' tenclent vei-s 1'infiui, en ve'rtu cie (R.4.).

   D6signons maint'enant p.ar 1?t et I'2 cleux constantes positlves
satis/faisant aux relations l ft, ixl<ll5i,. IL'int6- grale clouble du dernie'r inein-

bre de (ii.s) peut alors s'6crire sous la fo'rme suivante:

         .t21}v{Sk'k,S//k,+S:.,S:,+SJ.kiS:,+Sr.kiSr.k2+S:.,SJ.k2

            +S:•,S//'"S//',,SZ+Sr.k'Sk',,+SE'i,,SJ.k2}:tr.",f,.

   On a, d'abord,
        1"'== .L•bvSkco.,S:,,f(x+6,p,+v) Siii21,i".',(f6 sint;,;,V'e dwv

          ,., 4sin'/'iaol.i';szli./ii:i}) l;'rlL'2 f,,,(x+le,,y+1?.o)

            +4-.Sl,itt}i5,i/7'2S,co.,fu(xKy-Yk.o)

             Å~ ( -2.sig.i2tlr' U8 -}-- (]/Si,le',,C'T6 )(l6
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            + ",;l,itt}i.C,Cf,ei i,ca,,fu(xrt-ie,,:v-t-v)

             Å~ ( -2sirptl2ty/v + H+.2.j{gtSt,T'"'emu),lv

            + .L• ///p,- Slas,co,, fi• i(X + g• y + u)

             Å~( nv2Siti,2t7s(fe + Usli},U, i8 )

             Å~( -2sivnS't•thri•'7/ + V$tlivt,VT )d6av.

                                            -Or on sait, grt"Lce 2i (ii.4.), q"e IA,i(x+e,.v+rp) [x<JA (x+6)(y+Ti)1i' •

l)onc on a, en vertu du th6or6me cle INf. T.ebesgue et Riemann; po;z'r

lgs valeurs finics fixes de lei et /?2,

        llm f..-mo.
       u, yÅÄco
   O]i a cle me'mc, lim /3= Iim ./i== lim Is==o.
             u, v"co u, y-)co u, r->co
   Ok a, ensuitc,
       J6x .,•///p.Skco,,Ski2k,f(x+6,yÅÄv) Sin:il'-.,(/4 Siii2i/IE,I/v d&lv

         = 4S{B".'tl,luMi;.SKI.llll.sZ'J"'fe2 [f,,,(x+le,,Jy-k,)-fi,,(x+IJ,,y+/?•,)]

          + 4.S,l,tttii/litIl,I2-S2.,[f,,,<x+6,y-K•,,)-f,,,<vx+6,y+k.•)]

                 -           Å~( --2sitl,,L'x.i.r(/e + (/slii,,(f8 ),l$

          . -i-.sl,i2;/lilil't S//,,fu(x#?i•Y+V)

            Å~( ---2sle\,2--Xo l"v + l/Slltv,I'V )d'e

          + n"' i7J/' Skco•, S// k,A i(X + 8, y+ rp)

           .( m,sig,'2gu6 -lnv Cfsl,i2,(/g )

           Å~( --7slol{.}L'-,lijI.'?7 + If'sll;,I•r7 )al6(lv,

d'ort 1'on tire aussi

        ]im fs ==o.
       u, y"co
   On a, de mc"')me,
    . Iina /r : lim /g : liiin ,1.g== o.
       u, yÅÄ oo u, v" co u, v" co

   -v
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    On sait fin'alemenÅí q/le Ii est 1'int6grale double de M. IFej6r, et

1'on a
          .li.!3i. /t==f(x,y), presque partout.

            i    P.lr ConSeque!lt, oll .1 '
          vlts>i,, ,i. SY.S:.(i --" i b' i)(i - iii'l,i)

               Å~ 1'(zs, w)ei(`""Y")dztal"d --.rm.f(x, y), p;'esque partout.

C'est--et-dire, on a

          f(JV,p')= :in Sfi.S:.17(u,z,)ei(XU""")al2ialw,

                                       (C, i,i), presque partout.
Notre th6or6me est ainsi c16mQntr6.
    12. Nous avons dotic, en vertu cli} th6orcTme du nO8 eÅí de cel"i
dtt dernier num6ro, le th6oreme fondamental suivant d,kns la classe tSV.Y'

[iÅ~<Px<oo]:
    Si f(x,y) c tg)P [i Å~<px< cx)], alors

  (i2.i) :i. S:.Svr.f(zt, "u)e""`("t`""")dzcdor->.P'(Jv,p,) E LP (:ooool [][il),

                                        (C, i. i), Presazte Paftioidl,
el cette fonctibn tiX7(.x,y) esl la transfor7iide de 77oari;er, dans TL", de

f(x,y), et l'on a
  (i2•2) f(X, Y) = 2i. jf.l:.F(u, v)eiCX"'"V)d,utl-d,

                                        (C, i,i). Presaz(e Parloztt.
fl esl a 'revimrt7z•de'•i' i'ci azde la fonclion F(x,y) esl borne'e alans le cas

tS)1oo.

                              '
                      sg2. La classe $mp

    13. Soit F(x,y) une fonction mesurable et appartenant iL lck classe

Lp
(:gg; gg) [i Å~<p<oo], et si, en plus, 1'int6grale double

  (ir,.i) i. Sr.Sf. e`'`,X.,7i eiV",.tt, i F(zd, ed)al?.eal-uwh-f,

existe coinine une int6s.rale-L ERd6finle; alors on dit que la fonction
.F(r,),) appartient 2t la classe LSV.1*P[iÅ~<P<oo]. Soit "2E7(x,.y) une fonc-

 't'tion bornee et si la $oiiime .          ,
  (I3•2) 2i. SL,Sl, eiXi`.zii I eiYz"..tiwwi 17(u, v),l•ualv '

      '+,i.(SrSL,ÅÄS:i.IL,)/tS"i' ei'i..-i.F(zd,v)(iitdw .

-

t"
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        + ,i.(St,Sr+SL,S:i.) effl,l, i <!,I .p•(?e,-t•)(i7tdo

        g ,i. (srs:+sJ'.sr+s,cos['.+sli.sl'.)

          Å~ e:`ec elY" -tz7(u,"d)d2tded=f2

            ZU Z7., -est soinmable-(C, i, i) et si cctte somme existe comme une int6g'rale-.L
ind6finie ; alors on dit que la fonctioi3 u7;'(x,.1,) appartient 2t la classe
,tE * co'

    D6montrons maintenant le th6or6me suivant :
    .9i -tP'(x,3,) E S?*""k Å~<Px<oo], el si

                  o21t         f(x, ]t) =,                            (Poztn x<f5< oo),  (i5•3)
                 oxdy
                  OL'f.               = Oxd) (POZf7' P :oo),

alors la•fonct2:on. f(x,.v) aPPavtz'ent cNz la classe SV.i"[i Å~<Px<oo], el la fonc-

t-ion F<x,.y) est Za transforme'e de 11o2ts'z'er, dans f.", de la fofzclzbn

    Consid6rons tout d'abord le cas otn <..P<oo. Comme on a F( t:,y)
( tV\' P par hypoth6se, 1'int6grale double fi existe coinme une int6grale-J..

ind6finle, et donc elle converge unifo'rm6ment dans tout domaine fini.

         7;'(x,.y; Ui, i,7')=: ,i. Sf.SI.(,- iY)(,- i/i• i)

             Å~ f(71, ?y)e-"i<X"ÅÄY")tl2t.alw

        = esZ.S:.alst(i "- ]Si )e"im} ,d., {(i- ii'.i )e-`y"}

                               '             Xfi, i<ZL, "U)clual-t.,

         : 4i.,•,S-U.Sr.d{.t {(i - i (e/t I )emix'th} aldv {(i - l iv71 )e-i-y,,}dud-,,

  (i3.4) xSff.Sf. d`i't;i eiYi.,-i ,zr(g,v)dgav

        = X.t•ST.See."i'<6• 'e)ewvSS.Sr, ,al,, {(i - i zf',i )e•-i•xu}

             Å~ dd.d {(i- [i'.Y.l)e-iyv} eiX'z'.gi ,eiYnz.v--'i 47t.nhd

        = .,,u` uSf.S:.77(6• 'e) Siii:2gk"U(if.);. ") • Sin2//'vTillgV,,)d,, •i'') tl6,?iv

      'ta = .,(4,v., Sr.SS.u'7(g+x, v+.o,) Ski2i'i U4 . Siii///, Jfv ,l6d.e.
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    Pour ie cas oti P==i, ona '
        "' iL:[i.Sl.l)(x,.;v; u, pr)l(ltc?Ily '1

        x< .,.,,4,,,.S:.S:. $iii"E}'s,Ug S'ii2/k/,,'/v dede,

              Å~ Ifi.ST.i -7;'(g+x, v+.y) iti.,(.y<. /if;

et 1'on a, S?t cl6signant un eRsemble quelconque,
         lleli 1'( v,s,; U, 1•') I,ix,(,3,

 " Å~< .,• 2,. Sf.Sr. Sii}i'tS as. sin//l/' T7v dedv

            Å~ SSvfV7(e+x, 'e+;y) Idx(l.a.•.

Or oR sait, par hypoth6se, ptie F(x,y) ( L(:ggl gg). On peut donc,

pour' e(>o) assez petite donn6e eL 1'avance, trotwer une. quantite' 6,

inci6pendante de 6 et de v, telle qu'on ait
         SSglV'('ft+",V+Y)idXd.y-<se, si m(t)'Ox<6'.

Il en r6sulte que
         SSg" 2P(x,],; U, V)l(l.v(lp,.<xE,

ce qui prouve qtle f(x, .1,) G' 5V2{.

    I"oii'r le cas otk i<P<oo, on a, g"t',"'Lce SL i'lnck.g"alit6 g'eln6ralis6e de

Iil61cler,

         E 77(Jv, .a, ; (L l") l Å~< .u) i7v

               Å~Il:.l:. Si'itie'('r"fi Sitit"';TtTV F(s+x,v+3,)l"dstlv}"'H

               Å~{S:.S:.i sintXe'Ue sin/i'i'rv lf?dedv}-ilve (e=pl' ,)

             -< (.'i.II){}- {lrr.Sf. si",//'Ue sini;••v:-e

               Å~ F(6+"v, 'e+va,) i' dblv}"' ;

                  'ce qui donne
         Sr.S:.1-F(x,.3,; e71, T7)lp,lx4y

             k'l.flli[,-,l:.SZ.Iuz7(x+6,.,+,)If)t.dy .
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                .Sil.Sli. slii-l)(/41 sinl,IT/'v p,l6,,(v,

cl'ort l'on tife

          S:.Sf.I-F(x,.y ; U, I-7)Ipalst ,?i.yx< M,

ce (]ue prouve que f(x,s,) ({ .g?rf'[I<p<oo].

    0n voit ainsi que f(x,.J,) appartient 2Ua classe ,g)"Ii<xP<oo]. Il
reste donc tL ailf}rmer quc la fonct=ion .77(.rtr,.;y) est la transforme",e (le.

Fourie;r, clans Le', de ia fonct{ori f(x,.a,). I! suffit, pour cal.k, de vok'

que
          .tV'(x,.ly ; U, T7)---->urc(Jv,.3,), presq"e partout ;

et ceci est nianifeste en vertu de (i3.4).

    Si 1'on zitllise f). au lieu de ft, on peut alors itflflLrmer que l'int6-

grale con'espondante converge aussi par zm ar..crumcnt analo.,o.'ue, et que
f( V, .V) E S?ca.

    Notre th6oye'me est donc d6montr6. • '
  ' l4. .9i f(x,s,) (E L{>P [i Å~<px<oo], alofs .rc(Jv,.y) (. tgp*,' [i Å~<px<oo].

    On a, eR effet, dans le cas oit iÅ~<P<oo,
          -r.iz-S-co.Sf. e'"'li i eiYi..d-i -z'(2t, "u)aiuarw

  (i4•T) =: ,i.,,","p,.IZ.S[.(i- lÅí';l )(i- liI)f(e,v)d#dT,

                Å~Sf.S:.-el'it/IIII,.S.:Li- ""'4,",t)ii e,n-'("liat+'p')ar..r,,.

'Oi'  !'7e(6, v)= ,i. S:.St.di,rc<,,, -,,)ei(g•tt+ntt)dudz,

             ' = ,i. Sf.S:..Z7<u, ?•) ,$ ( {1;"li` ) ,(i, ( l"l.;" )dy,.

et l'on a '
          S: sif(6, ,)dgd,

              = i. Sf..Sac-.Rlz , av) e"Mil-z.,:-L e"Yit;J i (l2t.clz,

              = ,i..S:.If. e-iXl,iii ei"i..-T

                Å~ { 2i. Ssu-.je.f(s, l)e'-i(us+vt)al.sdt}alud-,,

               :fo,,il]"IY.Sf.S:,"nt Ii )(i- i,lll )f(s,i)aistii •
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                Å~ S:.S:. efXz'`.2pat"i eiYz".v- i e-i(stt+tv)t?i7.tpt.",i.

      'On voit donc que l'expression (i4.i) est 6gale tL S,XS:'f(6,v)algdv. I!

en r6sulte que u7;'(x,p,) E t"?*' " [i Å~<p<oo].

    On petit aussi kcMrmer que cette propositlon est r6alls6e pour le

CclS Oti P= oo.

    15. Il est aussi ci remarquer, la pfoposition suivante:
    soit .27(x,pt) ( Lp(:gg; gg) [I .<.px<oo], el si l'zbzte.crrale do2tble

  (Is•I) 2. l. S:.l:.F(21, z,)gi(xu+yv)d?.tdv

conorerbcre Parfozdt z?efs f(x, y) c7za' esl .ffnle Pa•rYozttf et aziz' est inle'gptable-L

dafzs tout domaine fni; a•lors on a 7;'(x,.a.,) E {g)*", et uette fonctdon

/7(x,y) esl la lra.nsformde de 77oztn'cr, alans L", de la fofzclzbn f(x,y).

    On a, en effet, gr2Lce 2t F(x,;y) (!! TL", par une part de l'hypothese,

  (i.s.2) See.S.co-.(,\iiiS`,V)(•ril)tS,,) alxdy

              x< {SS.S:. I F(x, p,) I pdxdy}"

                Å~{S:coSfica (,+.o.)i(,+y,) IedJt'dy}tx<,v.

IF"n utilisant donc 1'autre part cle 1'hypoth6se, on peut, avec IE. IPollard,

affi.1"mor' quo. .

          Si Si (isa'iSI S:f(it., r,•)d2.tdo •••

         : i. SLSL eiXU-zil.l{, 'i{nti e{Y"-;..'27-i 2rc(u, r`,)cl2ialw

          '+ ,i. (SrSl,-i-S:Ljl,) elll,l eiY"-g•IJ,y"d-i.ix7(,,, -,),in,i.,,

          + ,i.(IL,S:+SL,SIL) e'`X'`pm-,S,i`-i eil;, 77(2t,-d)d2.tarw

          + ,i. (S:l,co+l:Llr+l,coSIL+S:hSJ'.) /g.i,l` li'l," 7;<7t., -,7)im

          +Åíermes finis.
    Il en r6sulte que
          f(x,p,)=: irr o2'2Bl, S2sS:. e'"ii.2-.-i i eiYi'.z-, i -F(7t, z,)alzt,"d,

                         "     - -•-ce qul prouve notre proposltlen.
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                      sg3. La classe L*p

    16. D6signons, pour abr6ger, par f(x,.1,) E S?" LP' [i Å~<P-<soo, i <xP'

x<oo] le fait assocle' f(x',.3,) ({ S?P et f(Jtf,Ji,) ({ L"', et par ar..rt" 1,'t classe

tVPLP.

    IPour la clEsse ,S>PLP' d6moikrons le tl}6ord'me suivant :

    Si'f(x, .y) E tg>"L"' [i Å~<x5Å~<oo, i <.?6'x<oo], alors la fo7zction f(x, Jy)

a sa- Xra7zsforme'e de .Foz"rz'er uZ7(x,.t,) dans L", el ceXle.foncli'o7z uZ7(x,v3,)

a•PPartlenl ii la classe S2"ZP, el ale Plzts, la fo7zcliom f(-x, --y) ssl la

ITansforwze'e de Ji7ouTlept, dans L"', de la foncXz'ofz •2Z7(x,r).

    Consid6rons, en effet, tout d'aborcl le cas oti i Å~<P<oe, i Å~<P'Å~<oo.

Dans les th6orhnaes des nO g et io, posons
          G(6,•,)=Ii' , (glflSX<Nk.f)•

                 to, (aille"rs).
AIQrs on a
         .cr(-22, -7,)= ,i. SÅé.Ico-.([,r,(e, v)e-i(teL;+vn)t?lrgt?lv

                   = irr S: S:e"-}(i`g+vn)al6dv=: irr I ;leed-"iX" I -is-tyv ,

cl'o"i il r6s"lte que

  (i6.i) SiSl77(6,v)d9dT

              = -S:.SÅé. inv,f,;i"za i-,f,-i'"f(,,,,,)al,,..

    Or on a, d'une part, f(x,.t,) E L"' par hypoth6se. On voit donc,
grace 2L la proposltion c{u demier ncun6ro, que f(x,Jy) (I S?r "'P'. D'oti il

r6sulte, en ver.tu du th6ore'me du nOi3, que .F<.x',.J,) EII S?i".

    On a, cl'cxt}tre part,f(x,.lt> ({ 52-" pa't' hypoth6se. On .re donc F(v,.fy)

E LP. On voit alnsi que 77(x,Ji) E tl>"'.LP. Il en re'sulte q!icf(-x, -p,)

    Prenons ensuite le cas o)! P=oo, ix<Ptx<oo. Comme oR a dans

ee cas
          F(x,.3•)== .i. ."tai.Sf.jL,(,- is•,i )(, nt EÅí1}i )

                  xf(21, "d)e--i(xu+yV)d2tdzl,

la convergence 6tant bieR enteBdu born6e, on voit qtze
          Si SI Jrc(6• v)tnelf== ,'. ,,twi.Sff.Sr,(i -- ig'i,Ii )(i - ib'i )f(7, ,.)
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                 I --- e"' ?Xtt' I -.-. e "" iYl'
                                (lztarz,.              Å~
                   ZZt lrvd
On peut donc retroLwer ({e m6me le r6sultat veulu,
    i3(otre tli6or6me est ainsi d6montr6.

    17. 0n peut en de'duire le tk6orbme suivant: .
    Si f(x,.y) c L*" [[ <..P-<. oo], alo?'s .P(.y,.1,) ( f..*".

    Ce th6o't'bme est fondanRental poL}r la classe ll.;}`f' parce qu'il y a
tme pi'opri6t6 r6cip'i'oque L,xiiti"e l.i foiictioii et' sa ti"ai?sfo}'iii6e clc I?oziTlei'.

Il y a bien entenciu une cli. sse cles fonctions r6ciproqties en ellcs--inanaes,

mais nous n'y totichons pas ici. TouteÅíois, i! est EL remarq"cr que
.Lik+Paf..P pou'g i x<Px<2. mais qu'il ne s'en suitpas n6cessairement que

f":tr'Pc:nr' pour p>2. Ai algr6- cela on peut .reffxirmer la proposition

Sulvallte ;

    Si f(x,.v) G tSV?" [i <p<oo], si /7(x,.y) e.st ja tt'ansÅíorm6e cle Foruier,
clans l.P, de ia fonction f(x',:y), et si

  (!7-I) g(x'.y; (f, I/P')= irr l//.II,f(?t, ",y)e--i(xu+yv)(l•u.alev,,;

alors on a
  (i 7•2) .j il j}. SE .S: .i F(A)', .y) -g (x, y ; cr, Ji) i i'alxalJ, -- o,

ce qui affi)rme qt}e la Åíonction 7(Jv,.v) est aussi la tratn$form6e orcli-
naiye de Ii"ou'rier, clans LP, de f(.fv,p,). Inve'rsement, si la fonction
f(x,.y) satisfa,it E't la rcltation (i7.2), alors ./'(Jt;,.]f) `E tSb", et la fonction

1;' (xiJy) est la transÅío'rni(3'e, au sens jusqtt'E'L p'r6sent, cle Ir'eurie'r, dans

.L" de ia fonction f(x',p,).

           III. La Quasi-aRalyticit6 faisant usage des
                    transform6es de Fourier

            sg 1. Une c}asse quasi-analyilque dans LM:'P

    l8. Soit Åë(2t, z,) une fonction positlve, d6rivable clans le ctomaine
(gl OooO) eg saisfaisant, l)our' chaque va!eu'r positive d'un pa'rambtre v,

au condition
            t?I          zt det Åë(zn, vlt•)too avec u->oo• ..
D6signons, comine dans le n0 3, par Ar('ii,vu) la pa'rtie entie're clu procl"it
  aerÅë(zs,vzt)

u ,alors ona     al2t
    Åë(i, v) -i- Sf 2V(Z,`i VU) d2,x<O(R, pt)

                         <Åë(i, v)+2ogle+SIL' Af(2,"i "u) al.,
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   '   '
oiNi pt =vle. Or on sait qu'on peut constrtiire tme fonction entiere
 co oo= ;iE] C.,.RMT't (oti C.,,,/>o et o"i lim "icr'C.,,,,=:o), telle qu'on ait

e)LrmO?tav=O "t+7t"OO          logT(1?, T)=:Sl"' IV(7/fi "i`) ale`,

o"i T(1?, 7') = maxC.,.R"tr'i = Cx,.leXrpa, N(7?, r)=:2(7?, r)+#(7?, 7').
          7n, , ?l. )e
On E}. cloiitc

          ip(i, v) {- lo..o- .T(A. N', r) <O(/t', f')< Åë(i, p) + los,'{R T(l?, r)}. .

On voit donc que deux lnte'grales doubSes

          SrSfiog•Tve,r)`,i.ll\, `g et SrS,bu,z•)gi,{,} d,;';

divergent ou conve.rgent en ineme temps.
    Conside.rons maintenant la ?oncrion f(x,y) app,artenant 2t ]a classe

L*P(:ggl oooo) [i x<Px<oo], inde'finime.nt d6rivable cians ce domaine, et

sat{sfEListlllt aux collditiol'ls suiv,kntes :

  (i s.i) ./("t""'(o, o) =o ('.i:. :Il g; l} ':; I:),

  (i8.2) 1llll'(Å}?t, !"d)Ix<//le-ip('W') (A: constante),
ott -!;'(u, 7,) est la transforni6e do Feurier de f(x.pt), c'est-E't-clire

         F(2•t-, ?•')= ,i. I:.SZ.f(x, s,)e--i('ux+vy)alxalj,.

Sl l'int6g"rale dotible

  (is.3) srsrth(2t•f•)g.ii {,f';

clivei-ge, alors la fonction f(x,y) est identiquement nulle.

    Oll .a, ell effet, d'tme pa'rt
          V7(Å}u, Å}z,)l x<AeMipC"' ") x< /1 exp { - ab(i , y) ---log T(u, rvu)}

                     = A x< A
                        7"(2t., 'u') C., ,,2tP7,"

pour toutes valeurs positives enti6'res deP et e, et l'on a, d'atttre payt
         f(X,J') : i. Sf.Se.F(zt, z,)ei(xtt+,Jv)alztarz,.

    I)onc on a
          lf(m+?,)(.fv,Jt)1 = l i'ie;'i S:.Sr..p"(u. z,)2d"}-,,7tei(xu+yv)ciu(lvl

                    x< ,i. S-ee.lf. I /7(u, -d)2tm-dot l al2td-u

                                            (7ii :i; gl ll i.I 11l)•
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   En prenant ici P==m+2, a=n+2, oii voit q"e
          lf(M"""(x,y)x< c,..4. ,,., (7I3.ii;gl iTli.l:I)'

    Consid6rons donc la fonction sb(Jv,Jy)=:S:S," dSalv S,lj S: f(u, w)arutl"d•

A.lors, e13 posant M.,,, = I/C.+2, ,,ÅÄ2 (Zl)tOo), on voit que Cette fonCtion

Åë(x,.lt) satisfait aux conditions suivantes :

                                (:ggE:-E. gg i 7;::g: l; i.; :1)•" lip(mÅÄ")(x,y)ix<AMm,n

                            (7;i. :ll gl ll ;I III)• '         syt ("'+'t)(o, o); o

et de plus,]'2nt6grale doubleS,coS,cologT(7?,r) `.lz?L31?, glg, diverge..or vo{t

donc, en vertu du th6ordme extensif cle ]NtlXl'i . I)eRjoy et Carleman que

hc fonction te(x,Jf) est ideRtiquement nulle, ce qui prouve que f<.v,y)

1'est aussi.

   ' 19. Supposons, au contraire, que l'int6grale clouble (i8..3) converge.

Alo;trs, coiinine on Ie voit plus haut, 1'integrcile double

          S,coS:iogT(R,r)`.iil}, al.',4

conver...o'e aussi. On peut donc, en vertu du th6oreme fonclamental du
/e,e ;fi,cl?.:to,:.,},'l/I,E;,?.;'zz.(I'as,ge?meiFX.)ii.e,met,I2,ll•,fiSiX';S'1.'iii.Oeail/i'lt/7qll•i-

noR n6gative et v-e'rifiant les i`elations

         fi(M"?i)(a, b) =fi(M"")(a., bi) =fi(M"")(ai, l?)

                  ..ff"t+")(a,,b,)=:o (7,7i,Z'g;l;;i:I),

          lf,(m'o"(Jif,.r)l<Ji}4,..,. (SX`Å~.l,;'SC:'.7,li71ii-illig;l;f.;:I)•

    iPosons clonc

                               (7xC.ry,:.`7:),         f(x, .J,) ,,. I A(x,.a,),

                               (ailleui's),                 l o,
et consicl{5rons la transfo't'm6e de Fourier cle cette fonction f(Jv',p,), c'cst'-
ica-dire

          -trc(7t, w)= ,i. Irr.l:.f(x,p,)e. -i("t""'y)d.x-al.3,

              ' = ,i. S:)S9,tti(x,.a')e'-i('t""'b'tl.y(?Iy.

Il est alors ais6 de voir que
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                        '             iuP(zv,"u)x< ,.I,,Ii.I.,l,, S//iS,b,i

                       Å~ Ifi("`+")(x,3)Itixti•]'Å~<A lzd`lfll,l,'i't"p, ,

   cl'ot"i '!'on tire

             IF(z`, v)l Å~<.meiy, 19,iif,lifi';,'l',, : T(1,fii, l.,1) x<Ae--")(i"i'i"i'

       En remara.uant qtte
             S.co..S-co..l .F(zn, -u)z`m-u'Llal•utliu• x< Atif., ,, ('Ii, ,um.,' g; l: /7; :::),

  on voit que la traiisform6e de Fourier de ](zb, "d), c'est-t}-dire

       i f(x,y) = i. Se.lf.F<zt, -d)ei(xu+yt')dzdd?r

  est ind6finiment d6tivable et nulle saxtf le domaiiie (Z'jZl).

       Nous pouvons donc 6noncer Ie th6or6me suivantt: .
      Soit Åë(zd,"u) 2inefoncli'on f5osiZiFde, t?rdn'"dable alans le aroneai'ne (g; ooOO)

  et satlsfadsanl,Poz"r cliaazve "dalezdrPositz'we tl'itfz Jbaraml'lpte v, d la con--
  allllon zs al ip(zb,vid)Too a"dgc zt-->oo. Soz'l C ztne classe ae fonclions

           dlt
  f(Jt ,:y) a?>fsarlenant a la dlasse L" i'( :ggl gg) [i x<px<co], incl61i2nlmenl

 , de'rleuables alans ce domai'ne, et satisfai'sanl di la co?zdzZz'on szdz'"uante :

             l F(ze, "u) l Å~<Ae-ipCui, ivD,

  oit F(zv, zj) esl la l•ransforme'e de Fouri'er ale la foncli'on f(x,.at). Alors

  la condilion ne'dgssai'pte et szifi'sante Pozir azte la cnylasse C soiZ auasi'
  analJytiazde eSt azte l'inle'.frptale aloztl?le (i8.3) tli'"der.(rE.

      20. Nous pouvons imm6diateinent en d6cittire ie corollaire suivant :

' SoiZ O(zt,"u) itne fo7ictzbn satisfazkant azasc conali'li'o7zs alzb alerni'er

  llie'orDfrze, el soiZ f(x,.;y) zo7ie fonction aLiij2bartfevzant a la dlasse .LXiP

  (:oooo;oooo) et saXdsfaXsan.l t) la condzZion sza'wanle

   . If(x,.;y)ix<Aeum"t'(i"i'iJ'i) (oiti A est ufze constante).

  Alors la ali"uer.cre7zce de l'lnte'.crrale doztble .
    (,..,) s,cos,eoÅë(.,,,)t2,e,[A.f,, al.,,Ly,

  est la condlti'om ne'cessaire el sztffilrante Pozsr 4ue les relaXi'ons

    i. On voit aiRsi clue ce tlietorl me e'tencl, clans un certain sens, notre tliCx)rbine dans la classe

  ZL2 clejit exposC' dans mon AfC'moire (III). ]itlais tous les deux sont utilisables.

fi
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  (2o.2) sc.Sf.f(x, y)x"Y'dx(l.y ==o (74i, i. g; ,i; i, ;I:)

z' 77ipli?/uenl r77te la fonctiz'on f(x,y) est z'alenlz'gn77ienti nztlle.

    Il est (l'abord clair que la condition est' •suflrisante en vertu clu th6o-•

ruFme p'r6ce'clent. Ensuite, la conclition est Etussi n6cessaire. Soit, en
e'ffet, 7;'(zt, "t,) la trapsfonn6-e de Ifotirier cle la fonction f(.x,p,). On voit

alors, en vertu du th6oreme fonclaiinental du nOi8, que uZ7(2t, T.,) ({ L*P

parce que f(x,s7) (F. -L"(" par hypothdse., Et la transÅío'rm6-e de IFourier

de cette fonction est f(Jv,.3i) elle-mGme, qui satisfait 2t la coiidition
 lf(x,y)l c{ Ae--di(lxi'iyi) par hypothdise. Or on a, grEAtce EL (2o.i),

          Fon+7o<o, o),= Z"li.":' Sf.S:.f(x,J,)xmJy" nixd.iy :o

                  .t                                               (7k-wwwwgllli.i:1)•

ce qui prouve que li'(zt, "t,) est identiquement nulle, et donc f<x,],) 1'est

aus,si. Notre corollaire est ainsi d6montr6.

             sR2. Antre forme du th6or6me du nO19

    21. ID6montrons maintenant le th6o'r{>me suivEmt:
    tLa conclgdslon arzp tke'optbme dzt nOig est aitssz' z,a,lable aiianar les

co71dlZio71s

           '           1.l (zt, zi) l x<x`/le-{"(u't" et YooYce 9E'(?2',;">-(lu(l-., :oo

                               JI JI ldffd" ""'
so7zl reviplacdes Par

  (2i•i) S,coS,co :ii,? `.ig.; iogS,co,jil-i7(g,r,)id6al•v----oo.

    iPour la cle'inonstration on do`it reiparquer le letnme suivant :
    Soll f(x,.a,) 2tne fo7?.ctlon aPPertenan.t d la. classe L;i"' [i Å~<pax<oo],

et soiZ .l7(zv, "u) la lra7zsfor7ne'e ale Eoitrz'eT de f(x,si). .Si' la fonclz'on

f(x,y) est nulle Presaite Partiout dans ztn certai'n domai'7ze, alo7's on
peztl ifo2ijburs lpto?t77er ?dn.e fonctz'on fi(x,.v) non da2tlz,alenle c'i feetl sans
t2rue f(v,JT,) le soit, mai's mtlle alans ztn ,eectan.o'le (:;Sill<l:iil,ll<!l<.-Z.f.).r                                                          ), el

satz'sfai3ant di la coxzaiZz'on

  (2i.2) ifi(x.y)lx< (,+.,",gV)(T,+J,,•) ,

oi" e IV esl u7ie conslanle PosiZive .)Cinth, az,ec sa lransformde are FoztTi'er

"ue`riJi7anl' la co7ialllion

                          N  (2I.3) l7}1i(u,"d)IÅ~< (I+zeL.)(I+ptd2) '
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    IF'our ararnier ce leirrimc, soit la fonction f(.ftr,Jy) nulle dans un

rectangle clont les c6t6s sont des longueurs 4U et 4P'Z AIors il e$t
clair que la fonction
  (2i•4) bcr(x,y)== ,i. If.j:.(i- .ii#l )(i- li t] )f(x+g,y+'e)`lc""(1'e

est nulle dans le rectangle (: UT...: 7.). Or on a

           2irr jf.Sr.(i- l(Xfi )(i- lpYr] )e-i(7`xÅÄvy)dxdy

                   8 si n2-g,• lr7I2t si n2g,, Ttzr,,

              - ""                               .                 rr (f l,r u2 .u2 '
ID. 'oz"i 1'oR t{re que la transfo'rm6e cle Fourier de la fonctioti bcr(x.j,) peut

$'6crlre sous la forme
  (2i•.s) G(z`, z,)=: .(8TIT ,ny•(u, .u) Sin2;i)i.U, 17t sin2.u,.i,-.,l/?J .

    En posant donc
                         si n2t2',• sv si n2e! J),
          fi(X,)')=4bcr(X,],) ., . ,
                           x" .y"
on voit que la transform6e Cie [[1'ourier dL'x cette fonction fi(v,Ji,) peut

s'6crire sous la forme -  (2i •6) F! ('u, "u)=S,.:ISi,:l(-[)rr(g, ?7){i - l zb-g l }{i - l z, -v[ }dg"tii}.

    On voit donc, cl'une part, que la coiidition (2i.2) est certainement
satisÅíaite de ia ci6-tsfinltion m6nie cle la 'foRceion fi(x,.y), ee d'autre part,

que la condition (2i.3) est aussi satisfaite, grE"Lce aux (2i.6) et (2i.s);

cal' , oll a
  (2 i •7) l Fi(z`, "d) l Å~< (, -}me ,,tX, + .,,) Sil:I S,", :l l -i7(g, v) l ai•eaiiv

                  < (, .,,L•i)l}i, ..,,) [jl`:ISII"-.llF(6, v)l ,k'i ,6,i.v]p;,i

                                                        IP>i]
                          N                  <•                     (I +7vL'                          )(I                             + "d2)
Il est t'L reinarquer ici que le r6sultat (2i.e)) pour ie cas oti P=i est
aussi .ktteint de ia borRe uniforme cle ia fonction .F(2t, "ti

    Coinme il vient d'6tr"e dit E't propos de la fonction .cr(x,y), la fonc-
rkonA(v,y) est nulle dans le rectangle (:ft7.; 9r). Donc cett6 fonc-

tion fi(:x, .v) satisfait i to"tes lcs conc{{tlons enonc6es clans notre lemnie,

except6 qti'elle n'est pas n6cessairenient nulle dans le rectangte de
centre d'originc. Oi' c{?.tte r6qulsition est atteinte par rme transÅíorJnatioik
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simple, et Ei(e", w) est seuleraent miStipH6e par un facteur cle la forme
eS'(Urr"Vr'), d'oti il r6sulte quc la coc{ition (2i.3) est aussi satisfaite. a">IOtre

lemme est aiissi d6montr6.
    22. Passons ensuite e'L la d6monstration du th6or6me 6nonc6 dans
le dernier num6ro. Supposons que la fonction f(x.y) est nulle dEns
un domaine mais nen ident{quen?ent nttlle dans tout domaine (:[ll[]; []21                                                            )•

Alors il y a, en vertu du lemme pr6c6dent, zme fonctlon A(x,y) non
6quivaleike a ntil!e, mais nulle clans un rectangle de centre d'orig.lne,
avec sa transforma6e de Fotirier .ffri(zp, "d) v6rifiant la relation

                          N          l Fi(e•t, "d) 1 < (I +zg2) (I + z,2) '

    Si donc on transforme le second membre de 1'6ga]{t6
          fi(x,y) = i. SZ.Srr.-F,(z`, -d)ei(xu+yt•)d,,d-.

par l'int6gration par parties, on a
           'i5.;,!ibY) == ,i. j:.Sf.e`(xu"y"'alztdoS:S:E,(6, v)dblv.

                           fi(X, Y)
On voit donc que la fonction ..                                   est identiquement nulle dans
                            z"xy
un doinaine, et de plus, que sa transform6e de IFoi}rier peut s'e'crlre

sous la forme
       ' Ea(u,"ti)=S.coS.coFi(g,v)d6dv•

Et l'oR a, en veirtu de (2i.7),
          l Eft(zd, "d) l < AS.copm,S.co-, l i '(6} 'e) i d6dv•

En posant donc
          ip(za• "u) = 'logS.co-,S.co-,I F(6, rp) I alealv,

on a imm6diatement, grace a (2i.i),
          S,col,coÅë<z•s•v) :.,g" 4.'t, --•

Or on a
          l.F(zv, "u)l<Ae-"(U' ") (2.' Ji i.).

On voit donc, en vertu dtz th6ov6me du nOig, qzie la fonction ft[g, '-3')

                                                        z"xy
est iclentiquemeBÅí nulle, et donc la fonction fr(x,y) 1'est• aussi.

    Notre th6ordme est donc d6montr6.

    Je suis heureux de pouvoir exprkiner :iioii profond 2"eiinercieinent
au professeur )I. Tosiz6 Atlatumoto, au INtlaTt're qui a bien voulu.1{re

mon rr}anuscrit et qul m'a fait quelques rema'rques tres utiles.


