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数列 ($n\alpha+f$ (n)) の discrepancy について
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1 導入

実数 $x$ に対して, $\lfloor x\rfloor$ は $x$ より小さい最大の整数を, $\lceil x\rceil$ は $x$ 以上の最小の整数を, また $\{x\}=$

$x-[x][]$g $x$ の小数部分を表すとする。更に, 表記 $||x||= \min$ ( $\{x\},$ $1$ \dashv x}) と $e(x)=\exp(2\pi ix)$

を使う。関係 $f<<g$ または $f=O$(g) は, ある絶対定数 $C$ が存在して $|f|\leq Cg$ が成り立つこと
を示す。 ます, いくつかの discrepancy の定義, いくつかの性質, それとディオファンタス近似に
関するある定義を述べる。

定義 1([2]). 実数列 (x\tilde 、\geq l の $L^{2_{-}}discoepancyD_{N}^{(2\rangle}(x_{n})$ を次で定義する。

$D_{N}^{(2)}(x_{n})=( \int_{0}^{1}R_{N}^{2}(x)dx)^{1/2}$

ここで. $R_{N}(x)= \frac{1}{N}\sum_{n=1}^{N}\chi_{[0,x)}(x_{n}),$ $\chi.[0,x)(x_{n})=1$ if $\{x_{n}\}\in[0, x)$ , $\chi_{[0_{1}x)}(x_{n})=0$ otherwise,

即ち, RN(x)=(区間 [0, $x$ ) に含まれる $\{x_{n}\},$ $n=1,$ $\ldots,$
$N$ の個数)/N.

通常の discrepancy は次て定義される。

$\hat{\mathrm{r}}\not\cong 2([2])$ . 実数列 $(x_{n})_{n\geq 1}$ の discrepancy $D_{N}$ は

$D_{N}(x_{n})= \sup_{0<x<1}|$ffN $(x)|$ .

$L^{2}$ -discrepancy と通常の discrepancy の間の関係として次が矢 $\mathrm{U}$ られている (H. Niederreiter,
[4] $)$ :

$\frac{1}{\sqrt{12}}D_{N}^{3/2}(x_{n})\leq D_{N}^{(2\rangle}(x_{n})\leq D_{N}(x_{n})$ .

Parseval の等式より, 次の等式が得られる (Niederreiter, [4]) .

$(D_{N}^{(2)}(x_{n}))^{2}=( \frac{1}{N}\sum_{n=1}^{N}(\{x_{n}\}-\frac{1}{2}))‘+\frac{1}{2\pi^{2}}\sum_{h=1}^{\infty}\frac{1}{h^{2}}|\frac{1}{N}\sum_{n=1}^{N}e(hx_{n})|^{\iota}$ (1)

定義 3([3]). $\alpha$ を無理数とする。ある $K>0$ が存在して, すべての正の整数 $q$ に対して $||\alpha q||\geq$

$K/q$ が威り立つとき, $\alpha$ は constant type であるという。 一方, ある $c=c(\tau, \alpha)>0$ が存在し,
す 6ての正整数 $q$ に対して, $||\alpha q||\geq c/q^{\tau}$ となる実数 $\tau$ の下限が $\eta$ となるとき, $\alpha$ は type $\eta$ であ
るという (上のような $\tau$ が存在しない時は infinite type であるという) 。
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注意. (1) 無理数 $\alpha$ が constarlt type 9 無理数 $\alpha$ が有界な部分商を持つ連分数である, すなわ
ち, 連分数展開 $\alpha=[a_{0}, \alpha 1, a_{2}, \ldots]$ に対して $a_{i}\leq C(i\geq 1)\circ(2)$ Dirichlet の定理にょると, 無
理数の type $\eta$ は $\eta\geq 1$ を満たす。 (3) Roth の定理によると, あらゆる実代数的無理数は type
$\eta=1$ である。

1999 年, [5] において我々は次のことを示した。無理数 $\alpha$ が type $\eta$ で $\beta$ が非零実数ならば, あ
らゆる $\epsilon>0$ に対して, ある正定数 $C($ \mbox{\boldmath $\alpha$}, $\beta)$ が存在し

$D_{N}(\alpha n+\beta\log n)\leq C(\alpha.,\beta)$N-2/$(2\eta+1)+\epsilon$

がいえる。 また, $\alpha$ が constant type ならば, ある正定数 $C’(\alpha, \beta)$ が存在し

$D_{N}(\alpha n+\beta\log n)\leq C’(\alpha, \beta)N^{-2/3}\log N$ (2)

がいえる。
一般に, つぎのことが知られている。任意の無限数列 $(x_{n})$ に対して, ある $c>0$ が存在し無

限に多くの $N$ について

$D_{N}^{(2)}(x_{\gamma l})\geq cN^{-1}(\log N)^{1/2}$

が成り立つ (Roth, [7]) 。
無理数 $\alpha$ の連分数展開は有界な部分商を持っとする。そのとき,

DN(2ゝ$(\alpha n)=O(N^{-1}\log N)$ (3)

が威り立ち, この評価は最良である (Niederreiter, [4]) 。
1985 年 Proinov [6] は, $\alpha$ が有界部分商を持つ連分数に展開できれば, symmetrisized (\mbox{\boldmath $\alpha$}n)-列

$(y_{n})=(\alpha, -\alpha, 2\alpha, -2\alpha, \ldots)$ に対して

DN(2ゝ$(y_{n})=O(N^{-1}(\log N)^{1/2})$

がいえることを示した。すなわち, 対称{巴 $\sim$ A って discrepancy の評価が (3) と比較して $(\log N)^{1/2}$

だけよくなっていることがわかる。
一般に, symmetrisized (xn)-列 $(y_{n})$ とは $y2n-1=x_{n},$ $y_{2n}=-x_{n}(n=1,2, \ldots)$ となる数列

のことである。 $\{-x_{n}\}$ $=1-\{x_{n}\}$ であるから, $N$ が偶数ならば, (1) の右辺における第 1 項が 0
とをり

$\mathrm{f}$

$(D_{N}^{(2)}(x_{n}))^{2}= \frac{1}{2\pi^{2}}\sum_{h=1}^{\infty}\frac{1}{h^{2}}|\frac{1}{N}\sum_{n=1}^{N}e(hx_{n})|^{2}$ (4)

が成り立つ。

2 諸結果

最初に symmetrisized ( $\alpha n+\beta 1$og n)-列 $(y_{n}):y_{2n-1}=\alpha n+\beta 1$og $n;y_{2n}=-$ ( $\alpha n+\beta 1$og $n$)
$(n=1,2. . . .)$ の $L^{2}$-discrepancy の上からの評価について考察する。この場合, (4) より, 指数和
の評価が $D_{N}^{(2)}$ の評価に直接つながる。
指数和の評価を得るために使うぃくっがの補題をあける。
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補題 1 ([9, Lemma 4.4]). $f$ (x) を実数値関数, $f’(x)$ を区間 $[a, b]$ で単調な関数で, ある $0<$
$\lambda<1$ が存在し, 区間 $[a, b]$ 上で $|f’(x)|\leq\lambda$ とする。 このとき

$| \int_{a}^{b}e(f(x))dx-\sum_{a<n\leq b}e(f(n))|=O(\frac{1}{1-\lambda})$

補題 2 ([8, Lemma 4.7]). $f$ (x) を区間 $[a, b]$ で増加する連続導関数 $f’(x)$ を持っ実関数とす
る o $A=f’(a),$ $B$ =f’(b) と置く。 このとき

$\sum_{a<n\leq b}e(f(n))=\sum_{A-\eta<\nu<B+\eta}\int_{a}^{b}e(f(x)-\nu x)dx+O(\log(B-A+2))$ ,

ここて, $\eta$ は 1 より小さい任意の正定数である。

補題 3 (Atkinson’ssaddle point lemma, [1]). $f$ (z) と $\varphi(z)$ は複素関数, $[a, b]$ は実区間で次
の条件が満たされるとする。
(i) $a\leq x\leq b$ に対して $f$ (x) は実数値をとり, $f”(x)>0$ ,
(ii) ある $a\leq x\leq b$ で定義された正の微分可能関数 $\mu(x)$ が存在し, $a\leq x\leq b,$ $|z-x|\leq\mu(x)$ に
対して $f$ (z) と $\varphi(z)$ は解析 $\mathrm{B}\mathfrak{h}\backslash$である,
(iii) [a, $b$] で定義された関数 $F(x)>0,$ $\Phi(x)>0$ が存在し, $a\leq x\leq b_{r}|z-x|\leq\mu(x)$ に対して,

$\varphi(z)<<\Phi$ (x), $f’(z)\ll F(x)\mu^{-1}(x)$ ,

$(f”(z))^{-1}\ll\mu^{2}(x)F^{-1}(x)$

が成り立つ。
任意の実数 $k$ に対して, $f’(x)+k$ が $[a, b]$ に零点 $x_{0}$ を持っとする。 $a,$ $x_{0},$

$b$ における $f$ (x) と
$\varphi(x)$ の値を添字 $a,$ $0_{\mathrm{F}}b$ によってそれぞれあらわすとする。 このとき

$\int_{a}^{b}\varphi(x)e(f(x)+kx)dx$

$=\varphi_{0}(f_{0}’’)^{-1/2}e(f_{0}+kx_{0}+1/8)$

$+O( \int_{a}^{b}\Phi(x)\exp[-C|k|\mu(x)-CF(x)]dx+|d\mu(x)|))+O(\Phi 0\mu 0F_{0}^{-3/2})$

$+O(\Phi_{a}(|f_{a}’+k|+(f_{a}’’)^{1/2})^{-1})+O(\Phi_{b}(|f_{b}’+k|+(f_{b}’’)^{1/2})^{-1})$ .

関数 $f’(x)+k$ が $a\leq x\leq b$ で零点を持たなければ, 上の式の $x\mathit{0}$ を含む項は削除される。

これらの補題を応用すると, 次の指数和の評価を得ることができる。

定理 1. $\alpha$ を無理数, $\beta<0$ とする。$N$ と $h>0$ を整数, $c_{h}=-\beta h/\{\alpha h\}$ とする。もし $1\leq c_{h}\leq N$

ならば

$\sum_{n=1}^{N}e(h(\alpha n+\beta\log n))=\frac{(-\beta h)^{1/2}}{\{\alpha h\}}e$ ($\beta$h$(\log c_{h}-1)+1/8$)

$+O$ $((-\beta h)^{1/2}\log(-\beta h+2))+O(\{\alpha h\}^{-1})+O((1-\{\alpha h\})^{-1})$
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系 1. $\alpha$ は無理数, $\beta$ は非負の実数, $N$ と $h>0$ は整数とするとき,

$\sum_{n=1}^{N}e(h(\alpha n+\beta\log n))\ll\frac{(-\beta/\iota)^{1/2}}{\{\alpha h\}}+$ ( $-\beta$h)1/2 $\log(-\beta h+2)+\frac{1}{1-\{\alpha h\}}$ .

もしー\beta f\iota /{\mbox{\boldmath $\alpha$}h} $>N$ ならば

$\sum_{n=1}^{N}e(h(\alpha n+\beta\log n))<<$ ( $-\beta$h)1/2 $\log(-\beta h+2)$ .

これらの結果より, 次の $D_{N}^{(2)}$ の上がらの評価を得る。
定理 2. 無理数 $\alpha$ が constant type で, $\beta$ が $\ni \mathrm{E}$零実数ならば, symmetrisized($\alpha n+\beta$ logn)-列
(y、) に対して

DN(2ゝ$(y_{n})\ll(|\beta|+1)^{1/2}N^{-2/3}$

が成り立っ。

注意 \sim - この評価式と (2) を比較すると, $\log N$ が消え, その分良くなっていることがわがる。

次に, $D_{N}^{(2)}$ の下からの評価を得るために ( $\alpha n+\beta 1$og $n$) の別種の対称化を考える。
定理 3. $z_{n}=\alpha\lfloor(n+1)/2\rfloor+\beta(-1)^{n}\log\lfloor(n+1)/2\rfloor,$ $n$ =1,2, $\ldots$ , すなゎち

$z_{n}=\alpha$ , $\alpha$ , $2\alpha-\beta\log 2,2\alpha+\beta\log 2,3\alpha-\beta\log 3,3\alpha+\beta\log 3,$
$\ldots$

$\alpha$ が type $\eta$ の無理数で, $\beta$ が非零実数ならば, あらゆる $\epsilon>0$ に対して, ある $C’(\eta, \epsilon, \beta)>0$

が存在し, 無限に多くの自然数 $N$ につぃて

$D_{N}^{(2)}(z_{n})\geq C’(\eta, \epsilon, \beta)$ N-3/$(2\eta+2)-5$

が成り立っ。
$\alpha$ が無理数で, $\beta$ が非零実数ならば, 無限に多くの $N$ につぃて

DN(2ゝ$(z_{n})\geq C’’(\beta)N^{-3/4}$

が成り立っ。

3 数値実験

最後に, いくつかの数値実験結果を述べる。そのために, $L^{2}$-discrepancy を explicit に表す次
の公式を応用する。
もし, $0\leq x_{1}\leq x_{2}\leq x_{3}\cdots\leq x_{N}\leq 1$ ならば,

$(D_{N}^{(2)}(x_{n}))^{2}= \frac{1}{N}\sum_{n=1}^{N}(x_{n}-\frac{2n-1}{2N})$ $2+12N^{2}1$

が成り立つ (Niederreiter, [4])。
この等式を使い $L^{2}- \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{c}.\mathrm{y}$ を計算した。 $D_{N}^{(2\rangle}$ $(\sqrt{2}n+\log n)$ , $N=1,2$ , . . . , 1000 と曲線

$y= \frac{1}{2}x^{-2/3},$ $y= \frac{1}{2}x^{-3/4}$ を描いたものが (図 1) である。 ま $f.’.$ , 数列 $(\sqrt{2}n)$ と $(\sqrt{2}n+\log n)$ に対
する $L^{2}$-discrepancy $D_{N}^{(2)},$ $N$ =1,2, . . $\iota$ , 20000 をグラフ化したものが (図 2) である。
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図 1: $L^{2}rightarrow \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{y}\mathrm{f}$or the first 1000 points

図 2: $L^{2_{-}}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{y}\mathrm{f}$ or $\mathrm{t}1_{1}\mathrm{e}$ first 20000 points
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