Sur la Classe Quasi-analytique de Fonctions

de Deux Variables (V)

Par Sikazé6 Kodama

(Regu en Awvril 19, 194T1)

1. Nous donnons, dans cc mémoire, une application des théoré-
mes fondamentaux' dans la classe: quasi-analytique de fonctions de
deux variables & certaines équations aux dérivées particlles.

Etant donnée, en général, une suite double {17, ,} (;Zg’ ;‘ i’ )

de quantités positives; désignons, comme plus haut, par Cy une classe

de fonctions (34, ¥.) indéfiniment dérivables dans le domaine (O <3q<a>,
o <J’2< l

et satisfaisant aux conditions

s+ , +t o<y <La; s=0,1, 2, )
(1.1) lf (yl,92)|<ks j‘z.t (O<J’2<b, 120’1,2,”. s

oll % est, comme on le sait, unc constante dépendant seulement du
choix de la fonction Ay, ). On sait, de plus, que la condition né-
cessaire et suffisante pour que cette classe Cp soit guasi- analythuc
est que la sériec double
o i 1
(1.2) SEZO E o, )
soit divergente, ol {3¥%,} cst la minorante de M. Faber de la suite
double donnée {8,.="" 7., }.

Pour notre objet suivant, posons en particulier
M,t:(/‘)‘ls)b (/311")! (-S',Z>I)
o) &>1 ct ot (A s)!=[ks]! et (l8)!=[kF]!. Alors on a

P ) S ) 3 S S——
WV, V(e s)! (k)]

<SS .
== N
V(g s+ o) s(ly L+ et
&S byt

<c> S S5 s+E 4 swe.
y

1. Voir S. Xodama: Sur la Classe Qllasi-axlalytigue de Fonctions de Deux Variables
I (Memoirs of the College of Science, Kyoto, Series A, Vol. 22 (1939) pp. 269—316).
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Or, pour toute Ja valeur positive enticre >1 de p, on a -
p+DA (p—I b
phllp+1) 20 (p—1) % -
(prr—1)& (p—tf+1)l'; {p+o)k, (=)
(pto—1) 20 (p—o+1) *  p+a) * (p—a) *¢
(o: entier; 1<o<p—1; p>2),

oy (p—1)4y (p+1)4 (p—2)4,
P 2p—1 (p—l) 2p—1 <<P+I) 2p—1 (p—Z) 2p—1 (P>2)7
(p+0o—1)& e—o)l, {o+a)4 (p—o—1)k

(p+o—1) *71 (p—0) *=F <(p+o) *7" (p—o—1) **
(o- entier ; I<o<p—" p=>3).

Donc la séric doublc Z > peut s’écrire sous la forme;

s,t

S LSS, B S

o

En utilisant ici linégalité
(P'*‘I)ll ok
pk1<(p+1) 2L 2pHD

~la dernicre série peut encore se majorer par la suivante:
@w

2p 1 1 1
92 7 _2 Z '—42 Z ]
T ph =1 ph p=1 ph—1 =1 ok
qui converge certainement pour 4 >2. On voit donc que la série
double {1.2) converge pour % >2.
On voit de méme que la série double (1.2) dlverge pour 1< /2 <K
am+nu . ap-i-qu

dx)"0xy" B dyl”dyf

§1. L’équation
2. Prenons les 722 fonctions
‘ =0, 1,2, ..0,72—1
fi\l(),ia.y2) (]‘:O, ,1’2,'”,%___1)
appartenant & la classe Cy ol 'on suppose que A, ,=(%s)! (& 51,

c’est-a-dire, définies dans le domaine osn<a , indéfiniment dériva-
: E 0Ly <o
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bles ot satisfaisant aux conditions (1.2). Supposons, de plus, qu’elles
satisfassent aux conditions

o sgmea=o (Z3hRnT) (20000)
ot que la séric double (1.2) soit convergente, de sorte qu’on ait & >
2. Déterminons deux entiers positifs fixes mais quelcongques % et ¢ tels
que

(2.2) 2 max (p, g)<<min (2, 722).
Définissons de ces ez fonctions fi(31, #2) les fonctions en nombre

s as (P=1,2,3, .. . .
infini (P 1223 de la maniére suivante :
O—1,2,3, . ’

, ar ‘
(2 . 3) ﬁnn + iy j(.yla ,:VB) - *0;77,_-/’([' —-l)ha +1, j(,j’b ,',V") —_ gp +ln))m +is J(J/l ’ _J/.Z)
i

e R :f§§”+0)(,j’1,y2),
o : '
(2.4) Soonsi(0, 12)= dp,? Sisto-tmefV V=S P s 012 312)
I v ravennnn :fgwpil)(‘j/la J/z),
v+ i
(2.5): Fomrasonsd 1, 92)= —T)Z—qf G-tms, o-Dess(I1, 72)

=/ G s, G-tmtd(Ty Va) = e S EO (g P2
(2.6) Fowom+ionti I ) :/ffsgf&?)prwj(yhj’z) :f§§P+0>p+r'7)(ylyJ/é):
(—-7) ﬁ»m-n, (p+a)n+j<3’1: v =f p?»:fz,)pnw(ﬂ/l, .z)':'f f?””‘““’“’(,%, 2,
de sorte qu'on ait en général’

(2 .8) f)an.‘*-i, lln+j(.y17 .j/ﬂ) :fﬂ(l]'kp+¥1lq)(y1) J’Z)

£=20,1,2, ., m— 1\ [A=o0, 1,2, ...
J=0,1.2,...,72— 1)’ \p=0,1, 2, ...
72 7 . . .
———), considérons la fonction définic dans
q
tout le domaine de x; et x, par la série double suivante:

) N NP xz
(2'9) u(xl; X2, _yl?j,‘.’.):FZO 2 '[ f' j‘ Z(J /15 3/2)

Etcmt 2k <mln<

i i{m hldi x%mh 'me‘J' f0~p+¥‘ )( )}
piond () s . .
A=0 g0 ,nzo =] (A +2)1 (/172"“])' i Yy Ve

Sous les suppositions que la séric double écrite au second membre
de cette égalité converge dans un domaine possible et qu’elle puisse
se dériver terme a terme sz fois par rapport & xay,7 fols & x,, 7 fois
4 1, et ¢ fois & y, on peut vérifier que
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ammxu i ﬁ}{g}hﬁ xl)\m-(-i xun—{-j (O Dp 4 (41 )( )
—_— 2 -1Dp 2,
L : - i Vi
Ox"0xy"  A=oi=oli=o 5=0 (A +2)! (pn+y)! /5 b
dp-kqu
B dyy” dyy! ,

ce qui prouve, sous les hypothéses faites, que la fonction (2.9) est
une solution de P’équation suivante aux dérivées partielles :

amvl-nZL 0’”925
(2.10) =

dx,"0x," a 0y, P3y,’

3. Maintenant on doit démontrer, quclles que soient les #2722 fone-
tions choisies {71, .) satisfaisant aux conditions susdites, que la série
double (2.9) avec les séries doubles obtenues par dérivation terme a
terme /% fois par rapport & y, et / fois & 3, ol 4 et / sont tous les
deux entiers positifs finis, convergent absolument ct uniformément
dans notre domaine par l'usage de la série majorante. Considérons,
pour cela, le terme général de la série double (2.9):

p+rg) A=0,1,2,...
3PP, 30) 130, I’ 2’ )
LA Nt B

xl}\m +i xzml-i-j

=
(An+2) ! (urnt7)!
(z'zo, 1,2, 00, 21
J=0,1,2; ..., 72—1

pour chaque valeur de 4 et /1).‘

Alors on a
| 7] <Ll
(fn+2)! (ur+y)!
Ll
(An+2)! (ur+y)!
K étant une constante positive finie, Si Ion désigne par s et ' Z les

Ap+pg
KWL, o,

L ldp) L (Raprg)

plus grands entiers positifs contenus dans £4p et & pg respectivement,

;. . . ' ! !
on peut alors écrire les deux fractions (adp) et YD) sous

(Amm+-2) (pr+7)!
les formes:
Gy L.t L
(Qn+2)! @Gmte)t (s+1)(s+2)...(m+7)
1 1
; < (fep)Nmi=s < (kdp))\(m-—/e;p)-i-z' ’
(3.2) (lrprg) | — ¢! — I :
(pre+5)! (pr2+5) ! E+ 1)+ 2).. (unty)
; 4 1 1

—a - —
(Bapg) 7 (fpg)er—ha) +7
D’oll T'on tire
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Klpﬂlq i % l Imdi l xﬂ' g
(/ )P\)\ 7L~y ) +7'(élluq)li n—rkg)+s

[ ]&7’13\’,‘1 lm+— ])‘[ ]\_'q! ‘n-i-—- ]u

= 92— By o A kgt

)"~ L (a0

< [ ]’{p l % \ 2m ])\[ ]{qi Xa ] p ]u.
(BAp)m—42 (/cl,uy)”"{w :

Tl est donc facile de voir que la série double (2.9) converge absolu-
ment et uniformément pour toutes les valeurs finies de |x;| et |x,].
Ensuite le terme général de la série double obtenue par dériva-
tion terme & terme de (2.9) /% fois par rapport & y, et/ fois & y, peut
s’écrire sous la forme: ‘
. , % Amti A patj

(A +2)! (prty)!

(3.3) | 7] <

(PG Y
2/

donc on a

| '/t lx Pmﬁix ]um TR S WP ALY /( + O\
()7/?+Z>' (ﬂn"]"])' { l(ﬁ 1)} {‘l /‘lq )}
Or, pour Z>—L/—Z—~ ct /z>——~/ei—, on a
m—rp 72—y

inti>khQp+h) et puty>k(pg+1),
quelles que soient les valeurs possibles de 7 et 7. En désignant donc
par s et Z les plus grands entiers contenus dans &(Ap+7%) ot k(pg+7)

respectivement,. on a l'inégalité suivante :
PRt ! % ! Ini l le Wntj

T/

1771 < (s+ (s +2). Qe t2) ¢+ 1)(¢+2)... (2 +7)
‘On a donc ; ‘

| 77] < (K 2 | P i K 2, | )

{/ﬁ‘l()‘ﬁ‘{“ /Z)}R(m——l’,j))——-l’l/z 'H.{/Bl({lQ‘f‘Z)}P‘ n—ryg)—l+7
™ mbt k3 4
= (K2 ])" ” GEN ]
' +/
L { k(A + 70)}

A
R S
JoE “ (KoY ]
: N S
~(/6121>)7/z Apt— (/31/17)71 kg+ "
o e s ]* (K| 2| )™ ]w
L (/L’l}\?)nl_l'lﬁ (/glluq)n-l’lg *

On voit donc de méme que la série double obtenue par dérivation

terme & terme /% fois par rapport & 3 et / fois & 3, de (2.9) con-
verge aussi absolument et uniformément pour toutes les valeurs finies

77;——1’1}—]1;'—]1 +-{—
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de |x| et ||, quelles que soient les valeurs finies de % et /; c’est-

a-dire la série double (2.9) peut avoir des dérivées partielles, de tous

les ordres finis, qu’on peut trouver par dérivation termec a terme de

la série double (2.9) elle-méme. Ces dérivées partielles sont, de plus,
n= :

V=0,

toutes nulles pour

Aprés tout nous pouvons énoncer le théoréme suivant :
1=0,1,2, ..,z 1)

Elant données les mn fonctions fy s ;
“ i les wmn f So(n3) J=0,1,2, 0,721

définies dans le domatine (ov<yl<(z>‘ tndéfiniment dérivables et
0L 1<h :

satisfarsant aux conditions (1.1) of (2.1), o lon pose M, ,=@H=

(kes)! (B! et o la série double (1.2) converge (cest-a-dive *y>2);

dtant fixes deux centiers positifs p et g lels qidon ail 2 max(p, q)

Zanenlm, n) et 2</al<7/17,'72<—71;1'—, j;- s o Blant déftnes les fonctions

. . {A=o0,1,2, ... .
Somss,unei V0, Vo) ciz sombre tnfind (,u—-o’ 1’2’ par les relations
TRy Ay Ly mee

(2.8); alors la fonction u(xy, 25, 1, ¥5) définie par (2.9) est une solu-
teon non wdentiquement nulle de I'équation aux dérivées partrelles
(2.10) powur toutes les valeurs finies de xy ef %, telle gidon aif (%,
Zg, 0, 0)=0. '

On voit donc qu’il ¥ a une infinité de solutions selon la sélection
des 727 fonctions fy(, 7.) dans notre classe Cy donnée,

4. On peut aussi discuter ce probléme dans le cas ol la clssse
Cy est quasi-analytique, antrement dit, ol la série double (1.2) diverge
(Cest-a-dire 1</ <2), en remarquant sculement qu’on doit fixer deux,
entiers positifs p et ¢ tels que max(p, ¢) <min(m, 2) et 1<Ah<
min(ﬂ, 7—2) Et Ton voit que la soluton est identiquement nulle

? g

sous les conditions (z.1).

) . m+nz$ P q a(ﬂ;5)+(‘1”t)7/,
§ 2. L equation T 2 Za‘h tﬁ“
0x,"0x, 50 =0 oy, 0y,

B. Etant données, comme plus haut, les sz fonctions Fy(s, ¥s)
appartenant & la classe Cy ol Ton suppose que la séric double (1.2)
converge ; et étant fixes deux entiers positifs 4 et ¢ tels que 2 max(p, ¢)
<min(wz, 72) ; définissons cette fois-ci de ces e fonctions fiu(1, 7)

(z'zo, 1,2, cce, 921

. .8 . = I,2, 3, s
. les fonctions en nombre infini (‘0 o H )
J=0,1,2,...,72— 1 o—=1,2,3, .-

L
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satisfaisant aux conditions (2.1), en utilisant les (p+1)(¢+1) cons-

S:O, 15 2‘3 ""ﬁ

- ) de la maniére suivante:
1=0,1,2, ..., ¢

tantes données a,,,

—7y)
fm'h. J(yh.y“ - Z nll"g {(ﬁ “ +O}(.yby?)1

Fep)
(5-1) .me-i-z J(J/I’J"’)"" 2 ]L f(! ji)m«lw Jj }(J’ y")
P q

P
— (2p—Ap—1—hp) +0
- 2 n/lp..l, g(’/zp qf(P Dm+i, § }(Jll’ 3/2)

lp-1, p=

..................

Hay, \f{<p’7)_é?i>+o}(ﬂ’b%),

p (
s g ey Ty =0 g1

{0+(y 1) }(3,

S, 71+J(3’1»J’2) Z /, /l 1vJ’2)7

+(g—1p)
(5-2) z pn+j<yl) j”') Eaﬁ /Pf{g) 1gz+_7 (J’I:J"l)

4 {fo4-(2g—lp—1~—1p
= > Ay, InTp, /pfi, (P—ggﬂ' et r)}(J’u%)

lp—y, lp=0

= i] =O<fI ’ )fto'*-<f)y {jb)}(%’ Y2

Iy lgyonsy Tl
» q _/ -1
(53) .fm-m', n+]'(y1:y2): Lgo ]2 /‘1: ]lf ’l! +le 1)}(.3/1,}/2),
1=04,=0

Jep) 1p)
(5-4) Somi, pn+j<3’1, J’.) Z Z U, I éb(—{bl)mi}fa ((pg 1);&]}(3'1, .%)
hp=01p
2 7 -
- > >y (n% Zh)
gyl ey Bop=0 1y, Ly ooiy [p=0
I3
e NN s
Xf@é<pj) &’Iﬁ §>+<pg EZ—:IE> } (J’l,ﬂ’z),
(5-5) Joromas, pn+j()’1, J/z)
P 4
= I ) {0~ Ztern) oy, 4,
E ]zp+o=o<nul(l]lp+"’g fpm+i, pn-lf-jl > (_:Vl J/_)

fpaty lpay .-
3 5 (B (1
- 9 T
Togs Ty o Tpta=0 1, Lyy oy pmm0 L NE=1 78 58 Ay P40
{(cororp— S Eosn) + (o0~ £55)}
Xf,-j =1 m=1 £l (5’1,3’2),

(5 -6> _/;)m+i. (P+U)72+J'(yl: J/ﬂ)
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= ﬁ (’IIOT a, ) f{o+ (m _ngjllpH)}(J’ )

7, ;
Tpa1, lp,(..Q, ceey lp+g:0 =1 P> Iy pmAd, putj

3 I i
- fons) (B0}
Teyy Brgy ves Bip=0 I3, 1y ..y Jppg=0 L \E=1 Pesls J\aet 2 Toen

Xfi(pﬁ L/m) <Ep+¢ij- gllﬁ—-{.:‘fpw»(yl 7).

Pour abréger, nous désignons ces fonctions DAY Fomrs, puri 1 ¥2), QUi

satisfont aux relations suivantes :
2

»
I 2 —_— {(p—8)+ (g
(5.7) Srnsigunsif{ I, 32) = ZO ;‘afla. o S om0, 372)
=5 F
(X::I, 2,3, >
P=1,2,3, ...
: . w1\ . . .
Etant 2 </ <min (——;—, ————), considérons la fonction définic dans
q .

tout le domaine de x; et x, par la série double suivante :

(5'8) Zl(xb > V1, J/“) Z _J xl X1 ./:5, !( Y1, .j/“)

sl 21
-1 7) 1 x Am+‘lx wndj
=% 2{2 :
b ) e (m+2)t (un+y)!

XfAm»i-‘i, un+j(yly 3/2)}-

Supposons encore que la séric double écrite au second membre
x
. —oo<x‘< + o0
de cette égalité converge dans le domaine ¢ et qu'elle
<n<a
oLy, Lo
puisse se dériver terme a terme 2 fois par rapport & x, 7 fois a x,
p fois & 1 et ¢ fois a g, Alors on a, d'une part,
am+n% o0 {m—l 2—1 % lm-{-ix Pt j

= j=20 (An+2) ! (prts)!

M

d xlm d xz'n hy 0

’ X fostyms, (sl.+1)n+.7'(.yb J’z)}
{m-—l n—-1 xl}\rrz+ix2uaz+j

2:"\0 jgo (17;1,4-2')! (pr+j)!
%(3 S AR )}

$=0 £=0

2 Z <§} é{mZ-I 1{_1‘ xl}.m+ixaun+j
= s, " ;
S S SUS R Qo) ()

X AEDE O 1)

-

ct Ton a, d’autre part,
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] . =D+ @—,,
= d ”"'“d ""t

» qQ m=1 n-1 x Anz+£xﬂu11+j ¢ >
S (8 fES TG 0 0} ).
5=0 2=0 2=0 =0 Li=0 j=0 (}\7;;, -+ Z) { (/171 +]) |

Il en résulte que

(H 9) oty '—zp] Zq::ﬁ d(p_")+(q_t)75
5. —— 2 N
Oxm0x, =0 i=0 s P Ayt ’

ce qui affirme, sous les hypothéses faites, que Ja fonction (5.8) est une
solution de I'équation aux dérivées partielles (5.9).

6. On doit donc démontrer, comme au n’ 3, quelles que soient
les mn fonctions choisies fi{, v,) satisfaisant aux conditions susdites,
que la série double (5.8) avec les séries doubles obtenues par dériva-
tion terme & terme /% fois par rapport a 3, et / fois & y., o0t % et /
sont tous les deux entiers positifs finis, convergent absolument et
uniformément dans notre domaine. Or le terme. général de notre

série double (5.8) prend les trois types suivantes :
xlpm+ix pntj

— 2
(6.1)‘ 7= (p?/l +Z.)'! (,Oﬂ +],> ! fpm+i, pn+i(3’h .3’2)

=0, 1,2, 0., 72—
LTy p 0,1,2,...
Jj=o0, 1,2,...,7z—

xlpm+i xgpn-&-j P

a P
Il a,, :) )
(PW'*‘Z')‘ (pr2+7)) ngy sy %]zpzo Ly Iy ...,z,,=o(z=1 fiey I
pp— L/L“ pg— ZJIV-
Xfi< ) < =1 >}

xl(9+0)"l+ixzp7x+j
{lo+a)m+i}! (prts)! o
(z——o, 2, e, 22— 1; P=0, 1,2, )

J=0,1,2, ..._n—x ; 01,2, 3,
x1@+0)7lx+ixzp7l+j

ll

(yh yﬂ)y
(6.2 7

S oromti, pn+i(3’1, J’z)

» 2
{lp+a)ymti} ! (prty) ! by hy ~%p+o"—=° n, Z,,g, =0

KH“’“ )( izf.ﬂ, y)} .

Al gy ol o,

ij
% pm-HZ (P+0)1l+j

6." T: m 4, (323 1 2,
( o) 3 (pm+z)! {(p+a)n+j}’ Fom+i, oo +j(J’1 J’)

(z——o, )2, e, L p:o,.l,z,...)
J=0,1,2, e, 2— 11 G=1,2,3, ...
_2,Pm+£ Cp+o)n+j

- > 2
{pmn+2)! ,{(p-f-a)ﬂ—{—]}! Teay Tigy ooy g =0 Iy Loy oty fpys =0
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4 53
X {(Elaﬁ'{:’ lE)(,Ela]ﬁ? ZP+"I>}

: e, e,
x A o= Z05) +(Goo20 - Bem B}
i
Pour le terme 7}, on a
pmti,, pn+j 1d q
7 —_.—t M % > (
| 721 (pme+2) (prety) | Iy ly o hip=0 1,1,y fp=0
&, T
Xf{(w—?gﬁ;)—'_(pg 2-:{»(3’1, )

i

Il 5 (ftlona)
2 ITle,. ;.
i)l (pr247) ! &y iy, ...E,j}zp—_-o Iy 1y, .%;;o “»=1l /l"lzl
I o

(o, 7).

P.
I O, l“;)

§=1

e 3
App— N tog— Yils 5, 2 e
x K £=1 E=1 ﬂfpp-— Y, pg— 3l
i1 §=1
ixl IP"'“]xn]p"” b 2

(pre+2) ! (prz+7)1 2y hy o p=0 14y 1y ooy p=0

4 ¢ P
(1 e, )2 (o= )}t {(pr— 30}

K étant une constante positive finie. Désignons par XK un nombre
positif fixe mais quelconque tel que

"_ _ s:O,I’Z’..-,ﬁ
| s, o] <K <z‘:o, 1, 2. 9)
‘et posons
N 2 ® A=1.2.2. ...
N}"v‘:]((ﬁ_i_ I)“)\,H_L (q+ I) At ( _ 3 =y O ).
P=1,2,3,
Alors on a

|71 < E2Y i E71 M
(o +2) ! (pra+y)!

= Ly || e germsen iy (Rip) L Cpg) L
(pm+2)! (pnt+y)!

KR (p+ 1) (g4 1) (kop) ! (kipg)!

et, comme on fait fixes deux entiers /% et /220, on «, pour p>—————————/ellli P
, e —
et p> Y )
n—rkyq
ah'ﬂz‘l ’ xlpm+ ix2l"ﬂ+j D)
= - - m A, prt ’(J’h ,’,Vz)
9oy (pm+2)! (pn+s)!"" ’

B2 i B2
(pm+7)! (pr+7)!
x{klpp+ 7} {klpg+0)}!

P AL P Ll Gl {/ﬁx(Pﬁ‘*‘/Z')}! {kl(PQﬂ'l)}! .
(pm+72)! (pr+y)!

]{p;)-}-hi—?q*—lzﬁ’p(ﬁ + 1)“(q+ I)p
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On a pareillement, pour les autres termes, 7y et 7 et pour ses dérivées;
l e l < le l(p+o)m+il;,‘52‘pn+j )
- {p+o)m+i}! (pr+y)!
x(p+ 1) (g + 1) {klp+a)p)! (fpg)!
:__jlxl l (““)"‘“[xqlp"+j]{"("+°)”+"qj\7g‘;‘;°p {/q(p*i—o')])} ! (/51‘00) ! ,
i “Alptaym+i} ! (pnts)!

R +0)p+pg Fwto '

+0)m+i +j
xI(P )m xzpn J D

{(p‘f-a')m-}-z}! (,072'*']‘)! (p+c)m+inn+j(y1:y‘2)
1|
{lo+a)ym+2} (on+7)!
x(p+ 10" (g+ k(e +odp+ )} {klpg+ D}

< lxl ‘ (p+a)m+i]x2 lPnﬂ]{(p+o)m+i+ml+jz\fp?;,op

o Ak(Co+adp+ M} {klpg+D)}!
{p+a)ym+2}l (pnty)t
l x, I prmti I X l (p+adm+j
(pr+2) {(p+o)m+/}!
x (p+ I)P(Q,’*" I)p+o(/L’1P_75) ! {/31(10 +°’)9}I
= |, [Pmt8] o, (p+a)n+j[fpm~(p+u)q]\f"zp‘-x-z:J (klﬁﬁ) ! {/31({"*'0)9}! _
] 2| h be (pm+2)! {(p+a)7z+j}!

ot l
| aytoyt |

> (P+0dp+h-tpo4l 7 P+C
K K

1 7:1 <

N Pp +(p+0)q]’<‘29+6

ortry Pty (p+odn+j
31— 1 2 (e
l T T ; ——S ot @romA V1 )
9140, I (ome+7)! {(o+a)n+s}!
+1 +0)n+j
& 1-’\71[?7" lezl(p o+ ]{[’1)+h+(r'+0)11+lf{—2f'+0

T pm+0) {(pF o)t
X (p+ 1) g+ 1Y blpp+ )M {#((p+o)g+ !

< le ipm+i ‘ X I (p+u)n+j](pm+i+(p +o)n+j1\‘/p‘:’pp++oa

« Alpp+ )} {k((p+alg+D}!
(pm+72)! {(p+a)n+;}! ’
On voit donc que ces inégalités peuvent s’écrire unitairement sous
les formes:

(6.4)

x[km +ixoun+j A f ( )
2 ik
G T Cor ey T s e

< lxl } Am+i l xgl u11+j]€}p+quA):;[L (/612_?) ! (/lelq) ! ,
(Aan+2)! (p+7)!

f)\(;':.-:-lz u'n+j(.yb 3,2)

Al . pntj
6.5) , 1 Xy
65 (Ao +2) ! (pre+5) ! |
< le ' lm”!xq l V-n+j]()qn-l-i-l-y.n-i-j_zv)‘;\;p‘ {Z’L(Xﬁ‘{“/i)}! {/61(/1Q+Z)}! .
) ' (A +2)! (ur+7)!

Par conséquent, on peut voir, comme au n’ 3, que la série double
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(5.8) avec les séries doubles obtenues par dérivation terme & terme
% fois par rapport a y, ot / fois & », convergent absolument et uni-
formément pour toutes les valeurs finies de |#,| et ||, quelles que
soient les valeurs finies de % et /. Ccs dérivées particlles sont, de

méme, toutes nulles pour iﬁ 1:0'

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant:

. . 17=0, 1,2, 00, 92— 1
Etant données les nin Sonctions Fi{3, ¥ (]'::c; I’ 2’ ’ = 1)
y [ ERAREY -

pp . oy L P L. .
définies dans le domarne | © 1S, tndéfiniment dérivables et salis-
O<,:V-2< )
L o .

Sfaisant aux  condilions (11) et (2.0), o lon pose M, =p=
(Bs)! (B! et o la série double (1.2) converge (Cest-a-dire ky>2);
dlant fixes deux cntiers positifs p et q tels qidon att 2 max(p, q)<

. A o .
e, 12) et 2<Joy< mm(—-—]—, _—) s el Elant défintes les fonctions
¢ ;
. . fA=o0,1, 2, ... .
Samss, unsi{ 30, o) €n nombre nfine (/r—o, L par les relations (5.1),
TTMy dy Ly e

(5.2), (5.3), (5.4), (5.5) ¢t (5.6); alors la fonction wu(xy, %y 2, ¥s) définte
par (5.8) est une solution non identiguement nulle de I'équation aux
dérivées particlles (5.9) pour toules les valcurs fintes de 2, ef %y, telle
gri'on ait w(%,, X, 0, 0)=0.
On voit donc que le théoréme du n° 3 est certainement un cas
_ particulier de ce' théoréme, et qu'il ¥ a de méme une infinité de solu-
tions selon la sélection des sz fonctions fy(yy,9.) dans notre classe
Cy donnée, '
7. Comme on a dit au n° 4, on peut aussi discuter ce probléme
dans le cas ol la classe Cy est guasi-analytique, sous les mémes re-
marques, et 'on peut obtenir la méme conclusion quau n° 4.

§3. Un théoréme

8. Démontrons maintenant le théoréme suivant:

Quelles que petites que sotent les wvaleurs positives de e et de 0,
oz peul loujours trouver, dans les solutions donndes plus haut de
Péquation aux dérivées partielles (5.9), wne solution tclle gulon ait

(8.1) (a1, xz)= max |2(xy, %2, 1. 32)]

oL
0Ly <h

r 2m, +e | 2n +8
=0kexp.{/llxll w4 Bl v }],
o A et B sont toules les deux des constantes posttives jfinzes.
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Si T'on prend, en effet, des sz fonctions £4(, v2) (;.fg’ :’ i’ T

71
72— 1

. . <K ; $T=0, 1, 2, -ue
(.2) Lol <#eml @t (JSNS5Zo v ),
! . . . =0, 1, 2, ...
(83) /50, 0)=0 GZora)

772 i . P : .
oll 2< /< mm(—;— ——), sl Pon définit les fonctions fam s wnss{ V0 V)

q

. . ((A=o0,1, 2, ... : g
en nombre infini (/r—o’ 1’ L comme plus haut, et si l'on cons-
=0,1, 2, ... . .

) indéfiniment dérivables et satisfaisant aux conditions:

truit la fonction

—1n—~ +i j
0 {m n—~1 xl)\m x2u11+,)

(84) Zl(xh Xy M1y J/“) 2 > § ‘;g_n; (Xm—’rz')! (#” +].)!

A=0 =0
Xf)‘mht, I»Ln+j<yb yﬁ)}:
alors on sait que cette fonction est une solution de U'équation (5.9).
Ainsi qu'on a déja désifiné par (5] le plus grand entier <s, dé-
signons par [s) le plus petit entier >s. On a alors

¢( ) Eua] i{rgl'n{_{ xllm-é-ixqmwj
Xy, X)) = max 2 -
' o<y <al k=00 li=o =0 (m+2)! (pre+y)!

0L ¥, Kb :

XfAm+i, u.n+j(.y17 3’2)}
<E ngxmuqcxwixll‘mm‘ l"un (kdp) ! (,é“uq)'
by () ! (pr) 1
1
ot Cr,n=M,, p(r222) ***. Donc on a
]{)‘pwqcuu

l xl I 2Am lle 2(111,,

R S -8 (=) In G=rn §
et P'on peut dlstlngucr les quatre cas suivants:
Premier cas: s=(m—rp)2Y et t=0(z— )} On peut trouver,
dans ce cas, 2 et p tels quon ait
s ¢
\m-—/e,p ot r< n—rg
Dol lon tire, pour || >1 et |x,]| >1,

@« 0
Doy, 2,) <> SIK PO EZ
A=0 p=0

}mrx ]"un
st £l

S5

“).Ouo ljl

(f(pc:«, " i Xy {2"‘)'\([5763, u fxzi )
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$
LSS S!‘-“ (B?Cy | |y Top
. :
X (K1, ul 2| ) n=hy )|

ol le symbole de la derniére sommation double 2321 est assujetti aux
termes correspondants aux seules valeurs de 4 et p¢ telles qu'on ait
s=[(n—kpY et t={(z—ryg)p] pour chaque de s et £ lorsque 4 et
~ p varient de o a +oo. En posant donc

. . .
A=(K"C,, ) m=tp ot B=(KC,,,) r—he,
on a . c -

s 4
]{776 2m P ""{’1' [{qC X 2 “kl
B, 1)< B Conl BITVRRF (B ol l) 7t

I 1
<GXP-{(]{”CA, " [ Xy I Qm) m— Ay p + (f{”CA, " I X3 ! 2”) n—rng }

2m 2n

:exp,{/ilxll Wby +B|x‘3‘ n—kg |,
- Par conséquent, quels que petits que soient les nombres positifs
e et 0, si I'on prend 4, tel quon ait simultanément

272

N
+0,

2 ML oo o< P
m—rkyp  m—2p 72— kg 72— 2¢g

on peut alors trouver (8.1) pour les valeurs suffisamment grandes de
£ et,lle- .

- Deuxteme cas: [n—kp)A—1)3< s=[(m—kp)A] =L~ rF.p)
@t Ol= . =L —ap) A+ DI<LOn — kp) A+ 2+ 1)] et t=

[(n—Fg)p). On a évidemment, dans ce cas,

REENLN S
s m—fyp — kP

En remarquant donc qu’on peut écrire

s ) . . s
Z: ([{I)CA' w l Xy ! 97{;) 7/;—-%,1) <g 1. ‘ EZ ([:PCA' !L]xl I ..m) 7”"4’1,’/5—
s! gn—rkyp ' s!

3
QI%‘;—-]CXp.{([("CA, vl | Y =k }'
. ==l _

oy ( 2112 )
= ———————Jfexp\(A|x, | m—tp |,
| Em_wge‘? =tz

on peut aussi trouver la relation (8.1).
On peut approuver en outre cette relation (8.1) dans les autres
deux cas suivants: '

-
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Trovsicme cas: s=K(m—kyp)AY ct Lz — kg)(p—1))<i=[(z— kg)p]

=[(e—Ag)n+1))=...... =L~ ko) e+ DI<KGe— bg)(p+ 1+ 1))

’ Quatritme cas: [(m—rkp)A—1)Y<s=[(m—kp)2Y= [(2— by p)
A+ D)= ...... = [0 — k) A+ ) I<K(m— 21 p) A+ 7+ 1)} et L(r2—lng)-
(p—1}<t=[(n—ta)ed=Ln—ta)p+))=.... =[n—hg)(e+ 1<

(G2 —feig)(n+ 2+ 1)}

Notre théoréme est ainsi demontxe

§$4. Le probléme de l'unicité

9. Pour une application du dernier théoréme on peut résoudre le
probléme de l'unicité des solutions de I'équation aux dérivées par-

tielles (2.10) : V
()m—mn ap +q”

(.1) F= 0x,"0xy" dy,"dy"
dans le cas ol la série double (1.2) converge. Pour cela, il est com-
mode de considérer {’dguation adjointe pouvant s’éerire sous la forme :
(0.2) O@)=(— T (e T
9,70 ay,P 9y,
Si p est une racine de l’equation
(9.3) Zm=prt (=v"=7),

telle que p=—p,—12p, (p,220), il est alors aisé de voir que la fonction

(9.4)  w=exp. {p,u » (yl —p)tpv e (yz ) +2poe — &) + =8}
=exXp. { —ppr (J’L 771) pw? (C"z 772)
+ Z‘[F‘(xl“ &) — Paft ” (J’l - 771) +ul(x— &) "PzVT(;Vz“ 72)]}

vérifie formellement équation (g.1), considérée comme fonction de
(21, %, 31, 72) et Véquation (9.2) comme fonction de (£, &, 7, 72). Donc
la fonction

(0.5) U g2 oe2)

A
So 5 COS{#(xL 51) 24 " 7 (n— 771)+v(x2 &) P " (y_—-ﬁjﬁ}
= X cxp-[—P;# » (J’l“’?l)“’PlV ? (5’ 2—772)]d‘u v (;//ligz)
. (ailleurs)

vérifie certainement 1’equat1on (9.1), considérée comme fonction de

(%1, %5, 31, ¥2) et Péquation (9.2) comme fonction de (&, &, 7, 7:). Dans

le cas ol p;>o, lintégrale double converge absolument pour (“;’;77‘),

72

et la convergence est uniforme sauf au voisinage de 3= et y2=7n.
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Il-en est de méme des mtegrales doubles qu’on obt1ent en dérivant
(9 5) un nombre quckonque de fois par rapport a &, &, 7, 7. Dans
le cas o, p,=0, on ne voit pas unmedlatement que Vintégrale double
a un sens. On peut laffirmer cependant (en supposant toujours
m=F et pF) par une transformation de la forme

CF=p e T
odo Jo Jo 2 Jo 0 Ji  JJhy
olt 4, et /i, sont toutes les deux prises convenablement. On voit donc

de méme que lintégrale double peut étre dérivée un nombre fini de
fois par rapport a &, &, p, 7. Il est & remarquer ici que si p,<o on

doit prendre (_y <77> au lHeu de 6‘;7‘). Par cette raison, la fonc-

¢ 7,"‘
tion U est appellée la solution foﬂdm;/wzz‘alp de notre equation.
10. En posant

2 v

(ro.1)  A=p(3—p)™, A=v(re—np) ™,
0‘:__—-_—-_—6’ , r:__w_xﬁ_—s‘f)lt ,

=)™ ()"

considérons lintégrale double suivante:
$E20; 1, 2, 4es

(10.2)  Z,{o,7) o)

E——L—S S A‘l‘exp.{wpl/]—?—pll?“
4 -0y —® N

+(Ao—pad ¥ + 20— 0,07} A
= —I—S ” -A“exp.{ —(p,+ z]og)/ll;—i' + z'Aa}a’A
2 Jmew - . i

2

% —I—r A’éxp.{ —(o+ zp‘)AJT + z'/lr} dA
= I{0) (7). '

On a alors, pour @ réel quelconque,
J1;(0)1,<ST(A+m)8exp.{——(pl+zp2>(/1+z'a)"5“+z'Aa—aa}1dA
0
< e"““ST(A +iaYexpd — (o +ip)(A+ia) ¥ +ido}| da.
) A
Or on a

— (it o)A+ ia) T <= AT

D .2 aal . .
ol xlzmax{“;‘c r —R(¢ +z)"} qui est manifestement finie, et de
0<g<e
plus, on a
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|(A+7a)’] <zzexp{ - (a5 +av )}

ol »=2 %, Donc on a
| Z(a)| <zze‘““go exp.{ -———A vt (g + ——)a » }n’A
4
T’ < » 1 e
=27 [\1+2"m )/»exp{ a(z+<zl+~——)a » }

4
m
o m=-p
= i
K
nt—L)
? 4
on peut encore écrire l'inégalité suivante :

_T’_.L‘ "
| (o) | < klleys)™ exp.{——Ala"l =y },
oll £ est une constante et ol 4 et A sont des constantes qui ne dé-
pendent que de = et p. On a de méme
2 o
| 70| < Bty ™ exp{— Bl | "7,
ot 4 et B sont des constantes qui ne dépendent que de 7 et g.
Par conséquent on a linégalité suivante: . .
P s 2 ‘ n 7
(10.3) 1o, D)) <) (k) exp{ — A] o | 77 = Ble| 77

D’autre part on a immédiatement
p

oty net __..7’_",4- (22V)
(10.4) U (== " em ) L (o, 7))

9 518 9 52‘
(22
"y > 72 ’

- ’ A Y 7 - ’ - dﬁ+t
qui démontre, grace a (10.3), que la dérivée particlle —a;:ég—;
=1 2
e

zéro avec 771——>j/1-—o et p—>y—o0 (pour £ :i:i?)' On voit donc que la

w’a

En prenant

tend vers

fonction I/ est continue avec ses dérivées particlles par rapport & &
et & dans tout le domaine sauf au voisinage crucial du point (§,=x,,
&=, n=V, 2= 3"’)

On voit de méme que les dérivées partielles de la fonction U par
rapport & 7, et 7 (et danc a &, &, 7, ) sont aussi continues dans tout
le domaine sauf au voisinage crucial susdit,

11. On peut trouver les majorations des dérivées partielles de la
fonction U de la maniére suivante. Posons, pour ccla, U sous la
forme :

(1r.1)  U=(n—7)""(n—7) " (),
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(11.2) ¢(o,0)= SwSQCOS<P2/l%~‘ Ao+p22”:———)\r>
B 0J0

o

X oxp— p AP — p i) d A,

On a alors
. Z_] — A []’= ap +gtmtn []
1 - d,&pd}:qa md,.n .
s1 Vs 771 72
L o
| P )T ™
o (VR C L () ’
p+
x -2 )
OgPdr?
=(= Pl 7,,,() - {n— '90”(3’2'772)1][}
am'in
=(—pr o,
a‘mna'@:

" oft Ton pose, pour abréger, :
gr+ach

/ —_ ——ﬁ—— + , Z: -—-_q.._ s e .
‘ 7 (241) 72 (g+n), 7 dgPor?
Or on a

oV - 9

p) = (J’x - 77x)/ 1(3’-1 - 772)1{/&]'—* -—Zj——o'——f——},

O ) ' 72

o/ _ 0

P Co VA C D {lf )

72
En introduisant ici les symboles d’opérations
(11.3) @,,:—:/z——ﬂa-a—, D=1—-L J
m  Og 2 Or

'D;‘l’, ;E ®IL—J+1(DIL—5+2' . ’@]L-‘lgll@l"‘l“}-l@-["l‘l'ﬁ' . '@l—l@h

on a
aS-H(I)/ s+ R—s 1=t 7y ¢ <.S‘-—- 1,2, 3 .. )
677130 t ( I) (J/l—/l) (3’2:’?.’.) -D‘h,l\f t____x 2, 3, . .
On a donc
(I I .4) Z]l. = (— 1 )7’ ""I“'m""'(ﬂ/1 o 71)’:—-71;(3/2 )l—-n 02, 71

Or on a

D"‘ a2 optstatt

§ Ea" w0’ dgPregprt

B

STR0, 1,2, ey W2
oll a,, Yy est ‘une constante, et
1=0,1,2,...,7

h—m=—

{n+p(p+1)}, Z“"7Z:-———7I-——{7ZZ+Q(Q+ 1)},
2
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On en déduit, grace a (1o, 0)

‘(i) Tl <kexpd—alo| F = Ble| )
ol /% désigne une constante,
Posons
Ue=d4Us+ O=r1, 2, ..., "+3),
ot N=z20(m—1)+2(n—1)+2(p—1)+2(y—1). Il est alors aisé de voir
qu'on peut trouver de méme linégalité suivante de la méme forme
que (11.5):

" n
(11.6) | Uo| <kexpi—Al|e| ™ — Blc| 7).
Par conséquent, si 'on désigne
N+3
(11.7) V= 23 boUs,
O=0
ol be (en particulier 4,=1) sont des constantes qui seront déterminées
plus loin, il est évident que cette fonction 7 vérifie I'équation (g.2),
considérée comme fonction de (&, &, 71, 7).
12. Nous pouvons maintenant démontrer que notre équation aux
!
— 00K x‘<oo\
S

dérivées particlles (9.1) admet dans le domaine 2 * | une
O\J’L\G

; oL ¥u<d
et une seule solution n(xl, Kay W1, yq) satisfaisant aux conditions suivantes:
1° 22 est égale A la fonction donnée 2(xy, x3, ¥,) sur 1=0,
2° 7 est égale & la fenction donnée Q(xy, x, yl) sur ¥»==o,
3° le produit '

(12.1)  2(xy, 2o, yl,yg)exp{ Alxll m=3p —B[le n=2y } reste fini.

11 suffit, en effet, de décider que la solution, nulle sur y=o et
sur 7.=o0 et de plus satisfaisant & la condition (12.1) est nulle partout
dans notre domaine £. Supposons donc que la solution 2(xy, %2, 31, 32)
n’est pas nulle au voisinage dun point (x,=o, x=o0, =0, ¥,=0)
mais que cette fonction est identiquement nulle sur y;=o0 et sur y.=o.
Désignons par M, une muyltiplicité d’ordre 3 dans notre domaine £.
Parce que # et V' satisfont respectivement aux équations aux déri-
vées particlles (9.1) et (g.z), on a

(11.2) OZﬁH (V70— ud(V)}dQ (d9=dEdEdyidys)
e e R e

{ ()7’ '17[ . (__ 1)7)+’IZ£M}][Z.Q.

();71” Op? O "opy?

H
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Or on peut supposer‘ que notre domaine £ est limité par trois
multiplicités d’ordre 3 : '

10, V=0, et My : n=T{x, 2, 32)
qui n’est pas paralléle & =0 ou & =0, On peut donc en dé~

duire V'égalité suivante:
(12.3) o= Wjima{%[ cos (V, &) +B cos(V, &,) — € cos(V, 7,)
—D cos(NV, 7.) M,

ol V désigne la normale intérieure de cette M, et ol
m—1 & a(m-l—s)-rnu ds+n]7 ()m—-l—su }
T oy |
§( ) 0513 ai;lm—-l—sdfzn ( ) a{;lsdﬁ!n dglm—l—s
dt I’/ am+(n~l—-t), / ()m+t e an-—l—t )
: 2 F (=) I 2t }’
()C,,:gt 051711()5211—1~1 ()Elmdfgt ()Ezn-l—t
{ on . Gp—1—s1)tay
OpSr - Opp— T3y
y o +gl”  dp—1i—siy }
Oy iyt dpp—T—% ’
{()th 02 +(g—1—%)y
67727“1 ())7[7)07729"' I—%
pett —1—t
(=) o417 a7 12¢ }
OpPdptr Opg—T1—4

p-1
C=>(—1=
(12.9) ¢ 7°

+(—1

@E:{j (=)t

170

Si T'on détermine donc des constantes de dans (11.7) telles qu'on

ait
V=o,
o >
=0 ==, 2, e, 72— 1), = l==1,2, ..., 72— 1),
FIE (s m—1) 5 o (t=1,2 72—1)
on oLl
=0 (§,="1,2,...,p—1), =0 ({;=1,2,...,0—1),
o (5= ‘ p—1) A (4 g—1)
ds-*-n V - ()m—H V
=0 (§=0,1, 2, ..., W —2), ———
(12.5) J 95083 08
' (¢(=o0,1,2, ..., 2—2),
'+ +t
?S QV —0 (‘S‘l:Oy 152) ...,]ﬁ““.?), 0? lV =
dpS:07,7 @771”0)72 133
(t},:O: 1, 2,..., Q”Z):
(n~1)+(i=1) (pe1)+(g=1)
(e DY, B
. dé_—lm—ldézn—l dvlp—ldvzq—l

(partout sur M,)

sur IM,, tandis que
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£ 7 - %
(12.6) s cos(V, &)+ i cos(V, &) — A4 cos(&V, 7;)
()E?. aEl 6772
— O o (V. 7
0771

est égale a la fonction  H(x), x,, 2) qui vérifie Vinégalité

| 77| <k expd—A|o| w7 — B|c| "),

alors on a
(12.7) ng wHIM,= o,

ce qui donne' que la fonction # doit &tre nulle partout sur MW,;. On
voit ainsi que 2 est nulle partout sur M;. Par conséquent on voit
que 2 est nulle partout dans notre domaine £.

Notre probléme de l'unicité des solutions de T'équation aux dé-
rivées particlles (2.10) est ainisi démontré dans lc cas o la série
double (1.2) converge.

Nous tenons & la fin de ce mémoire & remercier M. le profes-
seur Tosizd Matumoto, qui a bien voulu lire notre manuscrit et nous
aider par quelques remarques trés utiles dont nous avons tiré grand
profit,

I. On consulte ici le mémoire de Georg Famel: Uber die Geometricen, in denen die
Geraden die Kiirzesten sind (Inaugural-Dissertation, Gottingen 1901, pp. I~9I).



