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Il est bien connu, depuis Peano, qu'il existe une solution (au
moins) issue d'un point initial donné¢, pour un systéme normal d’¢qua-
tions différenticlles ordinaires avec seconds membres continus, et que
certaines conditions imposées aux équations, par exemple, celle de
Lipschitz, sont suffisantes pour qu’un systéme différentiel ne pos-
sade qu’'une seule solution passant par un point quelconque du do-
maine de définition, ou en d’autres termes, que le systéme soit dé-
pourvu de points de Peano, c’est-a-dire points d’embranchement des
courbes solutions du systéme. Quelle est, alors, la condition néces-
" saire et, en méme temps, suffisante pour que se trouve une telle
circonstance d’unicité? Clest a cette question que nous allons donner
une réponse dans le présent Mémoire.

Beaucoup d’études ont été faites concernant I'unicité des solu-
tions des équations différenticlles, mais elles ticnnent, presque toutes,
A des conditions seulement suffisantes de Tunicité, tandis que nous
savons déjd quelques conditions nécessaires ot suffisantes de Punicité
en un point initial donné'; d'ailleurs, ces conditions se rattachent,
soit explicitement ou non, & unc solution particuliére issue du point
initial considéré, et quelques-unes d’elles ne sont valables qu'au cas
d'une ¢équation unique.  Pourtant, il s’agit ici, comme condition né-
cessaire et suffisante de l'unicité réalisée partout dans un voisinage
d'un point du domaine,” d’'unc ou deux inégalités ol intervicnnent
sculement les équations et non pas leurs solutions; ce que personne
wWa établi jusqu'aujourd’hui.

T.a condition obtenue est presque celle que nous avons donnée
autrefois, comme condition suffisante de 'unicité pour une équation

1. Yosie, Jap. J. Math. 2 (1925), p. 161; Okamura, ces Memoirs A 17 (1934), p. 319
[Correction, A 19 (1936), p. 269], ibid. A 23 (1941), p. 225. :

2. Ily a la uné difficulté pour établir un pareil résultat pour le domaine entier et nous
nous bornerons, dans ce Mémoire, au point de vue local.
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unique’, et la démonstration ne s'effectue que d’aprés la méthode que
nous avons introduite récemment?, complétée par quelque artifice d’une
certaine moyennc intégrale.®
_Ainsi, nous sommes a établir la proposition suivante :
Théoreme.— Considérons wmn systéme différentiel réel

(_{Qﬁ:]«’,(x’ My ooy V) (¢=1,2,...,7)
dx

oiv F, sont Sonctions continmues dans un domane C de poinls (x, v,
e M) € supposons que ce systime 1w adiict giluie scude courbe solu-
tion tssue & droite d'un pornt tnitial guelcongue, tntérieur de C. Alors,
st qtous prenons un domaid
Ve a<x<ld, 0,<p;<bf (=1....,7)
qur se trouve, ainst que sa jronticre, dans [intcricur de C, il cxiste
wune fonction O, Yy, <., Yuy Ziy -ovy Zn) definze powur
W: e<x<d, 0,<y,<<b/, 6:<2,<b! (i=1,...,7),

continue, ainst guc ses dérivées pariielles duw previcer ordre, par rap-
port & ces 2n-1 variables (%, ..., 2.) dans W, ¢t telle que

D(x. p1, oeey 20) >0 ou=o0 sclon que |y—z|+...+ |y—2.] >0 ou=o0,
et

O, I we0s 20) 4 SO0 Ty - Z")]’}(x, iy eees P

dx =t 9y,
+Z}d_@(_ﬁ%h_'“;_zﬁ]§(x, 2y, ey ) =0
L= Z.

i

La réciproque est évidente: sous ces conditions, il n’existe qu’une
seule courbe solution issue & droite d'un point donné malis arbitraire
de V.5

On a un résultat analogue pour l'unicité a gauche, en renver-
sant cctte fois, seulement, le sens de la dernidére inégalité ci-dessus.
Par conséquent, en combinant ces résultats, on aura une condition né-
cessaire et suffisante pour I'unicité & droite ot a gaucne dans un voi-
sinage d'un point donné ; la condition exige l'existence de deux fonc-
tions, telles que nous venons d’indiquer,

1. Loc. cit. (1934), p. 322, Corollaire.

2. Loc. cit. (1941).

3. MM. Kakeya et Tsuji ont utilisé cet artifice dans leures recherches relatives aux équa-
tions différentielles ordinaires [Jap. J. Math. 16 (1939), p. 71].

4. On pourrait prendre un domaine plus général sans changement essentiel de nos rai-
sonnements, mais nous n’insisterons pas sur ce point pen important pour le probléme local
ol nous nous plasons.

5. Parce que, pour deux solutions ¥; =, (x), 5;(x), la fonction ®{x, 7,(x), ..., 2n(*)] nest
pas_croissante par rapport & x, ¢tant égale & 0 pour x initial, donc elle’ doit étre identique-
ment nulle, dott les identités ¥;{x)=z, (¥} (=1, ...... 5 72).
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Nous allons démontrer ce Théoréme, et aprés cecla nous en a-
jouterons quelques cxemples particuliers.

I.—Démonstration du Théoréme.

1. Nous nous bornerons, pour plus de clarté, au cas z=1 (v, 2,
5,4 au lieu de w3, b, &) et laissons de c6té le cas général qui est
tout & fait analogue & ce cas simple.

Considérons alors les équations simultanées

(F) Y Pa,y), L=, 2),
ax dx i
qui n’admet, d’aprés hypothése, qu’une courbe solution issue & droite
d’'un point du domaine de définition, et, en particulier, une scule
courbe située, jusqu'au bout, sur le plan y=z, partant a droitc d'un
point de ce plan.
Prenons un domaine fermé
Vi: a—e=x=ad+e, b—e=y=0+¢
avec e positif mais assez petit, tel que /] est contenu, avec sa fron-
tiére, dans Vintéricur de C, contenant 7 dans son intérieur, et pre-
nons aussi un domaine fermé
Wy a—e=x=d+e b—e=y=l+e b—e=z=l+-

Cela étant, construisons, suivant les définitions que nous avons
données récemment?, la fonction D(2~, Q) pour le systéme (F) et pour
le domaine IV}, P ot Q étant deux points quelconques de F7, Cette
fonction D(2, () jouit, comme nous avons indiqué', des trois pro-
priétés suivantes: 1° D(2, Q) est une fonction finic et continue de
deux points quelconques £ et @ de ] et sannule si et seule-
ment st P et Q se trouvent sur unc méme courbe solution de (F),
courbe située dans W) (frontiére comprise), sinon (7, Q)>o; 2°
D(FP, Q) est une fonction décroissante de Pabscisse (x) de O, lorsqu’on
fait varier le point Q sur une méme courbe solution de (I), restant
a droite de 2; 3° D(P, Q) satisfait & la condition de Lipschitz

| D(P, Q)—D(P, Q)| =Q Q' pour O et @ d’une méme abscisse (x),
Q0 désignant 1a longuecur du segment QQ.

2. Nous introduisons ensuite une fonction 6(Q), (2 étant un point
arbitraire de IV, telle que 0(Q) soit le minimum de (7, Q) pour
toutes les positions du point 2 pris sur le plan y=2z, ayant son ab-
scisse (x) inféricure ou égale & celle de (Q, c'est-a-dire, 2 étant &
gauche de (). Alors, par la nature des fonctions continues, il existe
un point 2 de I, sur le plan y=z2 et a gauche de Q, tel que

1. Loc. cit. (1941). §1I.
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D(P, Q)=0(Q); donc, d’aprés hypothése et d’aprés la propriété de
D2, Q) (1° n° 1), 6(Q) sannule si et sculement si le point ‘Q vient
sur le plan y=z, sinon 6(Q)>o0. Dec plus, 6(Q) cst une fonction con-
tinue de ), décroissante par rapport 4 Iabscisse (x) de @ lorsque Q
se meut sur une méme courbe solution de (F), et enfin, elle vérifie
la condition de lipschitz
|8(0)—8(0")| = Q0 pour deux points Q et (' de méme abscisse (x).

Par conséquent, si nous posons

o2, 2)=0(0), 0 (®22)

la fonction ¢(x,y,z) est, & peu prés, ce que nous cherchons et il nous
reste & la substituer par une autre @(x,y,z), douée des dérivécs con-
tinues, conservant les propriétés essentielles de ¢.

3. A cet effet, posons

(/J(x, v, Z):L)—zso(xy v, Z)?
et puis .

i z+p yp Z4p
x, , Z):%S f/ES flvg 9(€, 5, O
(2p)de-e Jy-p "Jae
pour tous points (x, 5, 2) de W tels que p==z ol p est une fonction

positive de |y—z]:
p=p(r)>o0 pour r=|y—z| >o,
- que nous préciserons, de plus en plus, dans la suite.
Supposons d’abord que
p(r)<e (o<r<o0);
donc la fonction y(x, v, 2) est bien définic dans [V sauf sur le plan
y=z.

Nous supposcrons ensuite que p(7) est une fonction continue, ainsi
que sa dérivée p'(7), pour o<r<co. Par conséquent, la fonction
x(x, v, 2) posside toutcs scs dérivées partielles du premier order con-
tinues, pour y=kz, dans [V,

IFaisons hypothése que p(#) tende vers o avec 7, de sorte que
%(x, v, 2) est continue dans IV, ayant la valeur o sur lc plan y=z.

Enfin, restreignons o(7) et |p/(7)| & étre suffisamment petites de
telle sorte que soit vérifiée 'inégalité

I 1 - o
1z, 1,2) + Iz, y, Z)];(x’ )+ Qxﬁ:}g;j)ﬁ(x, =0
ox ();J’ dz
pour y=Fz.
En effet, on peut écrire

1P 41p4l ’
1,2,90=| | | " gl pt, 30, 5+ ot )00, a0,
et, si (&, 7, 2) est un point de ¥ tel que y=2, on aura, en prenant
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un point voisin (%, 7, 2) sur la courbe solution de (F) issue & droite
du point (x, v, 2) (¥>x), l'inégalité
Wz, y, 0)=A%, 7, 2),
d’o découle linégalité précédente. Pour démontrer cette dernitre
inégalité, on prouvera que, pour —1=0,0,, 0,=1,
. Hx+pl, v+ pl,,z+ pl)=¢(Z + b, 5+ pl,, 2+ 50)

(1) S ~
[p=p(r)=p(ly—21), p=p(F)=p(|7—2])].
Si ®F—x est asscz petit, la courbe solution de (F) issue & droite du
point (x+pb, y+pb,, z+pb,) se prolonge, indifféremment pour —1=0,
0, 0;=1, jusqu’au point de labscisse (x) égale a %+pf, dont nous
désignerons les coordonnées par (450, ¥V, Z), parce que (T+pgt)—
(x+p0) est aussi petit'; et nous avons, d’aprés les propriétés de 6(Q)
[=¢lx, 3, 2)=c"¢(x, 3, 2)],

(2) G(x+p0, y+p0,, 2+ pl)z= 2+~ (x 456, ¥V, Z)
et :
l¢(z+p0, ¥, Z)—p(x+pb, 7+pb,, 2+ b))

& = = G+ p0)] + [Z— G+ p0s)T
Dong, il suffit de démontrer que

(4) (TN T+pl, ¥, Z)=g(®+pl, 7+ pth, 2+ pl,)
ct

(s) (%) — (-+pl) >o,
parce que les inégalités (2) et (4) entralnent (1). Or, Vinégalité (4)
revient, au moyen de (3) et (5), & une autre telle que

[(%+p0) — (x+pO)I¢(%+50, ¥, Z)

(6) =¢ —(~+V0)l/[lf_f(j—,+‘5(}l)]z+[Z__(E-*_ﬁ()z):'z.

Pour réaliser linégalité (5), il suffit que I'on ait
| ket <1

X—x

mais ce premier membre tend, pour F—x 4o, vers la quantité
kﬁ’g_:ﬁ’gg’? “l’UI]d“"" o7 dz
P dx dr dx dy dx 0z dx
=o' ()1 77(x, 9) — 7, 2) |,
qui est plus petite que 1 si nous prenons p'(7) assez petit pour o<
7< 00, cc qui est possible, Quant a I'autre inégalité (6), c’est-i-dire

FPYT+0, ¥, Z)=

I 3y — — ¥
Gra0) =G ipn) =G +a0)F+ 12—+t

dont le premier membre tend vers

1. Cf. la formuie (5) suivante.
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0 (x+pl, y+p0i, 2+ pbi) = plx +p0, y+p0,, 2+ pb)
pour F—x+o, uniformément par rapport & (0, 0,, 0,), le second membre
ne surpasse pas
/( Y—(5+50,) )+ ( Z—(%+ pb) >
(%4 p0)— (x+ pt) (7 +p0) — (x+pb)/’

oll _ _
: N el 7/}
Y—@+pb) _  Y—(y+pb) _%—x Z—x
(®F+p0)—(x+pb) (R+p0)—(x+pl) L F—py
¥F—x
qui tend, pour FT—-x+o0, vers
F(xrj’).*—%ﬁﬁl
x
) 1+£01
dx
avec
W — (P i, 3) = P, 2)] = [y—3]),
dx 7

uniformément par rapport a {6, 6, 6;), ct de méme pour
Z—(2+pby)
7+ 50)— (+ +00)
Ces dernitres quantités deviennent inféricures, en module, & une fonc-
tion positive et continue de 7=|y—z| >0, et arbitraire, par un choix
convenable de p(»), grice a la continuité uniforme de /. Cependant, la

limite précédente @(x+pl, y+pb;, z+pb) ost, en supposant p(r)<”
2

par exemple, supéricure & une fonction positive et continue de » pour
7>o0, parce que la fonction ¢(x,,2) est continue dans 7] (frontiére
inclue) et positive pour »>o. En somme, il suffit de prendre p(r) ot
|p'(7)] suffisamment petits.

4. Ta fonction y(x,y, 2) remplit toutes les conditions exigées a
D(x, v, 2) sauf Uexistence et la continuité des dérivées pour y=3. TPour
compléter ce dernier point, il suffiit d’adopter!, au licu de y(x, y, z),
la fonction -w[¥(x, ,2)] de ¥, ol

()= \ .{‘a)’ (2e)du, w'(22)>0  (#>0),
v .

la dérivée @'(z2) étant continue pour #=o et infiniment petite avec =
de telle maniére que

1. Cf. loc. cit, (194I), p. 23I.
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(,,/(u):g( max [|(x, 2, 2|, 0%, 2 2|, [2lx, 9, 2)|] >

#(x, y, D=u
Alors la fonction
W, 3, 2=l ,2)]
posséde les dérivées continues et nulles pour y=z, et satisfait tout
a fait a I'énoncé du Théoréme. C.q.f.d.
’ II.—Exemples.

I existence d'une telle fonction @, comme dans 1’énoncé du Théo-
réme, peut sc justifier directement pour les cas particuliers suivants :

1. Dans le cas de la condition de Lipschitz:

]E(x¢ Y "'1}’71)"E(x; 31y -0y Z71)[§]€l/(yl;»zl)2+ e -f-(yn——g")z

(i=1, 2, ..., ),

on peut poser
D, yy, -y 2) =" (=2 )+ .+ (=207,

2. Un cas d'une équaticn différentielle ordinaire sans points de
Peano qui ne rentre pas a celui de Lipschitz est donné par I'équation
dy_ _fx )

dx [, )

ot f(x,y) est une fonction douée de dérivées continues fix,y) et
£, ), %, ¥)==0, dans un domaine. On a, en effct, la solution
générale

[

Az, y)=const.
Alors, on peut prendre, dans énoncé du Théoréme,
d)(x’ Vs Z):[f(x) J/)—‘f(x, Z)J:
3. Un autre exmple intéressant est d a M. Carathéodory‘; c’est
le systéme suivant:
@_: ’ ’({l/:@f(ﬁ%j/)_*_af(x,j/) ’
dz dx ox dy »
ol la fonction f(x,y) est supposée continue, avec scs dérivées pre-
mi¢res. dans un domaine. Si nous supposons ces dérivées bornées,
en module, par Z, on peut adopter, dans le Théoréme {3, =y, =1"),
que
Wz, 9,5, 2, )= {4 Ly —2) + [ — Az, 3)— &' + A, 2)F},
parce que

00 90, g@(df(x, ) ¥ 9) ,,)
dx+dyy +dy’ ox o dy !

I. Variationsrechnung (1936}, p. 17.
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00, dd(f(x,2)  If(x,2),
o’ +5?( W )

=4 Le "~ LNy —2V— [y —(, y)— &'+ Ax, 2)]
+2L(y—2) ' —2)}

=4 Le™ " = 4 Ly =2l — (o =2V + 23 =2 ) A%, ) — Fx,2)]
—[ A, ) =S, )+ 2L(y—2)»' =)}

sSyLle ™~y L y—2f— () —2V+2L|y ~2' || y—z]|

+aLly—z||y—2]} '

—4Le™ (2 Ly —z| + |y =2 | )

o,

A




