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     Il est bien connu, clepuis Peano, qL}'il existe une solLkion (au
 moins) i$sue d'un point initittl donne', potir un syst6me normal d'6qua--

 tions cliffe'rentielles ordinaires avec secon(its membre.s continus, et que

 cer#aines conditions iinpos6es aux 6quations, par exemple, celle de
 I'.ipschitz, sont suflisantes pour qu'un syste.me diff6rentiel ne pos-

 s5-de qu'une seule solution passailt par un point quelconque clu do-
 maiRe de d6finition, ou en d'autres termes, que le systhme solt d6--
 pourvu de points cle Peano, c'est-E-dive points d'embranchement des
 cozu-bes solutions du systeme. Q.uelle est, alors, la condition n6ces-

'saire et, en iinSme temps, suflisante pour que se trouve une telle
 circonstance d'tmicite' ? C'est 2L cette question qae nous allons donner

 une r6ponse, dans le pre'sent )/t6moire. '
     ll13;eaucoup C!'6'tucles ont 6t6 faites concei"nant 1'unicit6 des solti-

 tions des 6quations d{ff6rentielles, mais elles tlennent, presque toutes,

 E'L des conditions seulement suffi.sante.s de 1'{micit6, tandis que nous

 savons dajt'L quelques coB<ilitions n6cessaires et saMsantes de 1'ztnicit6

 en un polnt inkial donn6t; d'ailleurs, ces conditions se rattachent,
 soit explicitement ou non, 2t une solutlon particuliere issue du point
 initial consid6r6, et quelques-unes d'e!les ne sont valables qu'au cas
 d'une 6quation uiiique. I,Pourtant, il s'agit ici, comme conclition n6-•

 cessaire et sullfLsante cle 1'unicit6i r6alis6e partout dans un voisinage

 cl'un point du domaine,L' d'une ou deux ln6galit6s oti interviennent
 se"lement les 6quations et non p.ks leurs solutions; ce que personne
 n'i. (5tabli jusqu'i, ujourcl'hui.

     I.a condition obtenue cst presque calle que nous avons clonn6e
 autrefois, comme conditlon stiffisante de l'uniclt6 pour une 6qtiation

   i. Yosie, Jap. J. ]Vrath. 2 (ig2s), p. i6r; Okamura, ces IIemoit-s A 17 (ig34), p• 3i9

 [Correction, A 19 (Ic36>, p. 26g], ibid. A 23 (!g4I>, p• 225• '
   2. Il y ,a lii und dillicult6 potzr etablir tm pareil re'$ultat potir le doinaine entier et nons

 nous bornerons, dans ce ]I6meire, au poilit cle vue local.
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 uniquet, et la d6monstration ne s'effectue que d'aprhs la m6thocle que
 nous avons introduite r6cemment2, comp16t6e par qttelque artifice d'une
 certaine moyenno int6.crrale.3

    ,.t"S.kisi, nous sommes t} (Stabllr l.a proposition suivante :

     Th6orbme.-Consi'ddro•ns edn s..yslO'me ali,ffe'renllel 7'del

               f. tt'=Fi,(X, S,i, •••,),,,) (Z'= I, 2, ..., 7Z)

                         t. e oii Fi, so7zt fonclz'ons contz'nztes daris zin dog7iai'fze C de Poi'7ils (x,yt,

 ••-,J,,,) ; et sztPPosons qzte ce systiniie n'adeizet ezb'•tme seitle coztrbe solzt--

 lz'on i;sszte cSv droile d'2in Poz'nt zYiiZi'al azdelconazde, z'nle'rz'ezcr (le C. /llors,

 si nozts PTcnons ztn do7n.ai'ne4

    . V: a< x< a', bi<k< bY (i =i. ..., n)
 azel se lrozt•we, a.i:nsz' aue sa f•ronli(Nrre, dcins l'lnlc'•rz'ezar de C, zl exz'sle

 unefo71ctlbn (P(x, yr, ..., y,,, gi, ..., g,,,) dc;ISnz'e Poutr

         lyV: a<x<a', b,i<jvi<bi', bi<gi<b! (i'=i,•••,n),
 conli'nzte, ai'nsz' aet•e ses tle'n7`,e'es Partz-elles arzv prcmz'er ortlre, PaT 7'aLzS-

.Porl tv ces 27z+i "dariables (x,s,i,...,a,,) (lans i'if, el lelle q2te

   <)P(Jt'.yi,•••,g,,)>o o2t =o selon a2te b,i-gtl+...+b,,,-di",,l>oozt==o,

 el
                                            'e Od2(-y, .io! x, ::•, Z?,) +tL.SIS Oop(", /ii '''' g")F,(x, J/t, t••, p't,)

                       +.t/, ikh-' ,O di(X' Yd'g. '''' g")7,t(x, z!, ..., g.) ,<,.,o.

                                  b
     ILa re'ciproque e-st 6viCiente : sous ces conclitions, il n'existe qu'une

 seule courbe solution issue 2t droite d'tm point clonn6 mais arbityaire
 de vr.s .
     On a i}n r6sukat aRalogiie pour 1'unicit6 2 gauche, en renver-•
 sant cette fois, serilenient, le sens de la clernibt"e in6galit6 ci-dessus.

 Par cons6quent, eii combinant ces r6sultats, on atira une conclition n6-

 cessalre et $uflisante pour.1'unicit6 ck' droite et 2L gaucne dans zin voi-

 sinage d'un point donn6; la condition exig`e 1'existence de cleux fonc-

tions, telles que nous venons d'indiquer.

   i. Loc. cit. <Ig34), p. 322, Corollaire.

   2. I].oc. cit. (I94Z>• '   3. iN'IINtl. I<akeya et 'lrsuji ont utilise cetartifice dans letires recherches relatives atix 6qua-

 tions diffCrentielles orclincrtires [Jap. J. r(ath. 16 <ig3g), p. 7i]•

   4. 0n potu'rait prendre un domaine plus gen6ral sans changement essentiel de nos rai-
sonnements, mais nous n'insisterons pas sttr ce point peu important pour le problbme local
otl llous 11ous plat;oAs.

   5, l'arce qtte, poiir cleux solutions -7t ==yi, (x), st; (x), la Åíoiiction (I)[x,)ti(x), ..., AcrJn.(x)] ii'est

pas,croissante par rapport ti iv, 6tallt egale ti o potir t initial, donc elle' doit C`tre ideRtique-
inent nttlle, d'ott les iclentite's J,i, <x):=3e (x> (i=I, .•..•., n).
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    NTous allons d6mohtrer ce ']]h6or6me, et aprds cela nous en a-

jouterotls quelques exemples particuliers.

                I.-D6monstration du Th6orbme.

    1. Nous nous bornerons, pour plus de clart6, au cas n=i(p,,g,
b, b' au lieu cle ptL,zi, bi, bi') et lalssons de c6t6 le cas g6neral qui est
tout tL faie analog'ue 2t ce ca$ simple.
    Consid6rons alors les 6quatlons simultaB6es
  (F) Åíl'ii'.V==J(x,Jy), ' ::l.i;:=.Z7(x,g),

                                           t.qui n'aclmet, d'apre's hypoth6se, q}z'gne cotirbe solution issue k droite
d'un point du domaine cle d6finition, et, en pa'rticulier, tme seule
courbe situ6e, jusqu'au bottt, su'r le plan y=s., partant 2L droite cl'un

point de ce plan.
    Pl'ellons ull domaille fel'me' '
               zai : a-e=<x:Il a' + e, b-eec<p, E;;ii b' + e

i, vec e positiÅí mais assez petit, tel qzie T/i est contenu, avec sa fron-

tiere, dans l'int6rieu'r cle C, contenant J" dans son int6rieur, et pre-

nons aussi tm domaine ferm6
        l/I/i: a-e:;ixiSia'+e, l)-eww-<.1,!:Sib'-i-e, b-e!ESg--<b'+s.

    Cela 6tant, construisons, stiivant 2es d6finitions que nous avons
donn6es r6cemmentt, la fonction D(/), (1?) pour le syste'me (I) et pour

le (lomaine I'Vi, P et 0 6tant deux p. oints quelconques cle l•lfi. Cette
foncÅíion D(P, 0.) jouit, comme nous avons indiqu6i, des trois pro-
pri6t6s stiivantes: iO D(.P,'e) est une fonction fiBie et continue de

cteux points quelconques .P et e de I•Yi et s'annule si et seule-
ment si P et 0. se trouvent sur tine me'me courbe solution de (F),
courbe situ6e dans J/Vi (fronti6re comprise), sinon 0(l', e)>o; 20
l)(1', e) est tme fonction d6cro2ssante de 1'abscisse (x) cle e, lorsqu'on

fait varier le point e sur une mSme courbe solution de (Ii restaiK
i clroite de l'; 30 D(2D, (?) satisfait iL !a condition de J.ipschitz

  lD(P, (2)-D(P, 0.')l .<... {? a! pour e et 0.t cYLme m6me abscisse (x),

ee' cibsis)'nant la longueur du segment 0Q'.
    2. Nous lntroduisons ei}suite une fonction O(Q), ( 6tant un point
arbitraire de IVi, telle que o" (e) soit le minimuni de P(l', e) pour
toutes les positions du point l) pris sur le plan s,=`crJ, ayant son ab-
scisse (st:) inf6rieure ou 6gale i celle de Q, c'est-z't-cllre, /) 6tant t"i

gauche de e. Alors, par la nature des fonctions continues, il existe

uR point P de l•Tii, sur le p]an y==z et a gatiche de e, tel que

 • i. Lec. cit. (Ig4r).gll.
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 0(l), e)=B((?); donc, d'apres hypoth6se et d'apres kc propri6t6 de
 .Z])(1), (?) (iO, nO l), o"(<?) s'annule si et seulement si le point '(? vient

 sur le plan .),==2, sinon o"(a)>o. De plus, e"(e) est une fonction con-

 tinue cle Q, cl6croissante par rapport 2t i'abscisse (x) c!e <? lorsque 0

 se meut' sur une mame courbe solution de (F), et eRfin, e]le ve'rifie

 la condition cle I.ipsch{tz

 lo"(e)-o"(Q')l."`,:.:,(?{?' pour deux points (? et e' de mame abscisse (x).

     1)a'r cons6quent, si nous posons .
                 g(x, .1,, 4t) == 6( e), Q: (x, py, g),
                   e la fonctl.on g(x,p!, g) est, iL peu preAs, ce que nous cherchons et il nozis

 reste tNL la substituer pa't' ilne autre (1?(x,),, :.), clou6e des d6'riv6es con-

 tinues, conservant les propri6e6s essentielles cie g.

     3. A cet effet, posons
                      gf (.x', .v, g)=:e-"g(x, jl, g),

 et PZ"S x(rv., .y, ,) .. i,is,ll ::d6Sl:lldvli-:llyt,(g, •e, odc

 pour tous points (Jt,;y,g) cle 1/.l/ tels que y=i=2, oin p est zine fonction

 positive cle ly-gl:

     • to=:p(7')>o pour 7'=:lp,-2I>o,
• que notis pr6ciserons, de plus en plus, dans la siiite.

     Supposons d'aborcl que

               ' p(r)<e (o<7'<oo);
 donc la fonctio-n z(x,.],,6") est bien d6-finie clans IV sauf su'r le pian

     NTous supposerons enstiite que p(7') est une fonction continue, ainsi

 qtie sa d6riv6e p'(7'), pour o<7'<oo. Par cons6quent, la fonction
 X(x,y, b"') poss5'de toutes ses cle'viv6es partielles clti premier order con-

 tinues, poiir j,=i=g, dans T'U -
     Iaisons hypothdse que p(r) tencle vers o avcc f', de sorte que
 Z(x,.3,, g) est continue dans IJ-, ayant la vale.u'r o sur le p!an .1!=g.

     Eiifin, restreignons ,sr)(•r) ct Lot(.r)I i 6tre suffisaninient petites de

 telie sorte que soit v6•rifi6e l'in6-ga'lit6 . •
           OmuX.(Xo'it.i',Z)+9LZ("i,;;'•2)77(.y,.of)+d-1-(-"Xo'ie.t'1'Lli)7[7(x,-r'>-<-o

                         ' poul• .1,=I=2. •     En effet, on peut 6crire
          x(x,p,, g) = SllS:iSli' g](x+pe, .y +pe,, s+po,)alode,do2,

 et, si (.x",y,2) est un point de Iil tel que y=t`-2, on aura, en prenant
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     '
un point volsin (hi,y-,E) sur 1ic courbe solution de (F) issue iL droite

dti point (x,p,,2) (x->Jr), 1'in6galit6

                      x(x, y, a) kX(hi, y-, gH), •
d'oti d6coule 1'ln6galit6 pre'c6dente. Pour d6montrer cette derni6re
in6galit6, on proLwera que, pour -i!:;ie,0i,02[:;ii,
  <, -) ' stt,(fc + pe, iltt + po,,. .rv -t- to e,,)lsb(li} + p-e, s-t + t-,e,, E+ ,.-e,)

                =R(r) =p( I.y pm th" I )• f, =p(7-") == p( I fi - z- 1 )].             [p
Si .-x-x est assez petit, la courbe solution de (F) issiie a droite du
point (x + lo e, ], + to ei , th" -F pe2) se prolonge, indi ff e'rem in erit pour - i {.:{ 0,

0i,02:<==,i, jusqti'au point de 1'abscisse (x) 6gale a .-t++pmO, dont nous

d6sigBerons Ies coordonne'es par (.m.'+pO, li Z), p,arce que (,-t'+p-e)-

(v+loe) est a'ussi petiti ; et rious avoBs, C{'apres les propt-i6t6s de o"(<?)

[ :g(x,.1,, 2)==dÅë(x,.3,, s)],

  (2) gt(x+pO,y+pO. g+pO2)ke<"-"PO)'"(X"Pe)Åë(x--+r-,e, Y, Z)

et•
             kt,(.-.•+pnte, y, z)-Åë(.-.•+p-o-, y-+p-o,, g-`+(-,e,,)j
  (3) i:se-(5"P"']/[.yff(y-+p-o,)]2+[Z-(g-+F-,02)]2.

IDonc, il surat cle cl6inontrer que
  (4) e(x-s+pe)-(x+pe)sb(.-.- +pe, J!'; z) lli: sb(.if• + p-e, ji] +t-oO,, z- + r,0,,)

et

  (5) (7.+s-,0)-(x+pO)>o,
parce que les in6galit6-s (2) et (4) entraTnent (i). Or, Yin6g'alit6 (4)

revient, au moyen de (.3) et (,s), E'L une autre telle que

                 [(.f-tr + p-e) - (x rl- pO)]sb(.-.- + pO, IFT, Z )
  (6) l.li:c-(di"FO)•i/[r-:(y"+,o-0,)]2+[Z-(g-+l,eL,)]L'•

IPoiir r6alisc•r 1'in6gaiit6 (,s), ii suflrit que 1'on ait

                          i p--P <i,
                           .-t'-X
mais co premic)r membre' teRd, pour rt->x+o, ve;rs la quantit6
            ,i,IilliX.--Siie:,Y-g.-:iK)•(f•)i-gllili",ii2.il:•'+-glLl-,(g.

                                    -t                          = l,o'(7') I•l F(x, s,) - -F(x, :•)l,

qui est })lus petite. que i si notis prenons pt(r) assez 1>e.tit poar o<
7'<oo, ce qui.est possible. 9uant t't 1'a"tre ip6g"alite. (6), c'est-tt-clire

 c";"P"sh(•-." + p-0, JI 7•" )k cny + pmo) i (.. +pe)i/[ Y- (i, + i)0i)] "' + [Z- (Z- + i' fi2)] ]'

dont le premier membre tencl vers

  I. Cf. Ia formtiie (s) suivante.

                                 .

-
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          ex+pegl(x+pe,p,+pe,,x+pe,) :g(x+pe,y+pO,,2+pe,))
potir .-t-> v+o, uniforna6ment par rapport 2L (0, 0i, 02), le secohd membye

ne surpasse pas ,                '

olKl

/((.-ii-,Spt--Xp-e.'),,))2+((...i"i,S'--+(e-ef),,))2',

                    . y-si+P-Pe,
Y-(s-y+p-"0!) nd Y-(.y+pOt) pm:y't-x a•-x

        (..-+p-e)-(x+po) (hi+p""e)-(x+pe) ,+p'"-po,
                                              rt-x
                                        'qui tencl, pour .M'-->.fv+o, vers .
                                                  .tt.   . F(x, p,)+ :i/liOi
                 F(x+Pe,Y+POi)-
                        . ,+e/!yPe,
                              • dx
avec
          "ftet. .., p,(T) •3' nv g[.F(x, .1,) - -l7(x, 6et)] ' (7' == i .3,-z I ),

          alX 7'
tmiform6ment par rapport St (0, 0i, 02), et de m6me potn'

                          Z- (z- + P- e2)
                       (x-• + p-0) - (x +pe)'

Ces ,derni6res quantit6s cleviennent inf6rieures, en modtile, 2L une fonc-

tion'positive et continue de 7'=ly-2I>o, et arbitraire, I)ar un choix
conv' enabie de p(7'),' gra"ce iL la continuit6 uniforme de llti1. Cepenclant, la

limite pr6c6clente g(x+pe, y+pei, g+pO,,) est, en supposEnt p(r)<-T
,

p:-Lr exemple, sup6rieure t'L une fonction positive et c6ntinue de •r pou-'"
r

T>o, parce que la fonction g(x,p,,z) est continue dans l'l/t (frontit",re

inclue) et positive pour 7'>o. En somme, il sufflt cle prendre p(r) et
lp'(r)j suffisicminent petits.

    4. La fonction x(x,y, g) remplit toutes les condltions ex. ige'cs 2L
(P( t;,y, g) sauf 1'existence et la continuit6 de.s c16- riv6es pour .y =:.. IPour

comp16ter ce dernier point, il sufllit cl'aclopter", au lieu de x(x,J,,g),

la fonction•(o[x(x,ji,g)] de x, otNi

                    t-              w(?t) =il`(o'(u)d?t, (o'(?t)>o (n>o),

la d6riv6e (o'(2v) 6tant continue pour uill;o et infiniment petite avec u

de t"elie manihre que

   I. Cf. Ioc. cit. (I94I), p. 23r•
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par'les Eguations etc. -P 7

    `O'(U) = 0( max [l zl(x, y, g) I, lx',(x, y, g) I, Iz;(x, y, g) I] )'

              X(X, tJ, =) mu tt

Alors la fonction
                       dl(.T, y, rb") = co[x(x, y, e)]

poss6de les d6riv6es continues et mRles pouir y= g, et satisfait tont
a'  fait' 2t l'6noltc6 du Th6oreme. C.q.f.d.

 e II.-Exemples• '
    I7exi$tence d'une telle fonction di, comme dans 1'6nonc6 du Th6o-
reme, peut se justificr directement pour les cas particuliers sulvants :

    T. ZDans le cas de la condition de ILipschitz:
     l uEri(x, .ri, . . . , ;y.)- -liil(x, gi, • • • , g,i) i i:!il 7/kr:;/(.fy, - .-,)2 + . . . + (:v. - g.)2

                            (l== z', 2, ..., 71),

on peut poser
           <1>(x, ;vb . . . , t"'•,,) = 6r-2"ffX[(:)tt -gt)2 + . , . + (.r,,- z7,)2] .

    2. Un cas d'une 6quation diff6rentielle ordinaire sans points de
T'eano qzii ne rentre pas 2L celui de I.ipschitz est donn6 par I'6quation

                          dy- L(x,y)
                         -- i                         dx f{(x, .7)
oti f(x,.y) est une lonction dou6e de d6-riv6es continues f.'(x,y) et
X{(x,J,),f,:(x,y)*o, dans tm domaine. C)n a, en effet, la solution

g6ne'rale •                          f(x, y) = const.

Alors, on peyt prendre, dans l'6nonc6 du Th6oreme,
                '•• di(x, y, g)= [f(x, y) -f(x, z)]2. •
    3. Un autre e: mple int6ressant est dtAt a M. Carath6odoryt;c'est
le systeme suivant :

               i2/f=y'• :Y.'=df(,XtY)+9(,X.'y)i') '

oin la fonctiofi f(x,y) est suppos6e continue, avec ses d6riv6es pre-
midres. ctans zm domaine. Si nous supposons ces d6riv6es born6es,
en module, par -ZL, on peut adopter, daias le Th6or6me (Jvi=:y,.y2=:],'),

                               ttque
     (P(x, o,, yt, g, gr) = e'4r'x{4L2(y- g)"' + D,t -f(sr, 3,) - b"t +f(x, g)]2},

                g-g;1+Eliy/yt+x?;(of(,xi-y)+odf(,x.•p•),•,)

                                  tt

   I. Variationsrechnung (xg36), p• I7• .



28 IJirosi. Ohamura

    +f}/L.x'+glS'i',(Of(,x.•g)+0f(,",•g),t)

= 4Lein 'S"X { - 4.L"'(y - g)L' - [yt -f(.x", y) - gt +f(.v, z)]]

 + 2L(y - g)(pl - g')}

=4.Le-"'X{-sLL'(Jy-g):-(Y-g'):+2(Jy'--7')[f(x",)-f(r,2)]
 - [f(x, y) -f(.fc, z)]2 + 2L( ;y - t:)O,' - z') >

E:ii 4Z..1 e-' "Mx{ - 4L"'(.v - :)2 - (Y - z')2 -i- 2L l .;yt - zt 1 • 1 .y - 2 l

 +2.LIy-gl•IY-g'l}
= -4Le-m4nx(2L l.y-2l + IY-gt l ):

ESO,


