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    Nous avons 6tabli re'cemment une cond{tion n6cessaire et surasante
pour qu'un syst6ine normai 'd'6quations diffck•rentielles orclinaires avec

seconds nieinbres continus n'adinette qu'une solu'L'ioB unique 2L droite

d'un point initial, pris arbitralrenieRt dans un voisinage d'un point in-
t6rie"r dvi domaine cle d6'fini`t'ion.i I'our le'cas d'une 6quation dif--
f6reiktielle

                               '(i) . iii/ili' - .firftx, .y)

avec tme fonction lt" continue dans vtn cioinaine D de points (Jtf, .],), ia

condition exprkine 1'existence d'une foRctioB (1](x, Ji,, g), qui est continue,

ainsi qt}e ses d6rlv6es partielles dt} preniier orclre, dans un clomaine
Åí. orm6 de tous points (x, y, g) correspondant 2L deux points (x, j,) et

(x, g) contenus Clans zm voisinag'e cl'tm point coltsid6r6 de D, et telle

que
(-7) (1?(x. )r, g)>o oti -umo selon que l.7-g] >o ou =o
et
( r,) 0`P(it/'Y' g) +Odi("d',;J" 2).p<x, y) +04?("o',"Y' 2)F(x, a) !:so.

                         J    Dans ie pr6sent ni6moire, noLzs supposei'ons que cette condition

soit r6alis6e d'avaRce et nous donnerons une ge'n6ralisation de la
in6thocle de Cauchy•-J.ipschitz poLi'r d(5montrer 1'existence d'une solu-

tion dans ce cas. On sait, en r6alit6, I.a clite existence, cl'aprbs Peano,

n6anmoins nos raisonnements sont trbs simples et c'est une ge'ne'ralisa-

t{on ultime dans un certain sens, parce que, si 1'on se place dans des
circonstances plus 6tenclties, on ne.peut plus assurer 1'unicit6 des solu--

tions. [En outre, lca conceptioi} utilisC'e dans cette in6thode nous permet

de d6montrer Yexlstence d'une ou plusieurs solutions en un point sin-
gulier, ou cles solutions asymptotiques, d'une 6q"ation diff6rentielle, ce

que nous ex.poserons aussi clans la suite.

  I, Okamttra, ces MIemoirs A 24 (Ig42), p. 2I•



s6 IIirosi Okamura
    Il est EL remayquer que des r6sultats analogttes subsisteront pour
un syste}lpe ciiff(5•rentiel de pluSieitirs e"quations sirnultaR{5es.

            '
                I.-M6thode de Cauchy-Lipschitz.

    Supposons, pour fixer ies id6es, que, dans 1'6quation (i), 17(x, ],)

soit une 'Åíonction continue clans xm rectangle ferm6

               . R:os-Jv!::ia, lyl!:Sb,
avec aE:EL/4(a•, b, ]'f>o), tel que IF(x, ],)i!-:stl,f clans R, et que 1'on

ait une fonctiop dJ(x, ),, g), continue, ainsi que ses d6riv{}es partielles clu

premier orcl're, I)our o:iiix.<,..a, Epfl !siEb, lgl ;:Sb et satlsÅíaisane Lizix concli-

tions (2> et (3) dans la ine'me r6gion des variables (x, p,, z).

    tNlors, po. ur 6tabllr lca solution de (i) issue 2L clroite de l'or!gine

(o, o), la m6thode cle Cauchy--Lipschitz coiislste 2L former, comme sofu-

ti.on approx{mative, une iig'ne polygonale issue de 1'origine, telle que,

         t'dans son equation
                   y==g(x) [oSxrm<a, g(o)=o]
oll alt

                     lg'(x)-F[x, g(x)]i <e
pour o.<..x{::Sa (sauf, bien entendu, un nombre fini de pdints vv coi--

respondant E des points anguleRx de 1,"t llgne polygonale) avec la bortie
d'erreur e( >o) arbitrairement assig'n{:-e, ce (lui est possible, 6vicleminent,

d'uRe infinit(} cle manieres, et puis 2i d6montrer la convergence de
cette foiictioii vers une so]ution Jy(x) Cte (i) avec le Cl6croissemL'Nnt in-

d6fini de e, au inoyei? cle la condltion de ILipschitz impos6e 2i la fonc-

tioR -IF](x, .y). I)vlais cette derii,idire conditlon n'est millemekt n6cessaire,

et oi'i petit d6montrer la coriverg'ence de g(x), par 1'hypoth6se de l'ex-

istence de (jP faite tout it 1'heure, comme il suit.

    Soient, en effet, g(Jv) et gl(x) deux teUes solutions approximatives

avec la m6me borne d'err6ur e comme ci-dessus. Nors on a
                 qP[o, gp(o), gr(6)]==(p(o, o, o) =o [p.a•t- (2)]

et
  (1?[x, g(x), sy"(v)]= S,"' ?ii,l,l(P[vfr, so(vfr), sb(.rtf)]t?,l[x

                 =Si[l31'l!.t'"toftg'(")+tbe'PÅë'(")ly.-.l,Ex.),dX

                :s S:J{[llllle[gt(x) - -z;'( if, J,)] + fli:/[yt '(x) - .i;<x, 2)]},,ar-v

                      - [par (3)]
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                ;;giSi( ww2pt, + fli/. ).edu

                !:S2ll Ex::i2//Zea
en stipposant que i-0oie <ff, Sii/eV </yr dans 7.?. La derni6-re qufantit6

21y"ea. tend vers z6ro avec e, donc d'apr6s !a conclition (2) et la con-

tinuit6 de (fi on ca
           '                        lg(vrv)-st,(sr)i<?7 (o,<,.,.sr:$a)
avec zme borne 'o d6pendant seulement cle E et infiniment petite en
mGme temps que s. Ce r6sultat sufllLt t'L conclure la conversrence uni-

forme de g(.x) clans 1'intervalle o=<x=<a vers une fonction p,(x) pour
e--->o et .:}•<x) est la sol'ation voulue parce que, conime liinite pour ET>o

dc 1'in6g.alit6

                                t tt                   g(x) - SI J[x, g(x)] dx , .<,. Ex,

oll a
                     .iJ,(x) :SiJ[t;, :y(.fv)]tl.y.

    I.a solution issue 2L clroite de 1'origine (o, o) est unique et notre

coRclition contient, comme cas particulier, celle de Lipschitz, ce que
nous avons incliqti6 2L plusieu'rs reprises (loc. cit.).

            II.-Existence de solutions asymptotiques.

    En viie (1'applications ozi cl'exteBsions paturelles des iclees pre.-

c(3clentes, notis nous placerons niaintenant dans les hypotheises sui-

van#es :
                                                  {    'E' tant donn()e 1'6q"ation (i), supposons que la fonction .F(x, j,)

soit continue dans un doniaine I?',t qui reiiferme clans soii iiitc'i.rieur,

pour a<x<b (a, b: finis ou infinis), une courbe
                      j,=Åë(x) (a<x<b) "
oti la fonction syt(J{;') soit continue, ainsi que sa ci6.riv6e s/b'(x), pour a

<x<b et que la partie du domaine r.'ent're deux paralloles x-ww-a', x =bt,

soit born6e poivr tout choix cle at et l?' tel que a<a'<b'<b. -Si}p-
posons ensnite qa'll exlste une fonctioi} (P(.x",p,, x) cle telle fac.on que:

    iO (1i(Jv,p,, g) soit continue dans un clomaine l'V de points (x, ],,
2) co'rt'esponciant iL deiix points (ft',..i,) et (x, 2) de l" et satisfasse 2'i, la

condition (-p) clans JI7, et que ses c16rlve'es partielles (Pl, (IZ et di;

  i. Pour appliquer le resultat, on doit choisir convenablement le domaine P' plus ou fnoins

etroit (ou large) selon le but.
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soient c6ntinues dans T/I/ sauf cles points (x, J;i, z) tels que p, :g, c'est-

i-dire qtt'eiles sont continues clEtns la partie c{e ;-l•rtelle que vlt=tsx, et

elles v6rifient l'in6galit6 (3) (pour ),=i=b", bien entenclu) ;

    20 on ait, dans I17,
              l (P;(x, .tv, 2) l ;;!iiL(x) (a< x< b, p, =I= x),

ott la fon6tiolt L(x) esit telle qLie le p'roduit L(Af)lsb'(.fv)-.F[sv, gt(.x')] 1 so2t

sommable pour a<A'<.rb'<b, c'est-2L-dlre .
                j:L(x)1gt'(x)-F[x, gi(x)]ldx<oo pouir a<b'<b;

    30 la fonction (P[Jtf, -u, gl(x)] possede une succession de valeurs

aux limites continue sur la froBtibre de J7` pour a<k'<b, clonc on petit
consicle'rer que la fonction (P[iv, j,, gt(x)] est contlnue dans V et sur la

frontiere de VP pour a<x<b, et I'on a, poiyr tout point (.-t", y-) sur la
frontiere de V' (a<.in.'<b), 1'{n6galit6

                     (P[.-L",:-V,9t(;.?')]tt(O(i-)>O

avec tme fonction co(x) continue et poskive pour a<x<b.
    Sous ces liypogh6ses, nous cldnnontrerons les deux propositioBs sui-

vantes (A et B).
    A.-,9i, Pozt7' 2m. Polnt (xo, .o,o) z)zle'rie2t7` de I/ (a<xo<b), o'ii a•

       `P[X(,, yo, gt (xe )] + S:,L(vy) l yi '(x) - 77[x, sb (x)] i dx < (o(x')

                                                Poetr JvoiiilJtf<b,
aloTs la ,gol2tti'o7z (uni'qzie) tle l'd4itatibn (i) Pa7'l'anl' E"L d7'ozZe d?p Poirnt

(xo, pio) Peitl se PTolo7z.crer 7'2tseite x= b, Passa.nl da/i7.s l'z;iztdr,,.e2tr tYe J/.

    Oii sait, en effet, 1'existence unique cl'une telle. solution au vosinag"e

2t drolte du point .fif =.vo, en vertu du s9I par exemple. Doiac, il notis
rcsste la possib" ilit6 du prolongement 2L droite jusque x =b. Soit y==],(x)

la soiution de (i) slcu6e clans l/ pour xoi:;;ix!sllxL<b et consid(}rons la

fonction '(P[.v j,(Jv"), y6(x)]. Alors, en c16sig'nant par e la plus grancle

cles valeurs x telles que .1,(x) :st](x) (.x'e,<..,,x.<,.,,xi) s'il en existe, s2non

e" posant e==xo, nous avons
  '               (fl[Xi, ]t(Xi), sb(xi)]-(P[JL'e, j,(xo), sb(.x'o)]

             i:S. (P[x,, jj(.rL',), yb(.rt',)]- (l)[e, .o•(S), yh(C)] L'pELr (2)]

             ==Sll][[lllll3C'+tof'lll•3"(vft')+961,-/LVg"(L")lxrm..,,,..3,cz•tv

             =<S':"i{fili/lll'[g/'(x)-mti7(x, "z)]}..ft.{•ft; ' '

                                                   [par (3)]

             i:iil lt"L(x) l gf '(x) - .F[x, gt (.x')] l dx
                                                   (par 2:),

"



                        '
    Ster l'Escistence de..Solutions pour une Eeztation di:ffgrentielle etc. sg

                                                             '
           'd'oti ''                        '`P[Xt, P'(Xi), sl'(xi)]E;!ii d'[Xe, s'(-xo), ip(Xe)] +S::L(x) lgl'(x) --" .trc[x, gt(x)] l dx.

Ce second membre est une fonction continue de xi, inf6rieure, par
hypoth6se, 2t la Åíonction contlnue co(xi), donc d'aprbs 3e, la courbe
y =J,(x) ne s'approche pas de la fronti6re c!e V jusque x.=:b, c. q. f. d.

    B.-Sf l'o7ra "
              S,",ZL( u) I sLf,'(stf) - TF[A:, ip(sv)] l dst7 < (o(st ) .pozcr a< x< b,

alo7's iZ exi'sle une cou•rbe sol2tlt'oii de (i), s,=r- Y(x) (a<x<b), szt2tde

ala'izs V, et y=I<x) est la seule sqlzttzbn de (i) lelle azge la co2crbe
y =I"(Jv) est szZzte'e (laii.s T7' f5ozirx szttiZ)'sa.mme7it "uoi'si:7i tlep a et l'elle

eete

                    lim ca[x, M(x), gf(x)]=:o.
                    es7,
    A cet effet, d6signons par p,=.yct(v) tme solution de (i) issue 2L

droite du point (a, gt(rz)), qui se prolonge jusque x =b d'apr6s A.
Alors, la fonction stct(stf) tend, pour a->a, unifoyme.ment dans l'inter-
valle a-'{:::ix!::ib' (a,<a.'<bt<b) vers tme fonction (qui est n6cessalre-

ment une solut'ion cle (i)), parce que, si nous prenons cietix nombi`es
a et at tels qRe a•<a<ai<tzt, nous avons, coi-nme dans la d6monstrca-

tion de A
         '
 (P[a!, .3t.(a'), gf(a')],<.,.(P[a, .3,.((x), y,(a)]+Sa.'L(x)lgtt(x)-F[x, gr)(x)]ldx,

oti

              (P[a, Jy.((z), sb(a)] == <l)[a, gf(a), Åë(a)] =o [par (2)],

et 1'on a par (3), comme dans A, pour a'i:;ix<b,
              ()P[X, p,.(x), si.t(A7)]{:IEI<P[(i', JI,ct(rii J),ct•((z')]

                              =(P[d, y.(a'), sb((z')],

donc
         (P[x, .#•.(x), J,.t(x)].<.,,,S."'L(x) kb'(x)-7,1-'x, gf(.v)] I dx,

                                                 'c,ette quEmtit6 6tant infinimot]t petite pour a->a, a'->a., grtlce E't 20.

Il s'enstiit de lit, d'aprC's (2) et la continuit6 cle (P, la convergence cle

.o'ct(x'). IPosons

                                                           z      . I'(.x')=lim ),ct(x). ,
                              ct->(t '
Alors la courbe .3,= I"(Jt") se trotwe dans 1'iRte.rieur de Pr parce que,
comme limite pbtir a->a de l'in6galit6 facile [par (3) et- 2G]

    (P [x, p,.(Jv), gt '(x)] =<S.`L(x) i gf '(x) - .F [x, gi (.x')] l dx (a< x< b),

                                   '                               '
       '
                                                  tt

'
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on a
          (P[x, Y(x), gt(x)]i:SS:L(x)lytt(x)-A]x, gf(x)]ldx,

qui. est <(o(x) d'aprbs hypoth6se. Par cons6quent, .3, == J/(x") est une

solution de (i) situ6e dans V.
    Inversement s'il existe une solution' .y =y(x•) de (i), situ6e clans'

T?'poRr x sufflsamment voisin de a, telle que

                    lim op[x, j,(x), ip(x)] =o,
                    nt,
on a, comme pr6c6demment,
           (IJ[x, p,(x), .ya(x)]iS(P[(x, p7(a), Åë((x)] (a<rx<x)

et, en faisant tenclre a vers a, on arrlve 2i 1'6galit6

                      (P[x, j<x), Kx)]==o .
valable au voisiBage de v=:a, qui exige que .r(x)= I7( v), cl'aprds (2),

c. q. Åí. d.

    ExemL?61e.-NTous appliquerons ces r6.sultats iL des recheyches de
solutions asymptotiques dans le cas particu!ier suivant.i
    Soie une 6quation diff6i'entielle

                         f:' -/<X, .7)

otNt .F(x, .:i) est continue pour -oo<x<+oo, IM!:silc (c>o), v6rifiant
Yin6.cralit6

                         '         ntX, .3') - f' (X, Z) El:i - fe< o (pf =l= g, 1.1, l -<an c, lgl :iil c)

              .3,-2
et telle que
       ' Iirn F(x, o)=o, lini 77(x, o)==o.
                x->+co xÅÄ -- co •    Sous ces hypothbses nous dc{montrerons qu'il y a une famille 2t
un param6tre de solutions asymptotiques ESt z6ro pour x--->+oo et qLie,
d'autre part, ii existe une solution a,symptotique a' z6ro et une seule

POIII' .Y->-oo.
    1)osons, Ei cet effet, clans les r6sultats pr6c6'clents,

              (fJ(x, .7, 2) =cLXb,-gI, syf(Jv')==o, L(x)=ek`,

   i• Cf. Cotton, Approximations successives et e,quations diffCrentie]les (rvIe'n)orial des sci.

math• XXVIII} (ig28), p. 36-37. Il s'ngit ici des solutions asymptotlques et nQus ne trai-

tetJoiis pas le cas d'un point singalier x fini qu{ revient au cas pre'cedent (-v iRfiiii) par un

chantscre•n)eet de variabre, coinn)e indiqtie M. Cotton (]oc. cit, ne i6>. M.ais ce secon(l cas (x

t]iii) a 6t( l'ubjet d'un travail r6cent de M. I+Iaag [Bull. Sci. inath. 2" s6r. 60i (i936), p• X3I],

qui emploie directement la methode d'approximations saccessives (comme M. CottoR), tandis

que iiotre met]iocle s'y applique directemeut aussi. Yt os resultats seront un peu diff6rents de

ceux cle MM. Cotton et !{aag.
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elt preRant le domaine I/ d6fini par

 i;yl<x(x),o<X(x)!Sc
avec uRe fonction continue x(.fv) pour -oo<x<+oo. On aura alors

                 ' (v (x) == x(.v)en'x. .
Ainsi se v6rifient toutes les conditions !O-.30 (a= -oo, -oo<b-ww< +oo).

    La condition de 1'dnonc6. A s'exprime pcir 1'in6galit6

      ei""e b,ol +S:,ek"lJ(x, o) l alJv<x(x)ek" pour xoisix< +oo,

qui est r6alis6e pour xo sufEtsamment grand tel que
                 l -P( tf, o) l < lec pour xif ;:Elx< + oo

et pour b,,}l suf/fisamiirtent petit, avec une fonction conveRable x(v")

telle que lina x(x) :o, parce que nous avons 6viclemment
        x"+ co
          s:,ekxird• o)iduI:Sgil., 'ii2Ivel'`f.`//.-oo"

    Donc, d'apfes la proposition A, il y a une fami}le de solutions
y=y(x, ),o) 2 un param6tre yo b,(xo,ye) :yo] asympuotiques et ze.ro pour
Jv- + oo [ l jp'(x, ;'e) l < x(x)] •

    D'autre part, la condition cle B revieiat 2L
          S"- .ek'X 1 -k pa, o) l dx < x(x)e"X pour - oo < .y< b,

ce qui est r6alis6 en pren,ant convengiblement le nombre b et en po-
$ant x(.ftf)=c ou bien x(sr)-,o (.rtf->-oo). Donc, en vertu dLi r6sultat

IB, il y a "ne seule solutioR asymptotique a' z6ro pour x->-oo.

,

.


