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1. Si g(u, v) est une fonction holomorphe dans les cercles fermés
2] <1, |o] <1, et s’annulant dans ces cercles ouverts, sans toutefois
s’annuler aux origines, alors on peut, en désignant par u, 7o les zéros
de la fonction ¢{z, v) par rapport & ses variables #, v, exprimer g(z, 7)
dans le voisinage de (z, 7)) sous la forme suivante':
(1. 1) g(u, v)=(@—u)y"(v—v)" (2, v)2(u, v),
oll
o, v)=(2e—uy)"+A(v)ee— 20"+ ...... +4,(2),
m, ', 22 sont les entiers positifs (ou nuls),
Av)7=1, 2, 3,...,7) sont les fonctions holomorphes
s’annulant lorsque v=1,,
Xz, v) est une fonction holomorphe ne sannulant
pas dans ce voisinage.

(1. 2)

Supposons, pour simplifier les idées, que U'égalité (1. 1) est réalisée
dans tout le domaine. On a, par (5. 1)* de notre mémoire (I) p. 276,
Tégalité suivante:

2
[}

(3)  togl 2o, o)l =L [ Toglatee, o)l ads
an® Jo Jo

. S dﬂjk log|Q(c*, &*)|da.

471"‘ 0 0

On tire de la

(r. 4) log|g(o, 0)| =2 log | — 2| ~ ' log| —ws| —log|¢(o, 0)|

1. Voir par exemple H. Behnke und P. Thullen: Theorie der Fuuktionen mechrerer kom-
plexer Verdnderlichen (x934), p. 57.

2. S, Kodama: Sur la Classe Quasi-analytique de Fonctions de Deux Variables (I)
(Memoirs of the College of Science Kyoto Imperial University, Series A, Vol. XXII, 1939,

p. 276).
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= [ from e, M) g -]
0 J

e
* — 772! log | €® — 2| —log | (£, €®)| }da.
2. Posons
(2. 1) e, v)=(u— 10,0 —2ts).. .2t~ 22,),
ol u=Re", v=r® |u| <1, |v| <1, y=Re;

et supposons que
l2g;] <1 =1, 2,ue, 2)

(2. 2) {Izzjl=x (F=p+1, p+2,.., ¢),

|225] >1 U=gq+1, ¢g+2,..., n).

Pour w0 (j=1, 2,..., ), on a, par la formule de Jensen,

(2. 3) ! X log|2— ;| da=1log| — 2;| + log———=0.
: m Jo fu,l
Pour 2;==0, on a
(2. 4) : S- log|2e—u;| da= S log R da
. 2w JoO 2w Jo R=1
=log R
R=1
=o.
Pour w;(j=p+1, p+2,..,¢)(ot|a;] =1), on a
)1—_“_ =|1— e~ |
7/,]-

= {I ——52'(“"““3')} {1 — g“l'("—“j)}

=2—2 cos (a— ;)= 4 sin® - (a—a;).
2

2% . \
Donc 1—— | =2/sin— (a—a)
2; 2 .
qui donne, dans le voisinage de ¢;: (¢;—90, @;+0),
“la—gl< 12 <z,
™ 2;

Done on a

(j‘aj +5&j+0>106{ 2 |g— ) }
%3 o T
; o548
oj—3 o

7

3 log 2 de,
xj—3

c’est-a-dire

4 o438
23,10g( 28 )<(S ! +( i+ )log
e otj——a vy

on tire de la

da< 20 log 2,

I~ ——

2
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48
lim (S S 5“” >1og
> +0\J &G 75

7
Par conséquent, la valeur de lintégrale

]E 1 S 27 log _35_ da

27w JO 2]

—38 : %48 2
=lim — {Si '+j“’ +Sj +j“ }»1og[1—_”—
s»+0 27r UJy aj—8 Jaoj @348 G2}

est finie. On a, d’'une part,

Iwﬂ—(a’a=o.
Z[j *

1 -

da

2%
1 .1
/= j log |2 sin — (a—a;)| da
2w Jo 2
O LI
= log | 2 sin——a| da
2 Jo : 2
¥ 27 . a
= S log (2 sin }a’a,
2w VO 2 s
qui peut s’écrire sous la forme
1 (7 .
(2. 5) 1':-——5 log (2 sin 6)720,
T 0
ot a=20. On a, d’autre part,
i
1 . a
]:__) log(z sm——)da,
7 Jo 2
qui peut s'écrire, en posant @ par 7—¢,
1 (" a
=———S Iog(z cos )a’a;
T Jo 2
donc on a
1 (™
(2. 6) zfzﬂj log({2 sin a)da.
z Jo .
Par (2. 5) et (2. 6), on a
2/=1 donc J=o.
14 14 ~ —_
En résumé, pour #; (o |#]=1), on a
1 27 1 g
(2. 7) ———-—S log | 26— 2| da= S log |[1——|da
2w Jo am Jo %

=0, (=p+1, p+2,....0)
Pour #;,(y=¢+1, ¢+2,...,n) (olt]2;] >1), on a

1 j log (22— 2,) o= —> S log (u—1;) da
272 =t 4 27 o

=log (—u;),
donc on a

(2. 8) ! Smlog‘u-—zz,»{a’a=1og|ujl, G=g+1,..., 7).
27

0
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3. Par conséquent, en désignant par % le premier entier tel qu'on
ait |z |=Fo (ol 1<KEL ), on a

2
—I——S log | (2, 7)| da=1og | 2ys1. .22,
27 Jo

=log| otz 2, | —1og |2ty 2,

(1<kLP);
c’est-a-dire
1

[/ 0g 1962, )| d>log il (1< <)
1]

En supposant que tous z=Fo, on a

‘r/j(o, 7/) = ( —1 )"251 Une e s Un,

et (o, )
(=1 oy e 25y

=(=1"* Y. o,,

parce que

o, v) _ -
=(—1 Upe a2l
(e—wYoe—2z).. (2= 213_1) |umo (=) Foe

Si k=1, on a

) | Toelgte, )l dutoglglo, o,
21 0

(

(3]

¥

et si £>1, on a

(3. 2)

.

;3 log | lu, v)|da>log |y . 2t |
2n 0

(o3

=log G, v) l'
(=2t N2t —us). . (at—200—y) | wmt
Or la fonction ¢(o, ) est holomorphe dans |7| <1, et la fonction
¢(o, 7¢®) peut avoir les zéros en nombre fini pour 7{(<7+e<1); et l'on
a, pout une certaine valeur de 7 (ces valeurs 7y, 7s,..., 74,...peuvent étre
en nombre infini),
¢(o, 7, ¢®)=Fo (pour tout B).
Par conséquent, on a, sous la condition qu’il n’y ait pas de zéro sur
lﬂ! =7,
(3. 3) ! Sjloglgb(u, 7, ¢8| da>log | (o, 7.6%)].

27

- On tire de la
(3. 4) : Fdﬂg- log | #(at, 7™ | da>——
[} 0 2T

4

gzﬂlog |¢(o, 7,6®)| dp.

Donc en désignant par
2y Payeeeshu (pe: fini)
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les modules des zéros de ¢(o, 7) dans le cercle |7|=7,, on a, par la
formule de Jensen,

: ~ﬂtt’ﬁsmlog | (e, 7,e®)| da
JO [}

4’

(3 5) >log| (o, 0)| +log—L* —
A Ay
>log| (o, o).
Par conséquent, on a, pour 7=r,, #s,..., #y,...—>1—0,
(3. 6) = gbdﬁg-log‘!s!’(e"“, 7¢®)|de>log| (o, 0)].
47["‘ 0 [

4. Or la fonction ¢(z, ) aura les nul-lignes dans le domaine ou
sur sa frontitre. Désignons par / I'ensemble de ces lignes dont la
mesure plane est nulle, et désignons par D (/) une partie du domaine
A de (a, 8), excluant / a Textérieur et pouvant tendre vers 4. Alors
on voit que, pour une certaine valeur de D (/), intégrale double

"

(1) ] 1oeléte o)l duap

D

est finie, parce que la fonction log|¢(x, 7)| est continue dans le do-
maine 2 (7). Au plus, pour D(/)—.A, Vintégrale double (4. 1) converge
vers une valeur finie et déterminée, c’est-a-dire
(4. 2) X y log|¢(c®, ¢®)| dadf=1im ” log | (e, v)| dadp.

0 Jo . D> add pey

Or on a

“ log | ¢(az, 7/)}dadﬁ=5d,8j log | (e, ©)| de.

) o
Donc on a a la limite D(/)—~.A4 '

G 3) (] ogl gt o)) dudp= s 108106e, o))
A
En particulier on a

ok [T 019, et dudg=—1r [ g Tog| g, remyan

2 471_2

Donc on a

1 - S;ﬂj;"log|¢(giu, 7‘gv‘6>|zz’aa’ﬂ>10g{¢(o’ 0)]-

47
Tendant » vers un on a
9 ]| oslgten, etydadpzloglgo, o).
T

5. On a de méme
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20 270 M 27
(1) |l | oglele®, %) dudp=—1r| "ap] Tog e, o)
4 = J0 0 47-[“ 0 i)
! - Smgmlog | % — 21| dadf=—1- Sma’/?yqiog | % — 20| dx
47 0 JO 472-" 0 0
=o0,
et

1 (2m 2 i
_ ) log|é®— | dadB=0;
471-" 0 JO
loglu| <o et log|w,| <o.
Par conséquent, on a, en vertu de (1. 4), l'inégalité suivante :
(5. 2)  loglelo,0)| <—| 7| Tlogleter, en)lded,
: g7 Jo Jo ,
qui est linégalité voulue nécessaire dans notre théorie de la quasi-

et. Ton a

analyticité.

Je suis heureux de pouvoir exprimer mon profond remerciement
au professeur M. Tosizd Matumoto, au Maitre qui a bien voulu lire
mon manuscrit et qui m’a fait quelques remarques trés utiles.




