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     1. Si .a(zt, w) est une foncti6n holomorphe dans les cercles ferm6s

 i2ilx<i, I"ulx<i, et s'annulant dans ces cercles ouverts, sans toutefois

s'annuler aux origines, alors on peut, en d6signant par zio, "ue les z6ros
de la fonction .cr(zs, z,) par rapport eL sbs vayiables zd, ev, exprimer .{r(z", "d)

dans le voisina.cre de (zie, z,e) sous la forme suivante': .

(i. i) bcr(zt, "u) =(zt-zto)""("d-wo)"i'sLi(u, "d)9(2d, wl,

               'oti

           sb(zv, "d) == (zg - zte)" -l- Al(w)(zt - 2te)"-1 + . . . i . . + A.(v),

           77z, uat, n sont les entiers positifs (ou nuls),

           Aj("d)(7'=i, 2, 3,•••,n) sont les fonctions holomorphes
(I. 2)

           s'annulant lorsqtte "u=edo,
           S2(u, w) est une fonction holomorphe ne s'annulant

           pas dans ce voisinage.

    Supposons, pour simplifier les id6es, que 1'6galit6 (i. i) est r6alis6.e

dans tout le domalne. On a, par (s. i)2 de notre m6moire (I) p. 276,

Y6galit6 suivante: ' ,(i• 3) logl9(o, o)l=:. 4k, iiecSieclog19(eict, eifi)ldadP

                     : 4#2 SiosdPS,2"logl9(eict, eip).lal..

On tire de la
(i• 4) logls(o, o)i-rz logl-2ie1-m' logI-"del-lo.(rIgt(o, o)1
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          : 4#e liptdPS ';ec{ log I bo< ei ct, eiP) l - nz log 1 eict - 2i, 1

                      di mt log I eiP- "do i - log I Åë(eict, eiP) l }da.
    t/t    2. Posons •
(2. I) sb(zt, "d)==(zs-Ztl)(Zt-Zt2)•.•(Zt-Zt,,),

opt zf--Reict, or=feiP, lztlx<i, i"ulÅ~<i, ztj=Jl?je2'XJ';

et supposons que
(2• 2) tl'i"tl'l<:l ((;I==)'+2i'l'}+Pi.., e), '

         Klzijl>i (7'==e+i, 4+2,•••, n)• '
    Pour 2i,t;:l=o (7' =i, 2,•.., P), on a, par la formule de Jensen,

(2. 3) i. Si"logizt-zijIda =iogInv ztji+iog.fi,.t FO•

    IPour 2tj=o, on a

(2. 4) . ' 2i . Siecioglu-ztjlda = ,in SieciogRda .•rm,

           .                                 '                          =log R
                                 R--1
                           :o.
    IPour 2t,•(7' :f5+i, j6+2,..,, 4) (otiIztjl=i), on a

                'n o          I- U "-in I -- ei( ct -bu' ct j> "

              2t•j•
                 = {I -ei(ct-ctj)} {I - e-i(X'ctj) }

                 ::2'2cos(a-aJ•)=:4sin2 i (a-aj).
                                      2
                        ')onc i- Z'S =2 sini (a-aj)
              2{j 2 ,
qui clonne, dans le voisinage de aj:(rtj-6, rzti+o"),

        •2 a-aj Å~< i- Zi Å~<2.

          rr ztj'Done ona •         (S.ctj, --,+ S.ct;"e) log{ '# l a- aal }ara

         Å~<(S.cte]-6+S.ctl+S)log- I- ,Zij dax<Sct.l:log2da,

c'es' t-isdire
          '         .2B.log( illi )x<(SZ-fi+S.ct1+6)lo.c.' i- 2Zttj tlax<26log2,

on tire cle ]a
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         l,i.m.,<Sllth6ml-llll+6)log i'- i,`., liaa==o.

Par conse.quent, la valeur de 1'int6grale

         igiE ,i. Sleciog i- i.l, da

           =gi.T?, ,i. {Sg'-a+SZ-,+S:l'6+S:'i.,}iog i- Z", da

est finie. On a, d'une part,
         l= 2irr Sll"log 2sin l (a-aj) da

          == irr Sl"log. 2 sin ; a da

          rm- 2in Si"log(2 sin f. )da,

qui peut s'6crire sous la forme

(2. s) f= ; j:iog(2 sik e)de,

oti a= 20. 0n a, d'au#re part,
         Z=: # SI Iog(2 sin g )de, .

qui peut s'6crire, eii posant a par rr-a,

           " ; S:log(2 cos .a., )da;

donc oii a
(2. 6) 21== ; S,eclog(2 sin a)da:

Par (2. s) et (2. 6), on a

         21==l, donc l"-m-o.
En r6sum6, pour uj (oti 12tA ==r), on a

(2' 7) ,i . Si":loglz'`wwztjltla-- ,'. S,'"Tlog i- ifj cla

    '                           =o, Q'=p+i,p+2,...,q).
    I our 2tj(7'==e+i, a+2,...n)(oul'2tj1'>!), on a

          2irrz• Si,,i..,IOg(i2bbnvZts) dzt-- 2in Sieclog(zt-2tj) da •.

                              =log (- ztj), .
donc on a
(2. s) ! g-""loglu-ztjl(la=:loglz`A, (i=(1+i,•••, n)•

          2rr Jo
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                                                 '
    3. Par conse'quent, en d6signant par li le premiey entier tel qu'on

ait lztk.i=l=o. (ott ix<lex<P), on a ,
           in Siav10glgf(zs, "t7)Icla==iogizt,+i••.zt.I

                                '                             =logIztk•••zi,,l-loglztre•••zpel,

                                             (iÅ~<lex<P);

c'est-eN-dire ' ' • •
           ,i. Iiecloglsb(zd, "u)Ida>log1?•vh•••zi,,1, (i<Å~lex<.p).

    En supposant que tous zij=l=o, on a
          gl(o, "u) = (-I)'tul zl2•..zl•n,

                                           'et (-I)kSIYi(9t', 2tZl..2tlt-1 =(-I)'t-k"11tk••'2tn,

parce que
                  sJl(2t, "d)
                                   .,F ( - I )?i- L"121h. , . 2t,,.
           (2d-Ztl)('ld-Zt2)•..(ZAmZtk-1) ,,"o

    Si lv'm-i, on a i                                                           L                         tt(3• i) ,i . I2,ecloglstt,(u, "d)IRI•a>/loglsyi(o, rv)I,

             f
et si le>i, on a
              nn               -c;(s• 2) ,i . 3, !oglgt(z`, "d)Iala/>logl7tk•••2,i.1

                                          gt(u, "u] l
                             :]Og' (zt-z"t)(zo-zt2).,•(zt-zek.i) l;,-=e

    Or la fonction sJt(o, "d) est holomorphe dans l"ulÅ~<i, et la fonction

gt(o, TeiS) peut avoir les z6ros en nombre fini pour 7'(<f'+e< i) ; et 1'on

a, pour une certaine valeur de T (ces valeurs rt, 7'2,•••, 7'v,•,•peuvent atre

en nombre infini),

          gt(o, r, dS)=ko (pour tout P). .
Par cons6quent, on a, sous la conclltion qu'il n'y ait pas cle z6ro sur

 lru,l =7t,,

(3• 3) ,i . SintloglÅë(z,, 7', ei5)lda/>loglÅë(o, 7',ei5M.

On tire de la .(3• 4) i... SiecclBSictloglsLt'(zt,7've"P)lda>/ i. I]scloglgt(o, T,ei")lari9.

                                              '                      'Donc en c16signant par
          ,Ii, 7,2,...,,1,, (iLt: f}ni)

                           sL
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les modales des z6ros de gt(o, "u) dans le cercle I"ul=rv, on a, par la

formule de Jensen,
       . i... S,2e:`ll?Sl'C':loglsb(e?'ct, T,e'B)ltzra

(3• s) >! logj di(o, o)I + log "l
          >/loglg'(o, .)s. 2i R2-••2.

Par consequent, on a, pottr 7'=7'1, TL},••., Tv,•..-->I-O,

(3• 6) 4;,, S,:'ec(IBSi"lo.glip(dct, retB)[tla->loglgt(o, o)g.

    4. 0r la fonction se(u, w) auxa les nul-lignes dans le clomaine ou
sur sa Åíronti6re. D6signons par l1'ensemble cle ces llgnes dont la
mesure plane est nulle, et ct6signons par D(l) tme partle du domaine
A de (a, B), excluant l2 1'ext6rieur et pouvant tendre vers A. Alors
on voit que, pour une certaine valeur cle D(l), l'int6grale clouble

(4• i) SS.,,,logly',(et, "d)IaraalP

est finie, parce que la fonction loglgl(7t, r(,)l est continue dans le clo-•

maine D(l). A.u plLis, pour D(l)->/1, i'int6grale clouble (4. i) converge

vers une valÅëur finie et d[{t/terniin6e c'est-et-clire
                              '
(4. 2) SiecS;'ecloglsb(eict, e'P)laiadi9=i:,tsg}.SS.,,3.og'1sLt,(7`, "t,)laiadi3•

    Or on a
       . SS.,,30g 1 Sb(2`• rv) I (ia ciB = S dPS .,,log l sJf (?`, z,) I (ia.

Donc on a2 1a limite D(l)----,-A '
(4• 3) SS.logIsb(u, "d)lalatlil}==S`lis?S.loglgt(2t, w)lal.a.

    En particulier on a

(4• 4) 4X ., S,"'ecS:ecloglip(e;'ct, TeiP)ldadn = i... Sll"dPS:foglO(eict, 7•eiP)da.

Donc on a
          i... SI-ecj:eclog 1 yf(eict, reiP) l dadP />log l gt(o,. o) l .

Tendant r vers un on a
(4• 5) i... Siecjieclogigf(e`ct, e`5,)alad•P>.lo.crle(o, o)I.

    5. 0n a de m6me



                           '88 S. Kodama, la Classe ,Ovuasi-analytigi{e

(5• i) 4i ... SiecSiptloglbcr(e`ct, ei`3)ldatlP = 4''i... S,2ecdieSI""loglg<eict, 4P>l`la,

                                                      '         '' i., Si"jiaclogle`ct-'ztolaiaari3= i,,.. Siecd)?Sieclogle{ct-ztolaia

                                 =ol
et
  . i.". S,2"lieciogldp'g,otalaalp =o;

                         'et i'ona • '
          loglziel<o et loglz,ol<o. -
    Par cons6quent, on a, en vertu de (i, 4), 1'in6galit6 suivante :
(s• 2) .loglg(o, o)l< i... S,-"ecS,2"!ogi.a(e", ,e"fi)Idadp,

qni est 1'in6galit6 voulue n6cessaire clans notre th6orie de la quasi-
        ,analyticite.

. Je suis heureux cle pouvoir exprimer mon proÅíon(1 remerciement
au professeLir ]N{I. Tosiz6 ]VIatumoto, au ]ixaaltre qui a bien voulu lire

mon manuscrit et qui m'a fait quelques remarques tr6s utiles.
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