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Completely regular codes
in Hamming graphs and Johnson graphs

with small width

Yoichi Enta (円田 洋一)

International Christian University (国際基督教大学)

Hamming graph $H$(D, $q$) と Johnson graph $J(n, D)$ について, � de $C$への距離の総和
$s(x)=s_{t}$ に注目することによって得られた, $C$ が completely regular � de になるための条
件と, その応用として, $C$ の width $w$ についての bound(Prop 2.6, $\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}.3.4$)や, $\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{f}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}$

$|C|$ についての制限 (Prop 29, Prop 37) の結果について報告したい. 証明は省略するが,
すべて counting argument によっている. (論文は準備中)

1 Definitions
$\Gamma=$ $(X,R)$ を distance-regular graph (DRG) とする.

$\mathrm{o}X$ : vertex set of $\Gamma$ , $R=R_{1}$ : edge set of $\Gamma$ .
$\circ\partial(x,y)$ : distance in $\Gamma(x,y\in X)$ .
$\circ D=D_{\Gamma}=\max${$\partial(x,y)|x,$ $y\in$ X}: diameter of $\Gamma$ .
$\mathrm{o}\Gamma_{j}(x)=\{z\in X|\partial(x,\mathrm{z}) =i\}$ : $i$-th neighbourhood of $x$ .
$X$ の空てない部分集合 $C$ を $\Gamma$ の code という. 単に $\Gamma\supseteq C$ とかくこともある. code $C$

に対して, $X=C_{\mathrm{O}}\cup C_{1}\cup\cdots\cup C_{t}$ を distanoe partition とする.

$\mathrm{o}C_{\ell}=\{x\in X|\partial(x,C)=l\}$ : $p$-th subconstituent
(ただし, $\partial(x,$ $C)=$而$\mathrm{n}\{\partial(x,$ $y)|y\in C\},$ $C_{0}=C$).

$\circ$ $t=tc= \max\{\ell|C\ell)\phi\}$ : covering radius of $C$ .
$=w—wc= \max\{\partial(x, y)|x,y\in C\}$ : width of $C$ .

Definition 11 ([2], [5]) 次の (同値な) 条件を満たす $\Gamma$ の code $C$ を $\Gamma$ の completely
regular code (CRC) という.

$C$ : CRC in $\Gamma$ A f$\mathrm{o}$r $0\leq\forall\ell\leq t,$ $\{$

$\gamma\ell:=$

$\alpha_{\ell}:=$

$\sqrt{}^{\ell}:=$

$|\Gamma_{1}(x)\cap C_{\ell-1}||\Gamma_{1}(x)\cap C_{\ell+1}||\Gamma_{1}(x)\cap C_{\ell}|\}$ depend $\mathrm{o}\mathrm{n}$

( $x$

l
$\mathrm{y}\cdot \mathrm{o}\mathrm{n}\ell\in C_{\ell}$

).
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�$\Leftrightarrow$ for $\forall i,\forall j,\forall\ell$ , $\eta_{i}^{\ell_{i}}:=|\mathrm{r}_{:}(x)\cap C_{j}|$ depends only on $\ell$ (x\in C�.

Definition 1.2 $\Gamma$ の code $C$ と $x\in X$ に対して, $s(\bm{x})=sc$ (x) $:=\Sigma,,C\partial$(x, $y$) と定義す
る. $s$ (x) が $x\in C\ell$ [こおいて $\ell$のみ{こよって決まる定数 $s\ell=s$ (x) であるとき, $\mathit{8}p$ は constant

であるということ [こする $(0\leq\ell\leq t)$ .
$S\ell$ によって codeの class を次のように定義する. [global, local という teminologyは実

例の幾何的なイメージによっている. Exaanple 2.1 参照.] $0\leq\ell\leq t$ に対して,

$C$ : $\ell$-global code $\Leftrightarrow^{\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}}s_{0},$

$.$ . . , $s\ell$ : const., nd $s_{0}=\cdots=sz$ .
$C$ : $\ell$-local code $\Leftrightarrow^{\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}}s_{0},$ . .., $s_{\ell}$ : const., and $C$ is not l-.global.
$C$ : CRC of global type $\Leftrightarrow^{\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}}C$ : CRC and t-global.
$C$ :CRC of local type $\Leftrightarrow^{\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}}C$ : CRC and t-local.

Remark 1.S CRC ならば $s_{\mathrm{O}},$

$\ldots,$
$s$t はそれそれ constant.

[なせな.も, $s(xf=\Sigma_{=0}^{D}.\cdot i$ . $\eta_{\mathrm{b}}^{\ell}.(x\in C_{\ell})$ は $p$ のみによって決まる定数.]

2 In the case of $\mathrm{H}r_{J}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}.\dot{\mathrm{g}}$ graphs
$\Gamma=H$(D, $q$) $=(X, R)$ を Hamming graph とする. ここで,

$\mathrm{o}I=\{1, \ldots, D\}(D\geq].)$ .
$\mathrm{o}\Omega=\{0,1, ...,q-1\}(q\geq 2)$ .
$\bullet$ $X=\Omega^{D}=\{x= (x_{1}, \ldots,x_{D})|x:\in\Omega(i\in I)\}$.
$\mathrm{o}\partial$ (x, $y$) $=|\{i\in I|x:\neq y\}|$ : Hamming distance.

Example 2.1

(1) $C^{(1)}=\{(000), (011),(101), (110)\}$ $\mathrm{t}\mathrm{E}H(3,2)\text{の}$ CRC of giobal type $(s_{0}=s_{1}=6)$ .
(2) $C^{(2)}=\{(000), (001), (\dot{0}10), (011)\}$ は $H(3,2)$ の CRC of local type $(s_{\mathrm{O}}=4,s_{1}=8)$ .
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$H(3,2)\supset C^{(1)}$ $H(3,2)\supset C^{(2)}$

$H$(D, $q$) の code $C\mathrm{i}_{\acute{\mathrm{f}}}$-対して, $r(i\cdot j|)=r_{G}$ (i; $j$ ) $:=|\{y\in C|y_{\dot{\mathrm{s}}}=j\}[(i\in I,j\in\Omega)$ と定
義する. このとき, Hamming distanoe �の定義によりただちに次の Lemmaが成り立つ.

Lemma 2.2 $x,x’\in X_{r}\partial(x, x’)=1,$ $x$s. $\neq X_{1}’$. とする,

(1) $y\in X\}’." \text{し}rightarrow C$ ,

$\partial$(x’, $y$) $=\{$

$\partial(x,y)+1$ (if $y_{*}$
. $=x_{i}$),

$\partial$(x, $y$) $-1$ (if $y:=x’\dot{.}$),
$\partial$(x, $y$) (othelwrise).

(2) code $C$ に対して f

$\sum_{y\epsilon c}\partial$
(x’, $y$)

$= \sum_{y\in C}\partial$
(x, $y$) $+r(i;x:)-r(i;x_{i}’)$ .

この Lemmaをもとに, $C$ が CRC $\mathrm{p}\mathrm{f}$ global type になるための必要条件てある, 次の同
値な各命題を得る.

Theorem 2.3 $H$(D, $q$) の code $C$ について, 次の命題は同値. [これらは, $C$ が $CRC$ of
global typeになるための必要条件.]

(1) $C$ is 1-global ( $i.es_{\mathrm{O}},$ $s_{1}$ : const., $\dot{a}$nd $s_{0}=s_{1}$).

(2) $C$ is t-global.

(3) $S\mathit{0}_{f}S1$ : const., and $r(i;j)>0$ (for $\forall i\in I_{1}\forall j\in\Omega$ )$-$ .
(4) $r(i;j)$ : const. (for $\forall i\in I,\forall j\in\Omega$).
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一方, CRC of local type は次のように分類され, また特徴付けられる.

Theorem 2.4 $H$(D, $q$) の code $C$ について, 次の命題は同値.

(1) $C$ is 1-local ( $i.e$ . $s_{\mathrm{O}_{l}}s_{1}$ : const., and $s_{0}\neq s_{1}$ ).

$(1)’C$ is 1-lOca4 and $s_{0}<s_{1}$ .

(2) $C$ 可 $t$ -lOca4 and $s_{0}<\cdots<s_{t}$ .

(3) $s_{\mathrm{O}},$ $s_{1}$ : const., and $r(i;j)=0$ (for $\exists_{i}\in I_{J}\exists j\in\Omega$ ).

(4) $C$ is a $CRC\cdot of$ local type.

(5) $\phi\neq\exists I$’ $\underline{\subset}I,$ $\phi\neq\ni\Omega’\subset\Omega$ such ihat $C=\{y\in X|yj\in \mathrm{f}Y(i\in I’)\}$ . [このとき
induced subgtaph としては, $C\simeq H($\Pi , $\phi)\cross H(D-\Pi,q)(U=|I’|,\phi=|\Omega’|).]$

Rerhark 2.5 (cf. [4]) Theorem 2.3(4) は $C$ が (Delsarte の意味ての) $1$-design てあるこ
とに, Theorem 2.4(3) は $C$ が strength 0 の design てあることに対応している.

Theorem 2.3(4) により, width $w$ に関する次の bound が得られる.

Proposition 2.6 $H$(D, $q$) の $CRC$ of global type $C$ について, $w\geq\theta_{C-1}^{c[perp]}$乎 $D$ . 特に,

$w> \frac{q-1}{q}D$ .

[いい力\supset えると, $w\leq$ 乎$D$ を満たす $CRCC$は local typeてあり, したがって $C\simeq H$(w, $q$) $.$]

Corollary 2.7 $w\geq 0$ を fixするとき, $w<D$ を満たす $CRC$ of global typeが存在するよ
うな Hamming gfaph $H$(D, $q$) は高々有限個.
[なお, $w=D$ となる例は $C=\Gamma$の揚合を含め無数に存在する.]

Example 2.8 (cf. [1])

(1) Proposition 2.6 により, $w=2<D$ を溝たす CRC of global typeが存在する可能性
のある Hamming 鮮 $\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{h}$ は $H(3,2)$ のみ. 実際そのような CRC が次の 1例のみてあ
ることは簡単に確かめられる.

$H(3,2)\supset\{(000), (011), (101), (110)\}$ .
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(2) 同様に, $w=\bm{3}<D$ を満たす CRC of global type が存在する可能性のある Hamming
graph は $H(4,2)$ , $H(5,2)$ , $H(4,3)$ のみ. 実際そのような CRC は次の 2例のみ.

$H(4,2)\supset(\begin{array}{l}000011101110\end{array})$ $\mathrm{x}(\begin{array}{l}01\end{array})$ : $H(4,3)\supset$ (perfect code).

また, Theorem 2.3(4), Theorem 2.4(5) により, cardinality $|C|$ については次の制限が
成り立つ.

Proposition 2.9 $H$(D, $q$) の $CRCC$ について, $|C|\equiv 0$ (mod $q$) または $|C|=q^{\prime D}$

$(1\leq q’<q)$ .
[特に, $H$(D,2) の $CRCC$ について, $\mathrm{J}C|\equiv 0($mod2) または $|C|=1.$]

3 In the case of Johnson graphs
$\Gamma=J$ (n, $D$) $=(X. , R)$ を Johnson graph ( $1\leq D\leq n$ , 主に $1\leq D\leq n/2$) とする. こ
こで,

$\mathrm{o}N=\{1, \ldots,n\}$ $(n\geq 2)$ .
$\mathrm{o}X=(\begin{array}{l}ND\end{array}).$

・ $\partial(x,y)=D-|x\cap y|$ .

code $C$ に対して, $r(i)=r_{C}$ (i) $:=|\{y\in C|i\in y\}|$ $(i\in N)$ とすると, 前節と同様な手
法て以下が成立する.

Theorem 3.1 $J$(n, $D$) の code $C$ について, 次の命題は同値. [これらは, $C$ が $CRC$ of
global typeてあるための必要条件.]

(1) $C$ is l-glObal ( $i.e$ . $s_{0},$ $s_{1}$ : const., and $s_{\mathrm{O}}=s_{1}$ ).

(2) $C$ is t-global.
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(3) $s_{0},$ $s_{1}$ : const., and $0<r(i)<|$C$|$ (f$o$r $\forall i\in N$)$-$

(4) $r(i)$ : const. (for $i\in N$).

Theorem 3.2 $J$(n, $D$) の code $C$ について, 次の命題は同値.

(1) $C$ is 1-local ( $\dot{\mathrm{t}}.e.$ so, $s_{1}$ : $const_{1}.$ and $s\mathrm{o}\neq s_{1}$ ).

$(1)’C$ is 1-lOca4 and $s_{0}<s_{1}$ .
(2) $C$ is $t$ -lOca4 and $s\mathrm{o}<\cdots<s_{t}$ .
(3) $s_{0},$ $s_{1}$ : const., and ($r(i)=0$ or $r(i)=|C|$ for $\exists_{i}\in N$).

(4) $C$ is a $CRC$ of local type.

(5) $\phi\neq^{\exists}N’\subset$ Nsuch that $C=\{y\in X|y\subseteq N’\}$ or $C=\{y\in X[y\supseteq N’\}$ . [このとき
induced subgraph としては, $C\simeq J$(n’, $D$) または $C\simeq J(n-n’, D-n’)(n’=|N’|)..]$

Remark 3.3 .(cf. [3]) Theorem 3.1(4) は $C$ が 1-design てあることに, $\mathrm{T}\mathrm{h}\infty\dot{\mathrm{r}}\mathrm{e}$m3.2(3)
は $C$ が strength 0 の design てあること [こ対応 Lている.

Proposition 3.4 $J$ (n, $D$) の $CRC$ of global type $C$ について, $w\geq\Gamma c^{C\llcorner[perp]}\vdash_{-1n}^{n-D}D$ . 特に,

$w> \frac{(n-D)D}{n}$ .

[いいかえると, $w\leq 4^{n\wedge-DD}$ を満たす CRCC は local typeてあり, したがって $C\simeq J(D+$

$w,$ $D)$ または $C\simeq J(n-Dn+w,w).]$

Corollary 3.5 $w\geq 0$ を fitするとき, $w<D$ を満たす $CRC$ of glo赫$l$ typeが存在するよ
うな Johnson gmph $J$ (n, $D$) は高々有限個.

Example 3.6 (cf. [1]) Proposition 3.4 により, $w=2<D$ を満たす CRC of globi type
が存在する可能性のある Johnson graph it $J(6,3)$ , $J(7,3)$ , $J(8,3)$ のみ. 実際そのような
CRC は次の 2例のみ.

$J(6,3)\supset$ (Petersen graph),
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$J(7,\bm{3})\supset\{$

0000111
0011001
1100001
0101010
1010010
1001100
0110100

(Fano plane $=2-(7,3,1)$ design).

Proposition 3.7 $J$(n, $D$) の $CRCC$ について, $|C|D\equiv 0$ (mod $n$) または $|C|=\{$
$n’$

$D$

$(D\leq n’\leq n)$ または $|C|=(\begin{array}{l}n-n’-\prime \mathrm{I}\mathrm{Y}\end{array})$

$(0\leq h’\leq D).$

Further problems.

(1) CRC of global t刀$\mathrm{x}$ の分類. さらなる boundや too垣ま

(2) 大きい strength をもつ CRC の構或や分類.

(3) 大きい minimu.m distanoe $d=dc:= \min${ $\partial(x,$ $y$) |x, $y\in C,$ $x$ \neq y} をもつ CRC の構
成や分類.

(4) 一般の DRG(あるいは鮮 aph) の CRCへの一般 ( $\mathrm{b}\}$ま?
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