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輪文

ポテンシャル系の変分解析と周期解の安定性

柴山允瑠

1 ポテンシャル系の変分構造

自由度Nのポテンシャル系

且 aumk dt2 ＝一
aqk 

(q, t) 

(k=l, …，N,q=(q1, …, QN) ED) 

を考える．ここで， DはRNの開集合とし，ポテ

ンシャル関数 U(q,t)はゎXR上の滑らかな (Coo

級の）関数とする．よく知られているように，

Newton力学の多くの運動はポテンシャル系で表

される．

(1) 

ポテンシャル系(1)に対して，ラグランジアンを

I N 
L(q,cj,t) =一~mkqi;-U(q, t) 

2k-1 

で定める.(1)は，ラグランジアン Lに対する Euler-

Lagrange方程式

刈8L(q, cj, t))-8L (q, cj, t) = O 
dt 8qk 8qk (2) 

(k=I, …, N) 

と同値である．

a。,aぽ 'D,t。,t1 E艮(to<t1)を固定する. t=t。

でa。, t=t1でa1に至る D上の滑らかな曲線の

集合を Q(a。,ai,[t。よ］）とおく：

Q(a。,a1,[t。,t』)

= {q E C00([t。,t』,'D)lq(to) =a。,q(t1)=a1}. 

qE Q(a。,ai,[t。,t1])に対して，作用積分を

A(q) =『1L(q,<i, t)dt 
t。

により定める. q E Q(a。,a1, [t。山］）を固定し，

8(to) =8(t1) =0を満たす 8EC00([t。,t1], JRN)に対

して，

A'(q)8 :=羞IMA(q+M) (3) 

とおき，任意の 8に対して A'(q)8=0を満たす

とき， qはAの臨界点であるという. (3)の右辺

を計算すると，

A'(q)8 = {言（は着（は））8kdt 

となるので， qEQ(a。,a1, [t。,t1])がAの臨界点

であることと， (2)(すなわち (1))の解であること

は同値である．この構造は，「ハミルトンの最小

作用の原理」と古くから呼ばれている変分原理で

ある．一般に，微分方程式に対して，変分原理を

もとに解を求める方法を変分法という．

本論文では，ポテンシャル系に対して， Aの

最小点を求めることによって周期解や記号列を実

現する解の存在を示す方法や，得られた周期解の

安定性に関する近年の研究について紹介する．

2 最小点の存在

曲線の集合を適当なクラスに制限し，その中で
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作用積分を最小化する曲線が存在することを示す

ことにより，特殊解を得ることができる．ここで

は，必ずしも 2点境界条件には限定せず，また最

小点の存在を示すには coo級では狭すぎるので，

曲線の集合を

A=庄 ([to,t』,V) 

とする.HIはSobolev空間である．つまり.L2 

の曲線 q:[t。,t』→1)で，その超関数の意味にお

ける導関数繁の各成分もじ関数となるものの

集合である．この集合の部分集合における作用積

分の最小点の存在を保証する条件の一つが次の

coerciveという性質である．

定義 1.EをHilbert空間， KcEを空でない部

分集合とする．関数I:K→Rが coerciveである

とは， vEKがllvllE→(X) となるとき I(v)→OO と

なることをいう． ■ 

作用積分の最小点の存在を保証する次の定理が

知られている．証明は[15][35]などを参照された

し'・

定理 1.f'cAとする．滑らかなポテンシャル関

数 U(q,t)が上に有界で， Al,がcoerciveならば，

A(q.) = inf A(q) 
qE[' 

となる q心 rが存在する．この q をAのrにお

ける最小点という．ここで， rはH1([to,t』,RM) 

の弱位相に関する rの閉包である. q, が「の内

部に属すれば， q は滑らかである． ■ 

例 I. U(q, t)(q ER凡tER)は滑らかな関数で，

tについて T周期的(T>O)であるとする：

U(q,t+T)=U(q,t) (VqER凡VtER). 

また， tについて一様に

U(q, t)→ —00 (lql→ 00) (4) 

を満たすと仮定する． このとき

A(q) = f吐凸叫qi-U(q, t)dt 
0 2k=l 

はcoerciveになる． したがって， Aの最小点q,E

げ（印冗，酎）が存在する.H1(Ri冗?:,RN)は T-

周期のHl曲線q:R→酎全体の集合である最小

点 q は coo 級で， U のポテンシャル系の T—周期

'g  

図1 支点が周期運動する振り子

解である． ■ 

なお，仮定(4)を満たす物理的な例はあまりな

いかもしれないが，遠方である程度小さくなる場

合であれば周期解の存在を示すことができる．

例 2.支点の位置を水平方向に T—周期的に微小振

動させた振り子（図 1)の運動方程式のポテンシャ

ル関数は

U(q, t) =炉cosq+Et" (t)sin q 

(qは鉛直上方を 0とした角）で与えられる. f(t) 

は滑らかな T凋期関数である．

U(q, t)のlql>冗/2の部分を (4)を満たすように

変形することで，その変形したポテンシャル系に

おける T—周期解の存在がいえる．

lcl < 4いmin{芦(4-2/i)が｝

(M:= m固f"(t)I)

の場合，得られた周期解は lq(t)I::;;冗/2を満たす

ことがわかり，変形した部分には達しないので，

もとのポテンシャル系の周期解である．得られた

周期解は，支点より上方を運動することに注意さ

れたい． ． 
3 Kepler型ポテンシャル系

Kepler問題のポテンシャル関数は

U(q) = _ _l_ (q E酎¥{O},d22) 
lql 

であり作用積分は

A(q) = J国qlz己 dt
o 2 lql 

である.Kepler問題は初等的な方法で解くことが

できるが変分法により周期解の存在を示すこと
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はそれほど容易ではない. Gordon[9JはKepler問

題の周期解を変分法の観点から解析した. Kepler 

問題の作用積分に対し，周期境界条件のもとで作

用積分の最小点を求めようとしても周期解は得ら

れない．実際，任意の qE H1(JR/T'.l,Rd¥{O})に対

してA(q)>Oであり， Qa(t)= (a, 0) (a>Oは定数，

OE Rd-lはゼロベクトル）とすると

A(qa) = f→ 0 (a→ oo) 

であることから infA=Oとなるので，最小点は

存在しない．そこで適切に曲線のクラスを制限す

ることが必要になる．

平面(d=2)の場合を考えると，原点の周りを

回る回数により制限を与えることができる．

い={qEが（記TZ,R2¥{0})lwind(q)= k} 

とする． ここで，閉曲線

q (t) = (x(t)'y(t)) 

= r(t)(cos 0(t),sin 0(t)) (tE [O, T]) 

の回転数wind(q)は

1 wind(q) = -(B(T)-0(0)) 
2冗

（＝以噂dt=点f/~□9叫
で定義され，整数になる.lkはHl(記1T'.l,Rd¥{O})

の連結成分である. kキ0なら Air.はcoerciveで

最小点 q.E :f kが存在することが示せる．

もし最小点 q.が「Kの境界に属さなければ Ke-

pier問題の周期解になるので，結果的に原点を焦

点とする楕円軌道になる.:r kの境界は衝突を持つ

曲線からなり，最小点 q.が境界に属する場合，衝

突を持つ解になる．衝突時間ではラグランジアン

は発散するが，作用積分の値は有限値である．例

えば， q(t)が t=Oで衝突する解とすると，衝突に

漸近するときの振る舞いは q=t213c+O(t)(t→+O) 

(Sundmanの評価例えば[31]参照）と表すことが

でき，この解に対するラグランジアンの (0,E]上

の積分は

J山<il2己 dt
o 2 lql 

= (11cl2十立）El/3+0(£2/3) 
3 lei 

となる．

Keplerの第 3法則より，長軸の長さが同じ楕

円軌道は同じ周期を持つ. lkに属する楕円軌道

の最小周期は T'=T/lklであり，その解に関する

作用積分の値は

A(q) = 2―1/3.3冗2/3Tl/31kl2/3

となる．同じ最小周期 T'(同じ長さの長軸）を持

つ楕円軌道は全て同じ作用積分の値を持つ．

一方， collision-ejectionorbitと呼ばれる衝突軌

道はすべての f'kに属し，

A(q) = 2-113.3冗213r113

であるので， lkl~2 の場合楕円軌道は最小点では

ない．つまり，最小点は衝突軌道になってしまう．

k=士1であれば最小周期 Tの楕円軌道と衝突軌

道全てが最小点である．

ポテンシャル関数の次数を一般化して，
1 U(q) =一 (qE配¥{O}) (5) 
lqla 

の場合を考えよう. a~Z であれば，衝突を持つ

任意の曲線の作用積分値は無限大であることが容

易にわかるので，任意の整数k=t=Oに対して Al五

における最小点として周期解が得られる．

l<aく2の場合も衝突を持つ解の作用積分値は

有限値だが'l~lkl<
1 

2-a 
について A の最小r, 

点は衝突を持たず，周期解であることがわかる．

O<a<lの場合は，どの k=t=Oに対しても衝突軌

道の方が作用積分値が小さいので，実際には周期

解（円軌道）は存在するが，作用積分の 1±1におけ

る最小点ではない. Newton引力の場合a=lが

円軌道が最小点になるかどうかの変わり目である．

なお， (5)のポテンシャル系では変分法を使わ

なくても周期解（円軌道）の存在が分かる（例え

ば[l]参照）ので，新たな周期解が求まったわけで

はない．そこで，
1 U(q,t) = - a+W(q,t) (qE]R八{O})
lql 

の形のポテンシャル関数を考える. W(q, t)はt

について T周期的な関数である．このポテンシ

ャル系は一般には初等的な方法では解けないので

周期解の存在は自明ではない. W(q, t)がc2ノ

ルムで十分小さい関数とすると，変分法により上
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記と同様の条件のもとでrkに属する周期解の存

在が示せる [35].

なお，空間 (d=3) の場合やさらに高次元 (d~4)

の場合は，位相的な制限として回転数を用いるこ

とができないが，写像度を用いた位相的な制約の

もとで峠の定理を応用することにより周期解の存

在が示されている [35].

4 n体問題の周期解

4.1 n体問題の配位空間

n体問題

mk~ 款＝ー凶加m;
註 klqk-Q;I

3(Qk-Q;) 

を考える (q戸尉，k=l,2,…, n). 作用積分は

A(q) =『応mk耀＋区 m;m;dt 
0 2k-1 i<jlq; ―q;I 

である.Xを重心を 0とする配置全体とする：

X = {(q1, …，む） E (酎）nl国m叩 =o}.
質点 iとjの衝突配置を△;;= {q= (q1, …, Qn) E 

閑q;=q;}とし．衝突配置全体を△= ui<j△ ijと

おく．配位空間は衝突を除いた配置全体

X=X¥△である.xの位相的性質は Kepler問題

の場合の配位空間 Rd¥{O}よりはるかに複雑なの

で，より多様な位相的な制約を考えることができ

る．

A=げ（町四，x)において tiedと呼ばれる性

質を持つ曲線のクラス「に制限しておけば， Al,
はcoerciveになる [16J. tiedとは直感的には曲線

が△ に十分絡まっていることを表す（正確な定義

は[16]参照）．残念ながら．ほとんどの場合．

tiedなクラスにおける作用積分の最小点は古典的

に知られている単純な衝突軌道(collision-ejection

orbit)になる [36].

4.2 衝突を除去する方法

位相的な制約だけではなく，対称性を課したり，

境界を部分空間にするなど様々な設定をすること

で，衝突の除去が可能になる場合がある．衝突を

除去する方法を以下に列挙する．各々について，

その手法が用いられている論文を挙げているので，

技術的な詳細については文献を参照されたい．

1) 衝突する解に対し， Kepler問題の場合と

の比較などにより作用積分値の下からの評

価をする．作用積分値がそれより小さくなる

衝突しない適当な曲線（テスト曲線）を構成す

る[6][10]. 

2) 衝突する任意の解に対し，衝突時間近傍で

適当に変形し，作用積分値が小さくなること

を示す[23].

3) 衝突する任意の解に対し，衝突時間近傍で

変形した曲線の 1パラメータ族または 2パラ

メータ族を考え，その曲線族の作用積分値の

平均値がもとの衝突解の作用積分値より小さ

いことを示す[5][SJ [13]. 

4) 衝突解に対する Morse指数が 1以上であ

ることを示す[35].

5) 微分方程式の衝突解を Levi-Civita変換で

滑らかにし，その漸近的な振る舞いを調べ，

最小点の振る舞いに反することを示す[25].

6) 衝突解の衝突に漸近する方向を調べ，その

方向を変形した方が作用積分値が小さくなる

ことを示す[37].

4.3 対称性

X,X上の T-局期的な曲線の集合を A,Aとする：

A =ザ (R/TZ江）， A=び (R/T'.l,X).

Gを有限群とし，

r: G→ 0(2) 

P: G→ O(d) 

6: G→ Rn 

を準同型とする. 0(2), O(d)はそれぞれ 2次， d

次の直交群， Rnはn次の対称群である. rに現

れる 0(2)については， R/T'.lを§1CR2と同一

視し，直交群 0(2)がR/T'.lに作用するものとす

る. gE GとqEAに対して

g•((qi, .. ,,qn)(t)) 

= (p(g)Qcr(g-1)(1), ... , p(g)Qcr(g-1)(n)) (r(g―1) (t)) 
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とおくことで， GのAへの作用が定まる．この

作用の不変集合AGに制限された作用積分を AG

とおく：

AG= {q E Alg・q=q (V g E G)} 

如 =Al豆•

AGの最小点を考える. AGはAより小さい空間

であるので， AGの臨界点がAの臨界点になると

は一般には限らないが次の結果が知られている．

定理2(Palais原理[22J).MをHilbert空間とし，

GをMに等長的に作用する線形作用素の群とする．

つまり，任意のgEGに対して〈gx,gy〉=〈x,y〉が

成り立ち， g:M→M は線形作用素であるとする．

また， f:M→Rを G不変な C 級関数とし， M

において G不変な点の集合~={xEMlgx=

x(VgEG)}はMの閉部分空間であるとする．こ

のとき， PE~ が ti~ の臨界点ならば， pはfの臨

界点である． ■ 

Palais原理を n体問題の作用積分に適用すると，

<5(g) (g E G)で移りあう質点同士の質駄が等しけ

れば， AGの臨界点は Aの臨界点であることがわ

かる．

また，対称性を課す場合， coerciveになる条件

は簡潔に表せる. P, <5の作用のみを考えて，配位

空間 Xで不変な点の集合を XGと表す：

XG = {q E聞g・q=q(Vg E G)}. 

定理 3([SJ). n体問題の作用積分Aについて，

ぷが coerciveになるための必要十分条件は

XG={O}である． ■ 

例を挙げる．

Rェ=(~ ~i). Ry= (—~1~). 

S(0) = (OS 0 -sin 0 
sin 0 cos 0) 

とおく．

例 3([6]). 等質量の平面 3体問題を考える. G= 

D12=〈g1,g2lgf=gl=(g函）2=1〉とし，

て(g1)= Ry p(g1) = Rx <5(g1) = (2 3) 

嘔） = s(青）嘔） = Ry <1(g2) = (1 2 3) 

図2 8の字解

とする．

ん乍{O}で， Aは G不変である．最小点が衝

突する可能性がないことは 4.2節の I)を用いて

示せる. AGの最小点として得られる周期解は図

2のような 8の字型の曲線になる． ■ 

例4([25]). 等質量の平面 4体問題を考える．

群 Gを

G=Z以 Da

=〈g1lgf=l〉x〈g2,g3lgf =gt= (g函）2=1〉
で定める．準同漿 r:G→0(2), p : G→ 0(2), 

<J: G→ @:54を

て(g1)= Id2 p(g1) = -Id2 <J(g1) = (1 3) (2 4) 

て(g2)= Rx p(g2) = Ry <J(g2) = (2 4) 

て(g3)= s(撃）嘔） = Id2 <J(g3) = (1 2 3 4) 

で定める.Aは G不変であり，おG={O}も成り

立つ. 4.2節の 3)を適用すると衝突の除去も可能

で， AGの最小点として解が得られるが，それは

正方形の配置のまま円上を回転する自明解になっ

てしまう [2]. そこでさらなる制限を与えて，局

所最小点を求める．

Pェ=(1 0), Py= (0 1), 

とし

Q = {qEJ¥呵P心 (0)凶0,Pxq2(0)凶0,

Pxq1(冗/4)20,Pyq1(冗/4)::;;〇｝

における Aの最小点をとる．

すると，新たに様々な衝突の可能性が出てくる

が，その除去はそのパターンに応じて 4.2節の

1), 2), 3), 5)を用いることで可能になる．得られ

る周期解は図 3のような超8の字解と呼ばれる解

である． ■ 

3体の 8の字解， 4体の超 8の字解からの類推

から，より一般に等質量の平面 n体問題におい

ても， n個の質点が 1つの閉曲線上を互いに追跡
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図3 超8の字解

Oocい
C>c><:>o C>=O 

図4 鎖型舞踏解

ロロ
JD~ 

図5 鎖型でない舞踏解

しあい，その閉曲線が“鎖型”をしているような

周期解が存在することが予想される. Sim6 [32Jが

数値計算で同一閉曲線上を質点が追跡し合うよう

に運動する周期解を多く求めており，その一連の

周期解は舞踏解(choreography)と呼ばれている．

舞踏解の一部は鎖型である（図 4). このような鎖

型タイプの周期解の存在は近年一挙に証明されて

いる [37]. 衝突を除去するために．方法 6)が用い

られた．

鎖型でない舞踏解の数値解も数多く見つかって

おり [24][32] (図 5). それらに対する変分法による

存在証明はまだなされていない．

5 変分法による記号列の実現

一般に， 自励的なハミルトン系において， 自由

度Nと同じ個数の関数的に独立で互いに Poisson

可換な第一積分が存在すれば，その系は可積分で

あるという. Liouville-Arnold定理により，可積

分系では，例外的な（第一積分の勾配ベクトルが

一次従属であったりエネルギー曲面がコンパクト

でない）部分を除き， N次元トーラスと同相な不

変トーラスが菓層構造をなし，その上の軌道はク

ロネッカー軌道となることが知られている（例え

ば[26]参照）．

非可積分な系の振る舞いの解析は困難な場合が

多いが記号力学系と対応させることによりある

程度よくわかる場合もある（例えば[30]参照） • 3 

体問題は様々な設定のもとで非可積分性が示され

ている．そこで．解と記号列との対応を変分法を

使って調べる研究がなされてきた．

例 5.3体問題において. 3質点が同一直線上に

きた時の配置を syzygyという．平面 3体問題の

角運動量が 0で衝突しない有界な任意の解は，無

限回 syzygy配置をとることが知られている [17]

（その発展として，空間 4体問題の場合，有界な

軌道は無限回 4質点が同一平面上の配置になるこ

とが証明されている [19]). syzygyはどの質点が

他の 2質点の間にくるかで'3種類に分けられる．

そこで．その 3つの記号による任意の記号列に対

して．それを実現する解が存在するかどうかが問

題となる変分法で記号列に対応する解の存在を

示そうとした場合， 3体問題ではやはり衝突の除

去の困難さがあり，まだ結果は得られていない．

そこで．相互作用の引力の大きさを距離のー3乗

（万有引力はー2乗）にした 3体問題を考えよう．

この系は非可積分であることも示されている [29].

また，変分法を適川する際に．ケプラー型間題の

a=2の場合と同様に衝突の可能性を考える必要

がない．この系において， syzygyの記号列で同

じ記号が連続せず, tiedになるような任意の両側

無限記号列に対して．それを実現する解が存在す

ることが変分法により示されている [18] (ただし，

汎関数は作用積分ではなく， Jacobi-Maupertuis 

汎関数が用いられている）． ■ 

なお，万有引力の 3体問題においては別の方法

（衝突多様体）を用いて記号列を実現する解の存在

を示す研究が近年大きく進展している [14].

例 6.3体問題の特別な場合として Sitnikov問題



10 応 用数理 [ 10 J 

● ------------------P---―ーー・
m, m1 

図6 Sitnikov問題

y
 

図8 ブレーク軌道

-x X 

図7 平面Sitnikov問題

がある. Sitnikov問題とは，質量の等しい 2質点

が xy—平面上で互いの引力により楕円軌道を描く

とし，そのもとで無限小の質量を持つ残りの 1質

点が Z—軸上を運動するときのその運動を調べる

問題である（図 6).

Sitnikov[34Jは2質点の楕円軌道の離心率が l

に十分近いとき（つまり非常に細長い楕円軌道の

とき），

lim suplz(t)I = 00, lim inflz(t)I < 00 
t→ = t→O 

を満たす解（振動解という）が存在することを示し

た．その後 Moserらにより，離心率が 1に十

分近い（が 1ではない） Sitnikov問題と記号力学

系との対応が与えられている [20].

離心率が 1に近づいていった極限では質量をも

つ2質点は衝突するが，衝突しても跳ね返るとみ

なして周期的な運動を繰り返すとする．その問題

を平面 Sitnikov問題と呼ぽう（図 7). 平面 Sitni-

kov問題において，その 2質点が衝突したときに，

無限小の質点の座標が正か負かで土1の記号を対

応させるとする．無限小の質点が衝突しないよう

な軌道については記号列を対応させることができ

る．そこで，逆に，与えられた記号列に対してそ

れを実現する軌道が存在するかどうかが問題とな

る．同じ記号が常に 3回以上連続するような任意

の有限列（例えば (-1)4(+1)6(-1)3は OKで，

(-1)4(+ 1)2(-1)3はダメ）に対して対応する解の

存在と，周期的な記号列についてその記サ列を実

現する周期解の存在が変分法により示されてい

る[28]. ． 
例 7.記号列を実現した他の結果として， n中心

問題に関する結果がある. n中心問題とは，平面

あるいは空間に n個の質点を固定し，それらから

ガ有引力を受ける質点の運動を調べる問題である．

平面2中心問題は可積分であるが，第一積分は

複雑であるので，直ちに一般解の振る舞いがよく

わかるわけではない（例えば[26]参照）．不変トー

ラスが退化しないような部分については，起こり

うる記号列のリストと，そのリストにある各記号

列が解により実現されることが証明されてい

る[7], 一方，変分法によりブレーク軌道（図 8)と

呼ばれるタイプの周期解の存在が示されてい

る[10], それは， [7]のリストには属さないタイ

プの解であるので，不変トーラスが退化している

部分に相当していることがわかる．

n:2'.3の場合，平面および空間 n中心問題は非

可積分である [3][27].ChenとYu[4Jは平面 n中

心問題において， n個の固定する質点を直線上に

配置したとき，その質点により区切られる n+l
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個の線分と半直線により記号を定め，隣り合う番

号は 2以上異なる任意の有限記号列に対し，それ

を実現する解が存在することを変分法により示し

であることが示されている [21]. 変分法により得

られた周期解が孤立的であることを示すことは困

難であるが，ポテンシャル関数が解析的であれば

ている．

6 周期解の安定性

■ この仮定は不要である ([21]の FinalRemarkを

参照）．この結果の応川により，例 6で挙げた平

面 Sitnikov問題の周期解[28]は全て不安定である

変分法により周期解の存在が示されれば，その

安定性を調べることが次の問題として考えられる．

例 1のポテンシャル系で Uが時間によらない場

合を考えると，最小点は Uの最大点 aに留まる

軌道 q(t)=aになる.Uの aにおける Hesse行

列が非退化であれば，その解は双曲型の平衡点に

留まる定常解である．つまり，不安定である．例

2で挙げた振り子の場合も f(t)=0であれば，

q(t)=Oとなる．すなわち，支点の真上に留まる

定常解になり，不安定である（支点の真下にある

安定な平衡点は，作用積分の最小点ではない！）．

では，変分法により得られた周期解が定常解と

は限らない場合を考えよう. q(t)がポテンシャ

ル系の作用積分

A(q) = f rlfm』 -U(q,t)dt 
0 2k=l 

の周期境界条件のもとでの最小点として得られる

周期解であれば，第二変分

A"(q)r'J :=品lh=/(q+M)

＝「丘凶—〈8,D印(q(t)'t)r'J〉dt
0 k=l 

は T周期的な任意の r'J(t)=(ふ(t),…，ふ(t))に対

し非負値である．これから周期解に沿った変分方

程式

信＝ーD2U(q(t),t)~ 

の解についていくらかの情報が得られ，それによ

り周期解の安定性が示せる場合がある．実際， 自

由度 1の tについて周期的に依存するポテンシャ

ル系の周期境界条件のもとでの最小点として得

られる周期解が孤立的，つまりその近傍に同じ周

期の周期解が他に存在しなければ， Poincare写

像の対応する不動点は Lyapunovの意味で不安定

ことがわかる．

自由度が2以上の場合の最小点の安定性はよく

1 
分かっていない. 3節で述べた U(q)=- a のlql 
ポテンシャル系について，円軌道は a>2のとき

不安定で， O<aく2のとき安定である．円軌道は

a>lのとき「土1における作用積分の最小点であ

ったつまり，自由度2では最小点は安定の場合

も不安定な場合もある．

なお，変分法を用いた証明ではないが， 3体問

題の 8の字解の安定性はある程度調べられている．

Sim6[33Jの数値計算によると 8の字解に関するポ

ァンカレ写像の非自明な 4つの固有値は絶対値が

1の複素数il;=exp(土2冗也） (j=l, 2)である．

~ ~ 

'-'-で,

し勺 = 0.0084227247, l々 = 0.2980925290 

である．よって，この周期解は楕円型である．さ

らに 8の字解を中心とするバーコフ標準形に関す

る非退化条件も成立する．これらは，梢度保証付

き数値計算により証明されている [llJ[12J. KAM 

定理より， 8の字解を多くの不変トーラスが取り

囲んでおり，各トーラス上の解は準周期解である．

しかし，平面 3体問題は第一積分や対称性による

簡約をしても自由度は 3であるので， 8の字解の

近傍でアーノルド拡散と呼ばれる不変トーラスの

間をすり抜けて離れていく現象が起こる可能性も

あり，安定かどうかはまだ分かっていない．

自由度が2以上の場合や対称性が課された場合

の変分法により得られた周期解の安定性の解析は

今後の重要な課題の一つであると考えられる．

謝辞

本研究は科研費 18K03366の助成を受けたもの

である．京都大学大学院情報学研究科大学院生の



12 応 用数理 [ 12 J 

梶原唯加さんには原稿を通読して，少なからぬ不

備を指摘していただいた．編集委員斎藤正也氏に

は執筆に関して細かな相談に乗っていただいた．

在読者からは細部にわたるコメントや説明不足の

部分を指摘して頂いた．以上の方々に厚く御礼申

し上げます．

参考文献

[ 1 J アーノルド， V.I.,古典力学の数学的方法岩波書店，

東京， 1980.
[ 2 J Barutello, V., Terracini, S., Action minimizing orbits 
in the n-body problem with simple choreography con-
straint. Nonlinearity 17(2004), 2015-2039. 

[ 3 J Bolotin, S. V., Nonintegrability of the problem of n 
centers for n>2. Vestnik Moskov. Univ. Ser. I Mat. 
Mekh., No. 3(1984), 65-68. 

[ 4 J Chen, K.-C., and Yu, G., Syzygy sequences of the N-
center problem, Ergodic Theory Dynam. Systems, 38 
(2018), 566-582. 

[ 5 J Chenciner, A., Action minimizing solutions of the 
newtonian n-body problem: from homology to symmet-
ry, ICM, Peking, 2002. 

[ 6 J Chenciner, A., and Montgomery, R., A remarkable 
periodic solution of the three-body problem in the case 
of equal masses, Ann. Math., 152(2000), 881-901. 

[ 7 J Dullin, H. R., and Montgomery, R., Syzygies in the 
two center problem, Nonlinearity, 29 (2016), 1212-1237. 

[ 8 J Ferrario, D. L., and Terracini, S., On the existence of 
collisionless equivariant minimizers for the classical n-
body problem, Invent. Math., 155 (2004), 305-362. 

[ 9 J Gordon, W. B., A Minimizing Property of Keplerian 
Orbits, Amer. J. Math., 99 (1977), 961-971. 

[10] Kajihara, Y., and Shibayama, M., Variational proof of 
the existence of brake orbits in the planar 2-center prob-
lem, Disc, Cont, Dyn, Systems-A, to appear. 

[11] Kapela, T., and Simo, C., Computer assisted proofs 

for nonsymmetric planar choreographies and for stabil-
ity of the Eight, Nonlinearity, 20 (2007), 1241-1255. 

[12] Kapela, T., and Simo, C., Rigorous KAM results 
around arbitrary periodic orbits for Hamiltonian sys-
tems, Nonlinearity, 30 (2017), 965-986. 

[13] Marchal, C., How the method of minimization of ac-
tion avoids singularities. Celest, Mech, Dyn, Astron. 83 
(2002), 325-353. 

[14] Moeckel, R. and Montgomery, R., Realizing all re-
duced syzygy sequences in the planar three-body prob-
lem, Nonlinearity, 28 (2015), 1919-1935. 

[15] 増田久弥，非線型数学，朝倉書店，東京， 1985.
[16] Montgomery, R., The N-body problem, the braid 
group, and action-minimizing periodic solutions, Non-
linearity, 11 (1998), 363-376. 

[17] Montgomery, R., Infinitely many syzygies, Arch. Ra— 

tion. Mech. Anal., 164 (2002), 311-340. 

[18] Montgomery, R., Fitting hyperbolic pants to a three-
body problem, Ergodic Theory Dynam, Systems, 25 
(2005). 921-947. 

[19] Montgomery, R., Oscillating about coplanarity in the 
4 body problem, Invent, Math .. 218 (2019). 113-144. 

[20] Moser, J., Stable and random motions in dynamical 
systems, Princeton University Press. 2001. 

[21] Ortega, R .. Instability of periodic solutions obtained 
by minimization. The first 60 years of nonlinear analysis 
of Jean Mawhin World Scientific Publishing Co Pte Ltd, 
River Edge, New Jersey, 2004, 189-197. 

[22] Palais, R. S .. The principle of symmetric criticality, 
Commun. Math. Phys, 69(1979). 19-30. 

[23] Shibayama, M .. Minimizing periodic orbits with reg-
ularizable collisions in the n-body problem, Arch, Ration, 
Mech, Anal, 199 (2011), 821-841. 

[24] Shibayama, M .. Action minimizing periodic solutions 
in the N-body problem, Proceedings of Sino-Japan Con-
ference 2011, 2012. 169-182. 

[25] Shibayama, M .. Variational proof of the existence of 
the super-eight orbit in the four-body problem, Arch, 
Ration, Mech, Anal, 214 (2014). 77-98. 

[26] 柴山允瑠，ハミルトンカ学系一可積分系と KAM理

論を中心に一，サイエンス社，東京， 2016.
[27] Shibayama, M., Non-integrability of the spacial n-
center problem, J. Differential Equations, 265 (2018), 
2461-2469. 

[28] Shibayama, M.. Variational construction of orbits 
realizing symbolic sequences in the planar Sitnikov 

problem, Regul, Chaotic Dyn, 24(2019). 202-211 
[29] Shibayama, M .. and Yamada, J., Non-integrability of 
the planer three-body problem with generalized force 
under reduction, submitted. 

[30] Shub, M.. Global stability of dynamical systems, 
Springer-Verlag, New York, 1987. 

[31] Siegel, C. L., and Moser, J. K., Lectures on Celestial 
Mechanics, Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 1995. 

[32] Sim6, C .. New families of solutions in N-body prob-
lems. European Congress of Mathematics (Barcelona, 
2000). Vol. I. Birkhauser, Basel, 2001. 101-115. 

[33] Sim6, C .. Dynamical properties of the figure eight 
solution of the three-body problem, Celestial mechanics 

(Evanston, IL, 1999) Contemp, Math, 292, American 
Mathematical Society, Providence, Rhode Island, 2002, 
209-228. 

[34] Sitnikov, K., The existence of oscillatory motions in 
the three-body problems. Dok!. Akad. Nauk SSSR 133, 
303-306 (Russian); translated as Soviet Physics. Dokl, 5 
(1960). 647-650. 

[35] 田中和永，変分問題人門ー非線形楕円型方程式とハ

ミルトン系一，岩波書店，東京， 2008.
[36] Venturelli, A., Une caracterisation variationnelle des 
solutions de Lagrange du probleme plan des trois corps, 
C,R, Acad, Sci, Paris, t, 332, Serie I (2001). 641-644. 

[37] Yu, G., Simple choreographies of the planar Newto-

nian Nbody problem, Arch, Ration, Mech, Anal, 225 
(2017), 901-935. 



[ 13 J 

[Abstract] 
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In this paper, we first survey variational approaches to potential systems to show the existence of 
periodic solutions. As simple examples, we consider a periodically forced pendulum and the Kepler-
type problem. Next we focus on the n-body problem and show the existence of symmetric periodic 
solutions. To show the existence of perodic solutions by variational method, the most difficult part is to 
eliminate the possibility that an obtained minimizer has collisions. We introduce known methods for it. 
As recent progresses, we show the existence of orbits realizing given symbolic sequences in the n-
body and the n-center problem. We also discuss the stability of minimizing periodic solutions. 


