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反円分拡大の岩澤理論と一般Heegnerサイクル
(Anticyclotomic Iwasawa theory and generalized Heegner cycles)

By

小林 真一 (Shinichi KOBAYASHI)∗

Abstract

In this survey article, we explain a background and recent developments on Iwasawa theory

for generalized Heegner cycles in the anticyclotomic extension.

§ 1. はじめに

本稿では近年活発に研究されている一般 Heegnerサイクルに関する反円分拡大の岩
澤理論を概説する. 概説にあたり多くの方に興味を持っていただけるように, 反円分拡大
の岩澤理論の歴史や背景, 動機から始め, その後一般 Heegnerサイクルの最近の研究につ
いて触れ, 最後に筆者の仕事について解説する. 内容的には筆者がこの集会で行った講演
を概説記事としてまとめ直したものである.

一般 Heegnerサイクルは Bertolini-Darmon-Prasanna [3]によって定義された. その
後 Darmonを中心とするグループは, Diagonalサイクルの研究を始め (同変)BSD予想に
新しい成果をもたらした (cf. [8]).さらに Beilinson-Flach元の Euler系も見つかり岩澤理
論は新たな局面を迎えた. これら一連の仕事のアイデアや手法は [3]の中にそのプロトタ
イプを見出すことができる. このような意味で一般 Heegnerサイクルの岩澤理論を理解
することは, 単にそれだけに止まらず, 最新の研究の理解のための近道のように思われる.

本稿が少しでもお役に立てば幸いである.

§ 2. Mazur予想

まずは反円分拡大の岩澤理論の歴史を遡ってMazur予想から始めたい.
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K を (有限次)代数体とし, E をK 上定義された楕円曲線とする. このときMordell-

Weilの定理によればE(K)は有限生成アーベル群になる. ただしE(K)の自由階数 rE(K)

を具体的に決定することは難しく, Birch and Swinnerton-Dyer予想 (BSD予想)の困難
さの原因となっている. 岩澤理論の哲学に基づけば, 代数体K上の対象を調べるためには,

基礎体K を Zp-拡大して, 調べたい対象を族として研究することが有用である. 楕円曲線
の岩澤理論も, K の Zp-拡大 K∞ の中間体 Kn (n = 1, 2, . . . )に対して, 階数 rE(Kn)の
挙動を調べることから始まったといってもよい. まずは B. Mazurによる 1983年の ICM

講演の中で述べられた定理について簡単に思い出したい. (より正確な記述は原論文をみ
てほしい. 証明はMazurのコントロール定理を使う.)

Theorem 1. Eを代数体K上定義された楕円曲線で, 素数 p上の任意の素点で良
通常還元をもつものとする. K∞/K を Zp-拡大で, Eの悪い素点においてマイルドな条件
を満たすものとする. このときある整数 a, eがあって, 十分大きな nに対して,

rE(Kn) = apn + e.

上の階数の増大度 “a”は E, K∞, pの取り方に依存するが, 依存の度合いは正確に記
述できると思われている. つまりMordell-Weil階数は, 族としては組織的に振る舞うこと
が期待される. 増大度 aに関して実際に証明されていることをいくつか思い出す.

まず K = Qで, K∞ が円分拡大のときは, a = 0である (Kato-Rohrlich). とくに
E(K∞)も有限生成アーベル群である. これは加藤の Euler系を必要とする非常に深い結
果である. また非通常素点においても同じことが成り立つ.

次にK を虚二次体とする. このときK のすべての Zp-拡大の合併は Z2
p-拡大となり,

とくにK の Zp-拡大は無限個存在する. ただし特徴的な Zp-拡大が２つあり, ひとつは円
分 Zp-拡大で, もう一つが反円分 (anticyclotomic)拡大Kac

∞/K である. 反円分拡大は, Q
上ガロワでGal(Kac

∞/Q)が二面体群となる唯一の Zp-拡大として特徴づけられる. また p-

ベキ導手をもつK の環類体の合併に含まれる唯一の Zp-拡大でもある. このとき, Mazur

は同じ ICM講演の中で次を予想した.

Conjecture 2 (Mazur). EをQ上定義された楕円曲線で, 素数 pで良通常還元を
もつものとする. K を虚二次体とし, wE/K = ±1を E/K のルートナンバー (関数等式の
符号)とする. このとき増大度 aは次で与えられる.

a =


0 (wE/K = 1またはK∞ ̸= Kac

∞)

1 (wE/K = −1かつK∞ = Kac
∞ かつ一般型)

2 (wE/K = −1かつK∞ = Kac
∞ かつ特殊型)

ここで E/K は虚数乗法を基礎体と同じ体 K でもつとき特殊型といわれ, 特殊型で
ないとき一般型といわれる. 現在ではこの予想は, Greenberg, Rohrlich, Rubin (特殊型),

Cornut, Vatsal (一般型)らの仕事によって証明されている. 証明には Heegner点を用い
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る. ただし Hilbert類体 (導手 1の環類体)上定義される一つの Heegner点だけでなく, 任
意の導手の環類体上にHeegner点がシステムとして存在し, システムとしては非自明であ
ることが鍵となる. 特殊型のときは, Kn 上のMordell-Weil群には CM作用によりK が
作用するので, アーベル群としての階数は偶数になることを注意しておく.

§ 3. Perrin-Riou予想

このような現象を背景として, B. Perrin-Riouは 1980年代後半に Heegner点の岩澤
理論を定式化した. 以下, 本稿の終わりまで, K を虚二次体, K∞ は K の反円分拡大と
する.

E を Q上定義された楕円曲線で, E の導手 N を割る有理素数は K で分解すると仮
定する. これは所謂 Heegner条件で, E/K の Hasse-Weil L-関数の符号が常に −1になる
ことを保証する極めて重要なものである. また Heegner条件下では, Heegner点を構成で
きる (レベル構造が自然に定義される).

ここで Heegner点の構成を簡単に復習しておく. Heegner条件より OK/N ∼= Z/NZ
となるイデアルNが取れる. N と互いに素な自然数 cに対し Oc = Z+ cOK とおく. こ
のとき Nc := N ∩ Oc は Oc の可逆イデアルとなり, 楕円曲線と Γ0(N)-レベル構造の組
(C/Oc,N−1

c /Oc)は,モジュラー曲線X0(N)の点 zcを定める. 虚数乗法論により zcはKの
導手 cの環類体Hc上定義されていることがわかる. zcや, zcをmodular parametrization

X0(N)→ E により E に送ってできる点 zc,E ∈ E(Hc)のことを, 導手 cの Heegner点と
いう. Nの取り方に曖昧さがあるが, この曖昧さは Atkin-Lehner対によって制御できる
ので, あまり気にしなくてよい. またOcの可逆イデアル aを取り, C/Ocの代わりに, C/a
を考えることも可能だが, こちらもガロワ作用Gal(Hc/K)によって zcと関連づけられる
ので本質的な違いはない.

素数 p に対し E/K∞ の (離散)p-Selmer 群を lim−→n
Sel(Kn, E[p∞]) で定義し, その

Pontryagin 双対を X∞ とおく. また S∞ を E のコンパクト p-Selmer 群のノルムに関
する射影系とする. すなわち S∞ = lim←−n Sel(Kn, TpE)とおく. S∞ は Kummer写像に
より lim←−nE(Kn) ⊗ Zp を自然に含んでおり, Tate-Shafarevich群の有限性を認めるなら,

S∞ = lim←−nE(Kn) ⊗ Zp である. また Λ := ZpJGal(K∞/K)K とおくと, S∞ には Λが自
然に作用する. ここで Eが pで良通常還元を持つと仮定すると, p-ベキ導手のHeegner点
からなる norm compatible system, つまり lim←−nE(Kn) ⊗ Zp ⊂ S∞ の元を構成すること
ができる. この元で生成される Λ-加群をH∞ ⊂ S∞とおく. Cornut-VatsalによればH∞

は自由階数 1となる.

Conjecture 3 (Perrin-Riou [25]). E は pで良通常還元をもち, pは K で分解す
ると仮定する. このとき

i) S∞ はねじれのない自由階数 1の Λ-加群.
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ii) ある有限生成 Λ-ねじれ加群Mに対し, X∞ ∼ Λ⊕M⊕M (擬同型) .　

iii) (岩澤主予想) Char(M) = Char(S∞/H∞). (ここでΛ-ねじれ加群X に対してChar(X )
で X の特性イデアルを表す.)

この予想の意味を少し説明する. 導手 1の Heegner点から E(K)の Heegner点 zK,E

を作ることができるが, この有理点が自明になる (ねじれ元になる) ことは起こり得る.

Gross-Zagier公式の重要な帰結として, Heegner点 zK,E が非自明 (無限位数)であること
と, E/K の Hasse-Weil L-関数の微分値 L′(E/K, 1)が 0でないことが同値になる. zK,E

が非自明なとき, Kolyvaginは適当な仮定のもとでE(K)の階数は 1であることを示した.

とくに ZzK,E ⊂ E(K)は有限指数の部分群になる. さらに E/K の Tate-Shafarevich群
は有限で, その位数の平方根は指数 [E(K) : ZzK,E ]で抑えられることも示した. 実際には
Birch and Swinnerton-Dyer予想を認めれば, [E(K) : ZzK,E ]は局所玉河数などの簡単な
因子を無視すれば Tate-Shafarevich群の位数の平方根である.

上の Perrin-Riou予想はこのKolyvaginの結果を Λ-進, つまり岩澤理論化したもので
ある. S∞ は Λ-進Mordell-Weil群, X∞ は (定義より) Λ-進 Selmer群の双対,Mは Λ-進
Tate-Shafarevich群の Λ-加群的平方根という気持ちである. Perrin-Riouの岩澤予想は,

Λ-進Mordell-Weil群に占める Λ-進 Heegner点の割合が, Λ-進 Tate-Shafarevich群の “位
数”の平方根であることを主張している.

このように Λ-進化するメリットは次の点にある. 通常はMordell-Weil群は不規則に
振る舞い, 階数が 1とは限らない. Kolyvaginの結果も Heegner点が消えていないことが
大前提となっている. しかし族として Λ-進で考えると, i)は Λ-進Mordell-Weil群は常に
階数 1であると主張している. 実際これは Heegner点が systemとしては常に生き残って
いること (Cornut-Vatsal)と関係しており, Gross-Zagier公式の観点から言えば, L-関数
の微分値を補間していると考えられる後述の BDP-Bの p-進 L-関数が, 恒等的に 0ではな
いことと結びついている. このように族として考えることで, K 上でのみで考えるよりも
規則的な振る舞いを期待できるのである. またこの利点をいかして Parity予想 (BSD予
想 mod 2)が Nekovář [23]らにより示されている.

Perrin-Riou予想は, 2000年代初頭に B. Howard [10]によって i), ii)と iii)の半分
(⊃)が Kolyvagin systemの手法によって示された. iii)の残りの半分 (⊂)は, X. Wanに
よって Ribet, Mazur-Wilesに端を発する Skinner-Urban的手法により, 最近大きな進展
があった. (cf. [30].) 1

§ 4. Perrin-Riou予想と p進Gross-Zagier公式

Perrin-Riou予想は p進Gross-Zagier公式とも深く結びついている. Gross-Zagier公
式の証明は, 左辺と右辺を独立に計算してそれらが等しいことを確かめるというもので,

理論的背景が全くわからないものであった. p進Gross-Zagier公式の証明も現在完成され
1Wan の結果は Heegner 条件が本稿のものと異なり, 厳密にいうと本稿の設定では何も示されていない.
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ているものは同じ方針で, 計算に基づくものである. しかしながら p進Gross-Zagier公式
は, Perrin-Riou予想などの岩澤理論的に自然な幾つかの予想を認めると, 理論的に証明で
きることが Perrin-Riou自身やMazur-Rubinらによって指摘されていた ([22], [25]). 最
近の Perrin-Riou予想の進展により, F. CastellaはHowardによって証明されていた Λ-進
Gross-Zagier公式 (ordinaryのとき)の別証明を与えた. (cf. [5].) 2 これについても少し
だけ証明の雰囲気を書いておく.

K のすべての Zp-拡大の合併K∞ は Z⊕2
p -拡大になるので, 岩澤理論においては自然

に 2変数形式ベキ級数 Λ(2) = ZpJGal(K∞/K)K ∼= ZpJS, T K上の対象が現れる. とくに
2変数 p-進 L関数Lp(E/K,S, T ) ∈ Λ(2) が自然に考えられる. S を円分拡大のパラメー
ター, T を反円分拡大のパラメーターとすると, Lp(E,S, T ) ∈ ZpJT KJSK = ΛJSKとみな
し, 反円分 Λ上相対的に 1変数とみなす. このときこの S 変数 Λ進 L-関数の解析的階数
は 1であることがわかる. (Perrin-Riou予想 i)より Λ進Mordel-Weill階数は 1に注意.)

Schneiderや Perrin-Riouにより, 一般に p進 L関数の先頭項公式は, 岩澤主予想や p-進
高さ関数の非退化性を認めると証明できる. 今の場合も Λ進 L関数の先頭項公式を示す
ことができる. (ここで 2-変数岩澤主予想が必要である. [5]では Λ進高さの非自明性は仮
定されているように見える.) Λ進Mordell-Weil群の生成元を P とし, ⟨P,P⟩Λ をその Λ

進高さ, M⊕2 が Λ進 Tate-Shafarevich群であることに注意すれば, 先頭項公式は Birch

and Swinnerton-Dyer予想の先頭項予想と同じ形で, Λのイデアルとして

(
∂

∂S
Lp(E/K,S, T )|S=0) = Char(M⊕2)⟨P,P⟩Λ

となる. (簡単のため, 局所玉河数やねじれ部分の “位数”は無視している.) Perrin-Riou予
想の iii)から, この右辺はΛ進Heegner点の高さ ⟨H∞,H∞⟩Λ に等しい. これからHoward

の Λ-進Gross-Zagier公式を得る. (T = 0とすれば Perrin-Riouの p進Gross-Zagier公式
になる.) 先頭項公式や Perrin-Riou予想の証明では, ２変数の Beilinson-Flach元という
Euler系が活躍することに注意しておく. これは特殊型の場合の楕円単数の Euler系に相
当するものである. (我々の E は Heegner条件より一般型であることに注意しておく.)

§ 5. Mazur予想および Perrin-Riou予想の一般化に関する最近の進展

Perrin-Riou予想の一般化の方向としてただちに思いつくのは, 楕円曲線を 2より大
きな重さをもつ保型形式にする方向と, 通常素点を非通常素点にする方向である.

まず高次重さをもつ保型形式への一般化について述べる. ここでは保型形式は p上
のすべての素点で通常と仮定する. Heegner点の類似としては Heegnerサイクルが古く
から研究されていたが, 近年は Bertolini-Darmon-Prasannaによる一般 Heegnerサイク
ルがより自然な一般化として定着しつつある. 一般 Heegnerサイクルは Heegnerサイク

2正確には Perrin-Riou 予想が解決したとは言いえない状況なので, 別証明が本当に完成したとはいえない.
また最終的に得られている公式も Howard のものより粗いものとなっている. p-進 Gross-Zagier 公式は
Howard の Λ-進のものの特殊化になっているが, [5] の精度では特殊化するとかなり弱い結果になる.
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ルを含むより広いクラスであるが, Heegnerサイクルのみを考えるより様々な点で筋がよ
い. 一般 Heegnerサイクルを使うことで, Hsieh [12], Castella-Hsieh [6]によりMazur予
想の類似が得られている. より詳しいことは次節で述べる. また Longo-Vigni [19]によっ
て Perrin-Riou予想の一般化と Howardの結果の一般化 (主予想の半分の包含関係)が得
られている. また Castellaによる肥田族を使って重さの 2の場合に帰着するアプローチも
ある.　

次に非通常素点への一般化について述べる. このときは norm compatibleなHeegner

点が存在しないことが大きなネックとなる (H∞ = {0}.) norm compatibleではないが,

Euler因子に基づく３項間漸化式をみたすシステムなら存在する. 3 この３項間の関係式
と norm compatibleな関係式のギャップを埋めるのが問題で, とくに重さが 2より大きく
なると違いが著しい. 後で説明するように, このときは Heegnerサイクルのみでは不十分
であり, 一般 Heegnerサイクルを真に必要とする.

重さが 2のときの非通常素点における最近の進展を述べる. ap = 0の Q上の定義さ
れた楕円曲線に対し, Castella-Wan [7], Longo-Vigni [20]によって Perrin-Riou予想の類
似が定式化され, Howard [10]とWan [30]により通常素点のときと同様の結果が得られて
いる. Q上の楕円曲線の場合, p ≥ 5ならば, ap = 0と pで超特異還元をもつことは同値で
ある. ap = 0の場合は, 円分拡大に関しては [15]のプラスマイナス Selmer群の理論があ
り, Castella-Wan, Longo-Vigniでは, この手法の反円分拡大類似をたどることで通常素点
と同様の扱いを可能にしている. 岩澤主予想の半分の不等式を示す Howardの Euler系の
理論は公理的であり, プラスマイナス Selmer群と Heegner点のプラスマイナス分解によ
る Euler系を構成し, Howardの公理を満たすことを確認するのが証明方針である. 一般の
重さで一般の非通常素点のときは, 筆者と太田和惟氏による最近の結果がある. (cf. [18].)

§ 6. 反円分Hecke twistによる岩澤理論

前節までは楕円曲線や保型形式の L-関数の特殊値を, 関数等式の中心 (s = k/2)で,

反円分方向の p-進的挙動を調べていた. 円分拡大方向の岩澤理論では円分指標でひねるこ
とで, 他の整数点 s ∈ Zでの状況を調べられたように, ここでは保型形式を反円分指標で
ひねったときの現象について解説する.

f を重さ k = 2rの Γ0(N)の正規化された eigen newformとする. 前節と同様K を
Heegner条件 (N の素因子はK で分解)をみたす虚二次体とする. また簡単のため判別式
dK は奇数で dK < −3とする.

K の Hecke指標 χは, infinity type (i, j)が i + j = k を満たし, χ|A×
Q
= Normk と

なるとき, (f に対して)central criticalと呼ばれる. central critical指標全体がなす集合を
Σcc と書き, これを次の 2つの部分集合に分割する:

• Σ+
cc ⊂ Σcc : infinity type (i, j)が, i ≥ kまたは i ≤ 0を満たす.

3正確には通常素点のときも最初に出てくるのは同じ３項間漸化式関係式であるが, p-進単数の固有値がある
ので, それを利用してそこから norm compatible なシステムを構成できる.
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• Σ−
cc ⊂ Σcc : infinity type (i, j)が 0 < i < kを満たす.

central critical指標の重要性は次にある. Vf を f に伴う p-進ガロワ表現, Vf (χ
−1)

を Vf を Hecke 指標 χ−1 で twistしてできる Gal(K/K) の表現とする. L(f, χ−1, s) を
Vf (χ

−1)に付随する Hasse-Weil L-関数とする. このとき χ ∈ Σcc ならば, L(f, χ−1, s)は
self-dual(s ↔ −s)で, s = 0で criticalである. criticalは Deligneの意味だが, Riemann

ゼータ関数の正の偶数点のように, よい周期 Ωが定義され, L(f, χ−1, 0)/Ωが代数的数に
なるという状況と思ってよい.

χ ∈ Σccのとき self-dualなので L(f, χ−1, s)の関数等式の符号 wf,χ は ±1であるが,

今の設定においては符号は簡単に決定できて次のようになる:

wf,χ =

1 (χ ∈ Σ+
cc),

−1 (χ ∈ Σ−
cc).

χ ∈ Σ−
cc のときは, wf,χ = −1 より L(f, χ−1, 0) = 0 となる. したがって Bloch-

Beilinson予想的観点から特別な代数的サイクルの存在が期待できる. しかもこのように
組織的に特殊値が消えているときは, 代数的サイクルの自然な構成法があると期待される.

実際, それがBertolini-Darmon-Prasannaによって構成された一般Heegnerサイクルであ
る. (定義は §7で与える.) 一般 Heegnerサイクルは k = 2のときは Heegner点, kが一般
で i = j = r のときは (簡単な因子を除いて) Heegnerサイクルとなっている. このとき
Castella-Hisehは次を示した.

Theorem 4 (Castella-Hsieh [6]). χ ∈ Σ−
cc で導手は N と素とする. また pは K

で分裂し, p ∤ 2N と仮定する. Vf (χ
−1)の Selmer群を Selp∞(K,Vf (χ

−1))とし, zf,χ ∈
Selp∞(K,Vf (χ

−1))を一般 Heegnerサイクルの p-進 Abel-Jacobi像の (f, χ)-部分とする.

(cf. §7.) このとき
i) zf,χ ̸= 0ならば,

Selp∞(K,Vf (χ
−1)) = Fzf,χ−1 .

ここで F は f の Vf (χ
−1)の係数体である.

ii) ある非負整数 eに対し, 反円分方向の増大度は

dimF Selp∞(Kn, Vf (χ
−1)) = pn + e (n≫ 0).

証明は一般Heegnerサイクルに対して Euler系の理論を用いる. 本質的にはNekovář

による Heegnerサイクルの Euler系の議論と同じである.

χ ∈ Σ+
cc のときは, wf,χ = 1より, 一般には L(f, χ−1, 0) ̸= 0となることが期待さ

れる. M.-L. Hsiehは, infinity typeと分岐素点を固定したとき, そのような χ ∈ Σ+
cc の

うち有限個の例外を除けば, L(f, χ−1, 0) ̸= 0であることを示した (cf. [12]). このとき
Coates-Wiles型の次の定理が成り立つ.
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Theorem 5 (Castella-Hsieh [6], K. [17]). χ ∈ Σ+
cc で導手は N と素とする. pは

K で分裂し, p ∤ 2N と仮定する. このとき, もし L(f, χ−1, 0) ̸= 0ならば,

Selp∞(K,Vf (χ
−1)) = {0}.

また dimF Selp∞(Kn, Vf (χ
−1))は nに関して有界である.

この定理は pが f の通常素点 (ap が p-進単数)のときは, Castella-Hsiehにより示さ
れていたが, 非通常素点の場合が今回筆者により新しく得られた結果である.

Theorem 5の証明の鍵は次の２つである.

(1) 一般 Heegnerサイクルの Euler系の Soulé twist (integral Perrin-Riou twist).

(2) explicit reciprocity lawにより上の Soulé twistを L-関数の特殊値と結びつけること.

とくに Bertolini-Darmon-Prasanna, Brakočevićの p-進 L-関数 (BDP-Bの p-進と略
記する)を, zeta元と Coleman写像を使って構成すること.

今 χ ∈ Σ+
cc なので一般的には L(f, χ−1, 0) ̸= 0であり, この特殊値と直接結びつく

一般 Heegnerサイクルは存在しない. 最初の鍵は, Σ−
cc の元による twistと結びつく一般

Heegnerサイクルの Euler系を, Soulé twistによってΣ+
ccの領域に移動させることである.

次の鍵はこの移動してきた元たちが, 実は L-関数の値 L(f, χ−1, 0)(χ ∈ Σ+
cc)を知ってい

るというミステリアスなものである. これにより L(f, χ−1, 0) ̸= 0ならば, Euler系 (の最
初の layer)は非自明であることがわかり, Selmer群を抑えることができる.

(1)について. 通常素点のときは Euler系は p-ベキ方向に norm compatibleなので,

よく知られた Soulé twistの手法が使える. 非通常素点のときは norm compatibleではな
いので単純には Soulé twistができないことが難点である. norm compatibleにするため
には分母が必要になるが, k > 2のときは n-th layerにおいて pnより悪い分母が出ること
があるので, このようなときは Soulé twistの原理そのものが破壊されてしまう. この障
害をAmice-Velú, Vishik ([1], [29])にさかのぼる方法 (integral Perrin-Riou twist)で解決
するのが, [17]において最もオリジナリティーのある点である. この方法は局所岩澤理論
では Perrin-Riouによって用いられていたものである. これについては § 8で詳しく説明
する.

(2)について. BDP-Bの p-進関数とは, Bertolini-Darmon-Prasanna [3], Brakočević

[2]で構成された p-進関数で, その平方は χ ∈ Σ+
ccを動かしたとき, L(f, χ−1, 0)の代数的部

分を補間するものである. 4 explicit reciprocity lawはCastella-HsiehではLoeffler-Zerbes

の結果を用いるが, 今回は Perrin-Riouのオリジナルの定式化を高さ 1の相対 Lubin-Tate

Zp-拡大に一般化することで用いる. この explicit reciprocity lawを使った計算における
鍵は, 一般 Heegnerサイクルの Abel-Jacobi像を補間する (対数的)Colemanベキ級数の
存在である. この Colemanベキ級数はmodular form f を, cuspでの q-展開のかわりに,

4[3] では単に解析関数として, [2] では岩澤関数として構成されている. [3] では tame な χ ∈ Σ−
cc での値を

一般 Heegner サイクルで表しているが, [2] ではそのような計算はしていない.
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modular curveの Heegner点の近傍で Serre-Tate座標を使って展開することで得られる.

このようにして得られる Colemanベキ級数が, 一般 Heegnerサイクルを補間すると同時
に本質的に BDP-Bの p-進関数になることは, Bertolini-Darmon-Prasanna, Brakočević,

Castella-Hsiehの結果で, 明示的 p-進Waldspurger公式と呼ばれるものである. 5 これに
ついては §10で詳しく説明する.

§ 7. 一般Heegnerサイクル

極大 order OK で虚数乗法をもつ楕円曲線 A/H を固定する. (ここで H は K の
Hilbert類体である). また Heegner条件から定まる Aの Γ0(N)-レベル構造も固定する.

この節では k > 2としWk−2を Γ1(N)-レベル構造に関するKuga-Sato多様体とする. こ
れは普遍楕円曲線のX1(N)上の (k − 2)個の積を非特異化したものである. ここで

Xk−2 := Ak−2 ×H Wk−2

とおく. OcをK の導手 cの order, つまりOc = Z+ cOK とし, Hc = H(j(Oc))を導手 c

の環類体 (標準的に Gal(Hc/H) ∼= PicOc となる体)とする.

同種 ι : A→ A′ に対し, Xk−2 上の一般 Heegnerサイクル Zι を次で定義する.

Zι := (ιのグラフ)k−2 ⊂ (A×A′)k−2 ⊂ Ak−2 ×Wk−2 = Xk−2.

ここで (A′)k−2 ⊂Wk−2は, A′がX1(N)上の普遍楕円曲線の適当な点におけるファイバー
であることから得られるものである. 6 とくに ιが自然な同種 ιc : C/OK → C/Oc, z 7→ cz

から得られるとき, Zιを Zcと書く. 虚数乗法論により C/OcはHc上によいモデルAcを
持ち, ιc は Hc 上の同種 A → Ac から得られる. これより Zc は本質的に Hc 上定義され
る. 7 pがK で (p) = pp∗ と分解するとき, 写像

CHk−1(Xk−2 ⊗Hc)0 −→ H1
f (Hc,H

2k−3
ét ((Xk−2)Q,Qp(k − 1)))

−→ H1
f (Hc, Vf ⊗ Symk−2H1

ét(AQ,Qp)(k − 1))

=
k−1∏
i=1

H1
f (Hc, Vf (ψ

i
pψ

k−i
p∗ ))

を考える. ここで最初の写像は p-進 Abel-Jacobi写像, 次は Künneth分解, Schollの作用
素, f -部分への射影を組み合わせて得られる. 最後は Aの p-進 Hecke指標

ψA,p = (ψp, ψp∗) : Gal(H/H)→ AutK⊗QQp
(VpA) = (K⊗Qp)× = K×

p ×K×
p∗ = Q×

p ×Q×
p

5[3]ではこの公式を p-進 Gross-Zagier公式と呼んでいるが, 高さ関数や微分値を扱っているわけではないの
で, 前述の p-進 Gross-Zagier公式とはまったく異なる. 誤解が生じないように現在では p-進Waldspurger
公式と呼ぶ方が普通になってきている.

6厳密には A′ 上に Aの Γ0(N)-レベル構造と ιにより両立する Γ1(N)-レベル構造をひとつ選ぶ. この選択
は我々の最終的目的に本質的な影響は与えない.

7便宜的に Γ1(N)-レベル構造を取っているので厳密には Hc 上ではない.
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により, H のガロワ表現として

H1
ét(AQ,Qp(1)) = VpA

∨(1) = VpA = Qp(ψp)⊕Qp(ψp∗)

となることから従う.

Zcに Scholl作用素を作用させると, homologically trivialになりCHk−1(Xk−2⊗Hc)0

に入る. この元の上の写像による像を (z
(i)
c )i と書く. これは Euler 系になる. ただし

Heegner点のときと同様, ノルム関係式は Rubin [28]にある Euler系の公理とは少し異な
る. 例えば, p ∤ cと n ≥ 1に対し,

Corn+2/n(z
(i)
cpn+2)− ap(f)Corn+2/n(z

(i)
cpn+1) + pk−1z

(i)
cpn = 0

をみたす. ここで Corm/n は Hcpm/Hcpn の corestrictionである. 通常の Euler系では上
の状況で norm compatibleであることを要請していた. ap(f)が単数 (pが f の通常素点)

のときは, 上の 3項間間形式から初等的変形で norm compatibleシステムを作ることがで
きる. 非通常素点では同じ操作をするためには分母が必要になる. Euler系の議論は様々
な合同関係式が本質的なので, 分母の存在は議論を破壊してしまう.

後述の計算において, 一般HeegnerサイクルのAbel-Jacobi像をガロワ表現の拡大と
して表すことを使う. K の拡大体 F 上定義される同種 ι : A→ A′と A′の Γ1(N)-レベル
構造に対し,

V = ϵXH
2k−3((Xk−2)F ,Qp(k − 1)), W = ϵXH

2k−3((Xk−2 −XP )F ,Qp(k − 1)),

VP = ϵXH
2k−4((XP )F ,Qp)(k − 2) = HomQp

(Symk−2VpA,Sym
k−2VpA

′)

とおく. ここで ϵX は Scholl作用素, P ∈ X1(N)は A′ とそのレベル構造が定める点, XP

は P におけるXk−2 → X1(N)のファイバーである. このとき Gysin列より

0 // V // W // VP

が得られる. Qp 7→ VP を, 1 ∈ Qpを ιが定める自然な VP の元に送る写像とし, 上の完全
列を引き戻すと, ガロワ表現の拡大

0 // V // W∆ι
// Qp // 0

が得られる. この拡大類が定める H1(F, V )の元が, 同種 ιから定まる一般 Heegnerサイ
クルの p-進 Abel-Jacobi像に一致する. (f, i)-成分は, TpAと Tp∗Aの基底 ep, ep∗ に対し,

VP の商

VP,i := HomQp(Qpek−1−i
p ei+1

p∗ ,Symk−2Vp(A
′)).

を使って同様に構成される拡大類に対応している.
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§ 8. Integral Perrin-Riou twist

ここでは [17], [18] で導入された integral Perrin-Riou twistについて簡単に説明す
る. Perrin-Riou twistは Soulé twistの一般化で, そのアイデアは Amice-Vélu-Vishikに
よる保型形式の非通常素点の p-進 L-関数の構成に起源を有し, 局所ガロワコホモロジー
における Perrin-Riouの指数関数の理論において用いられたものである. ([1], [29], [26].)

Perrin-Rioiu の理論においては, H∞ という対数のベキ乗の大きさをもつベキ級数環を
使って twist理論が構成されているが, [17], [18]ではこれを Euler系の構成のため, 分母
を精密にコントロールした整係数 (torsionも扱える) でかつ大域コホモロジーにも適用で
きるよう一般化した. 実際 Soulé twistと同様, 任意のガロワコホモロジーと任意の Zp-拡
大に対して適用可能である. (我々の応用では大域体Hc と反円分拡大に適用する.)

まずは Soulé twistを簡単に思い出す. F を代数体, e = lim←−n en を Zp(1) = lim←−n µpn
の基底とする. 有限生成 Zp-加群 T をGal(F/F )の p-進表現とする. このとき eを固定す
ることにより

lim←−
n

H1(F (ζpn), T ) = lim←−
n

H1(F (ζpn), T/p
n) ∼= lim←−

n

H1(F (ζpn), T/p
n)⊗ Zpen

= lim←−
n

H1(F (ζpn), T/p
n ⊗ Zpen) = lim←−

n

H1(F (ζpn), T (1)).

なる同型が得られる. (上で同型 ∼=は en をテンソルすることで得られるものである.) 重
要な点は F (ζpn)まで拡大すると, en へのガロワ作用が自明になることである. これより
norm compatible system (cn)n ∈ lim←−nH

1(F (ζpn), T )と任意の整数 k ∈ Zに対し, Soulé

twist (c
(k)
n )n ∈ lim←−nH

1(F (ζpn), T (k))を構成できる.

一般にZp-拡大F∞/F とあるα ∈ C×
p に対し, corestrictionに関してCorn+1/ncn+1 =

αcn をみたす元 (cn)n ∈
∏
nH

1(Fn, T )を α-norm compatible systemと呼ぶことにする.

(GF の表現 T の係数環は αを含むものとする.) このときもし |p/α|p < 1ならば, α-norm

compatibleに対しても, (α−ncn)nを考えることで, 上の Soulé twistの議論は本質的に機
能する. (ただし分母のコントロールが必要で, まったく自明というわけではない. 下の
Theorem 6の h = 1の場合に相当.) 保型形式に応用するときは, αとして p-Euler因子
x2 − ap(f)x + pk−1 の根を取り, cn としては一般 Heegnerサイクルの Abel-Jacobi像を
α-norm compatible systemになるように stabilizeしたものを取る. (もちろん円分ではな
く反円分方向で考える.) k > 2のときは |p/α|p < 1となる根が存在しないことがあるの
が問題で, そのときがこれから述べる integral Perrin-Riou twistの出番となる.

F∞/F をガロワ群 Γのガロワ拡大で,単射準同型 κ : Γ ↪→ Z×
p があり,像はねじれ元を

もたない開部分群とする. Zp(κ)を基底 eの階数 1の Zp-加群で, g ∈ Γは eに ge = κ(g)e

で作用するものとする. GF := Gal(F/F )の p-進表現 T と整数 iに対し T (i)κ := T (κi)

とおく. 典型例は円分 Zp-拡大で κが円分指標 κcyc, T (i)κ が Tateひねり T (i)のときで
ある.

Theorem 6 ([17]). 自然数 hに対し α ∈ C×
p は |ph/α|p < 1を満たすとする. T

を有限生成 Zp[α]-加群で, 連続な GF -作用をもつものとする. また H0(F∞, T ) = 0かつ
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H1(F∞, T )tor は有限で位数が pC と仮定する. ここで次の (1), (2)を満たすシステム

(c(i)n )n ∈
∏
n∈N

H1(Fn, T (i)κ) (0 ≤ i ≤ h− 1)

が与えられたとする:

(1) (c
(i)
n )n は α-norm compatible. つまり任意の i, nに対し, Corn+1/nc

(i)
n+1 = αc

(i)
n .

(2) h0 を整数とし, d
(i)
n を次の写像による c

(i)
n の像とする.

H1(Fn, T (i)κ)→ H1(F∞, T (i)κ) ∼= H1(F∞, T (h0)κ).

ここで最後の写像は e⊗h0−iをテンソルすることで得られるものである. d
(j)
n は合同式

i∑
j=0

(−1)j
(
i

j

)
d(j)n ≡ 0 mod pin

を満たす.

このとき任意の整数 iに対して, 次の (a), (b), (c)を満たすシステム

(c(i)n )n ∈
∏
n∈N

H1(Fn, T (i)κ)

が存在する.

(a) 0 ≤ i ≤ h− 1のときは与えられたシステム.

(b) (pCc
(i)
n )n は α-norm compatible.

(c) d
(i)
n を上の (2)と同様に定義するとき, 任意の i, kに対し

(8.1) pC
i∑

j=0

(−1)j
(
i

j

)
d(j+k)n ≡ 0 mod pin.

また上の条件 (a), (b), (c)により (pCc
(i)
n )n は与えられたシステムから一意的に定まる.

[18]では Soulé twistのそれと同様, この定理を初等的に証明した. Perrin-Riou ([27])

が円分拡大の局所岩澤コホモロジーに関してほぼ同じ結果を証明しているが, 局所岩澤コ
ホモロジーを Λの直積と同一視して, Amice-Véluの結果に帰着するというやり方で, コ
ホモロジーの構造を使うのと巨大な分母をもつH∞ という環の中で定式化している点が
異なる. 我々の方法は局所体岩澤コホモロジーのみならず, より一般のコホモロジー群に
適用可能で分母の評価も明示的にできる. また上ではH1(F∞, T )tor の有限性を仮定して
いるが, 定理の内容を適切に修正すると, この仮定なしでも証明することができる. ただ
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しこの修正を正確に述べるのは技術的になるのでここではしない. (cf. [17].) この仮定は
応用上多くの場合に満たされるが, Euler系の議論をするときは, 適当な素点で局所化す
ると満たされないことがある. その意味でもH∞上ではなく, torsionを扱える形で twist

理論を作ることが重要である.

ここでは円分 Zp-拡大で h = h0 = 2, H1(F∞, T )tor = {0}のときを例として, 雰囲気
を感じていただく. 定理の設定で

d(i)n := (ResF∞
Fn
c(i)n )(2− i) ∈ H1(F∞, T (2)) (i = 0, 1)

は, (2)の条件として

(8.2) d(0)n − d(1)n ≡ 0 mod pn

を満たすものとする. このとき

d̃(2)n := 2d(1)n − d(0)n ∈ H1(F∞, T (2))

とおく. γn ∈ Γn := Gal(F∞/Fn)に対し, κn := κcyc(γn) ∈ 1 + pnZp とおく. このとき
γn の d

(i)
n への作用は, (2− i)回だけ円分指標でひねられて,

γnd
(0)
n = κ2nd

(0)
n , γnd

(1)
n = κnd

(1)
n .

これより
(γn − 1)d̃(2)n = 2(κn − 1)(d(1)n − d(0)n )− (κn − 1)2d(0)n

となるが, これは (8.2)より p2nで割り切れる. したがって d̃
(2)
n ∈ H1(F∞, T (2)/p

2n)Γn で
ある. また Corn+1/n(d̃

(2)
n+1) ≡ αd̃

(2)
n mod p2n も同様にわかる. このとき |p2/α|p < 1よ

り次が収束する.

c(2)n : = lim
m→∞

α−mCorm+n/n(d̃
(2)
n+m)

= d̃(2)n +
∞∑
m=0

Corm+n/nα
−m−1

(
Corm+n+1/m+n(d̃

(2)
n+m+1)− αd̃

(2)
n+m

)
∈ H1(F∞, T (2))

Γn = H1(Fn, T (2)).

これが欲しかった twist (i = 2の場合)である.

一般Heegnerサイクルを Perrin-Riou twistするためには, 反円分方向で考えて, 定理
の条件を確認しなければならない. 初等的変形で α-norm compatibleにすることはでき
るので, (2)の合同条件が問題となる.

TpAの OK ⊗ Zp-加群としての基底 v を取る. このとき TpAと Tp∗Aの基底 ep, ep∗

として ep − ep∗ ∈ Zpvとなるものを取る. κを反円分指標とし, Zp(κ)とその基底として,

TpA⊗ Tp∗A⊗−1と e := ep ⊗ e⊗−1
p∗ を取る. このとき同種 ιcpn : A→ Acpn は Tate加群に

TpA = (OK ⊗ Zp)v −→ TpAcpn = (Z+ cpnOK)⊗ Zpv, x 7−→ cpnx
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を誘導する. このとき ep − ep∗ ∈ Zpv より, TpAcpn の中で cpn | ιcpn(ep − ep∗)となる.

よって Symk−2TpAcpn の中で

pni | ιcpn((ep − ep∗)⊗i ⊗ ek−2−i
p ) =

i∑
j=0

(−1)j
(
i

j

)
ιcpn(ep)

⊗k−2−jιcpn(ep∗)⊗j

=
i∑

j=0

(−1)j
(
i

j

)
ιcpn(ep)

⊗k−2ιcpn(e)
⊗−j

が得られる. 詳細は省略するが, 一般 Heegnerサイクルの Abel-Jacobi像のガロワ表現の
拡大としての解釈 (cf. §7)を使うと, この加除式が生み出す VP 内の合同関係式が欲しかっ
た一般 Heegnerサイクルの Abel-Jacobi像の合同関係式を生む.

§ 9. Serre-Tate局所moduliと反円分拡大

Serre-Tate局所moduliは, 素数 pがベキ零であるような環上のアーベル多様体の無
限小変形を扱う理論であった. とくに kを標数 pの体とし, Aを k上の通常アーベル多様
体とするとき, Aの変形関手は形式群によって pro-representableになる. kが代数閉体の
ときはKatz [14]による詳しい解説があり, この形式群は形式乗法群 Ĝmの g2個の直積と
同型になる. (ただし g = dimA.)

ここでは kが有限体で楕円曲線 (g = 1)の場合を考える. この場合は descent理論に
よって代数閉包 kの場合 (Katz [14])に帰着できるので本質的に新しいことはないが, 直
接扱うことで反円分拡大との関係が見えてくる. この節では次の設定を考える.

• k = Fq, W = W (k), Wur = W (k), σ をその Frobenius写像, L = W [1/p]. (ただし
完全体 F に対しW (F )を F のWitt環とする.)

• Ac を k上の通常楕円曲線で, EndA = Oc かつ (c, p) = 1.

• MAc
をAc/kの変形関手で, SpfRAc

によって pro-representableとする. Ac/SpfRAc

をこの関手の普遍楕円曲線とする. 誤解のおそれがないときは, 単にR = RAc
と書く.

応用では, 楕円曲線 C/Ocの環類体Hc上のモデル Acに対し, kをHcの p上の素点
での剰余体, AcをAcを k上に還元したものとして適用する. pはK で分裂すると仮定し
ているので, 還元してできる楕円曲線は通常であることに注意する. (保型形式 f は通常で
なくてもよい. modular曲線の通常領域上 (Heegner点の近傍)で f を調べる.)

Rは non-canonicalに 1変数ベキ級数環W JtKと同型である. ここで通常楕円曲線を
考えているので, Acの deformationをその order pの canonical部分群で割るという操作
により, フロベニウス写像 φ : SpfR → SpfRσ が定義される. よって Lubin-Tate理論
により, φを群準同型にするように, R ∼= W JtKに形式群の構造を一意的に入れることが
できる. これにより SpfRは高さ 1の相対 Lubin-Tate形式群となる. (相対 Lubin-Tate
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形式群に関しては [9]を参照. W 上の連結な階数 1の Dieudonné-加群 (と canonicalな
filtration)に対応するW 上の形式群である.) このW 上の形式群を M̂Ac

と書く. もちろ
んWur まで base changeすれば M̂Ac

∼= Ĝmであるが, W 上では M̂Ac
は形式乗法群と同

型ではない.

p-進単数 uq を k = Fq 上の楕円曲線 Ac の p-進 Tate加群 TpAc への q乗フロベニウ
ス作用の固有値とし, F を (相対) Lubin-Tate パラメーター qu−1

q をもつ相対 Lubin-Tate

形式群とする. Serre-Tate理論により, ガロワ表現として TpAc × TpF を p-進 Tate加群
とするW 上の楕円曲線 Ac が canonicalに存在する. Ac の形式群 Âc は定義から F にな
る. このAcをAcの canonical liftという. (我々の応用では最初に固定した CM楕円曲線
Ac が Ac の canonical liftになるので記号は一貫している.)

Theorem 7. i) Kodaira-Spencer写像は, ガロワ表現の同型

ι : TpM̂Ac

∼= TpÂ
⊗2
c (−1) = TpÂc ⊗ TpA

⊗−1

c = HomZp
(TpA

⊗2

c ,Zp(1))

を誘導する. とくに M̂Ac
の (相対) Lubin-Tateパラメーターは qu−2

q で与えられる.

ii) Lに M̂Ac
の p-ベキねじれ点を添加してできる体は, (局所)反円分拡大である.

i)のガロワ表現の同型は, 対応する filtered φ-加群の間に Kodaira-Spencer写像が自
然に誘導するものである. Katz [14]では Serre-Tateパラメーターからこの同型を構成し
ているが, Serre-Tateパラメーターは k上でないと定義できない. Katzの Gauss-Manin

接続の Serre-Tateパラメーターを用いた明示表示を使うと, i)の同型は k上では Katzの
定義と一致することがわかる. M̂Ac

の Lubin-Tate パラメーターは, この同型を使って
filtered φ-加群におけるフロベニウスの固有値をみればわかる.

ii)の証明方法は, Lubin-Tateパラメーターが反円分拡大の universal normと一致す
ることをみてもよいし, M̂Ac

の等分点に対応するAの deformation (quasi-canonical lift)

の具体的記述からも, 環類体方向であることがわかる. (pn-等分点は quasi-canonical lift

に対応し, 自己準同型環は Ocpn である.)

この定理により局所反円分拡大は, 局所moduli理論を使って幾何学的に研究できる.

実際これまでも反円分拡大方向の研究においては局所moduli理論が活躍していたが, 剰余
体が代数閉体であることを仮定していた. W (k)上では高さ 1の形式群はすべて形式乗法
群に同型であるため, 円分拡大と反円分拡大の違いはなく, 反円分拡大と局所moduliの関
係がしっかり認識されていなかったように思われる. [18]の場合, explicit reciprocity law

において Qp への traceを取る必要性から, W (k)上で理論展開したいという動機がある.

§ 10. Perrin-Riouの指数写像と一般HeegnerサイクルのColemanベキ級数

Perrin-Riou の指数写像は, 与えられた p-進表現 V に対し, 分母がコントロールさ
れた V の局所有理点 (H1

f の元)の族を円分拡大方向に組織的に作り出す理論である. 現
在では円分拡大方向だけでなく, Lubin-Tate拡大方向に対しても一般化する研究が進め
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られている. ただし高さ 1の相対 Lubin-Tate拡大方向に関しては, explicit reciprocity

lawを含めて, Perrin-Riou理論を一般化するのは難しいことではない. 今回は反円分拡大
方向の Perrin-Riou理論をガロワ表現 Vf (χ

−1)に対して用いる. 以下では断らない限り,

Perrin-Riou理論といったら, 円分拡大方向ではなく, 相対 Lubin-Tate群 M̂Aに付随する
拡大方向のものを指すことにする.

Perrin-Riou理論の解説は長くなるのでここでは行わないが, 素朴な形で雰囲気を感
じてもらおうと思う. 普遍変形環 Rには σ-半線形なフロベニウス φが作用していた. φ

に付随する σ−1-半線形な trace作用素を ψと書く. (ψ ◦ φ = id.) また M̂Ac
の φ-ベキ分

点のシステム (ϖn)n を固定する. (ϖn ∈ M̂ σ−n

Ac
[pn]で φ(ϖn+1) = ϖn, ϖ1 ̸= 0.) V を体

L上のクリスタル表現, Dp(V )を V に付随する filtered φ-加群とする. V のガロワ安定な
格子 T を取り, Dp(V )の適当な格子Dp(T )を固定する.

Perrin-Riou理論は, Dp(T )-係数の “ベキ級数”g ∈ Rψ=0 ⊗Dp(T )に対し, 局所有理
点のシステム

cn(g) ∈ H1
f (L(ϖn), T ) (n = 1, 2, . . . )

を組織的に与える理論といえる. 重要な点はこのシステムは分母がコントロールされ, T -係
数になっているところである. 8 構成法は (1−φ⊗φ)G = gとなるG ∈H∞(R)⊗Dp(V )

を取る. (H∞(R)は, 対数のベキの大きさをもったベキ級数を許すことで, Rを膨らませ
たものである. また我々の設定においてはこのような Gが存在する.) そしてまず cn(g)

の Bloch-Kato対数像 logV cn(g)になるべき量を, Gσ
−n

(ϖn)に適当な因子を掛けたもの
として定義する. そして Bloch-Katoの指数像 expV (logV cn(g))が T -係数になることを
証明する. 指数写像には巨大な分母が必要になるので, T -係数になるのは奇跡的なこと
である. 雰囲気を伝えるため, (円分拡大方向の)Perrin-Riou 理論の簡単な例をだすと,

V = Qp(1), gとして t⊗ e ∈ ZpJtK⊗Dp(Qp(1)), フロベニウスを φ(t) = tp と取る. この
とき Gは Artin-Hasse対数関数

∑∞
n=0

tp
n

pn ⊗ eとなる. よく知られているように, この関

数は exp(
∑∞
n=1

tp
n

pn )が p-進整数係数になるという著しい性質がある. よってこの場合の

Perrin-Riouの指数写像は, 本質的に Artin-Hasse指数関数 exp(
∑∞
n=1

tp
n

pn ) ∈ ZpJtKで表
され, cn(g)は Artin-Hasse指数関数に Ĝm の等分点 ζpn − 1を代入してできる Zp[ζpn ]×

の元という感じである.

Perrin-Riou指数写像から得られる (cn(g))nは, Dp(V )のフロベニウス固有多項式と
関係するノルム関係式をもつ. 9 ガロワ表現 V が Vf ⊗ Symk−2Vp(A)(1)のときは, この
関係式はちょうど一般HeegnerサイクルのAbel-Jacobi像がもつそれと一致する. そこで
(cn(g))n が一般 Heegnerサイクルの p-進 Abel-Jacobi像のシステムと一致するような g

が存在するのではないかという疑問が生じる. それに肯定的に答えるのが次の定理で, こ
の gが一般Heegnerサイクルを補間する “(対数的)Colemanベキ級数”と呼ぶべきもので
ある.

8厳密にいうとここでは格子 Dp(T ) の取り方の曖昧さを許しているので, 有界な分母は無視している.
9分母を許して norm compatible にした局所有理点のシステムを, Perrin-Riou 指数写像の像と呼ぶ事の方
が多い.
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Theorem 8. f ♭ を q-展開が f =
∑
p∤n an(f)q

n となる p-進保型形式とする. モ
ジュラー形式 f ♭のColeman原始関数をFf♭とおく. gをFf♭のHeegner点における Serre-

Tate展開 F ST
f♭ とすると, この g からできる局所有理点 cn(g)は導手 cpn の一般 Heegner

サイクルの p-進 Abel-Jacobi像と一致する.

Ff♭ は q-展開が
∑
p∤n an(f)n

−1qn となる p-進保型形式になる. また p-進保型形式を
Katzの意味で関手とみなし, R上の普遍楕円曲線で値を取ったものが Serre-Tate展開で
ある. 正確には gとして取った定理の F ST

f♭ はDp(T )-係数のベキ級数でなければならない
が, 係数をどう決めるかについては省略する. このとき (1 − φ ⊗ φ)G = F ST

f♭ の解 Gが,

f の Coleman原始関数 Ff の Serre-Tate展開として取れる. Ff は f に伴う正則微分形式
ωf の (Coleman)積分なので, 古典的 Abel-Jacobi写像の p-進類似として, このような関
数が現れるのは自然なことである. この定理の証明は, Perrin-Riou理論と Coleman積分
論を線形代数的に結びつけ, Bertolini-Darmon-Prasannaによる一般 Heegnerサイクルの
p-進 Abel-Jacobi像の Coleman積分を用いた表示を使う.

最後にこの一般Heegnerサイクルを補間するColemanベキ級数と, Bertolini-Darmon-

Prasanna-Brakočević (BDP-B)の p-進 L-関数の関係を述べる. cを pと素な自然数とし,

Ac を C/Oc の OHc
上のよいモデルとする. このとき

R̃ :=
∏

σ∈Gal(Hc/K)

RA
σ
c

とおく. 類体論, 虚数乗法論, 局所 moduli 理論により, R̃ にはガロワ群 Gal(Hcp∞/K)

が自然に作用する. (Gal(Hcp∞/Hc)は局所反円分 Zp-拡大のガロワ群と本質的に違いは
なく, M̂A

σ
c
の相対 Lubin-Tate指標を経由して, 各成分 RA

σ
c
ごとに作用する.) このとき

Λ = W JGal(Hcp∞/K)Kとおくと, R̃ψ=0 は階数 1の自由 Λ-加群となる. ここで R̃ψ=0 を
最大不分岐拡大Wurまで係数拡大してできる R̃ψ=0

Wur に対しては, Serre-Tateパラメーター
を一つ選ぶと, Λur := Λ ⊗W Wur-加群としての自然な基底を取ることができる. これよ
り R̃ψ=0

Wur と Λur を同一視できる. 上で述べた一般 Heegner cycleを補間する Colemanベ
キ級数 F ST

f♭ を Gal(Hc/K)の元でひねったものを並べて,

Lp ∈ R̃ψ=0
Wur ⊗W Dp(Vf (r)) = Λun ⊗W Dp(Vf (r))

を構成できる. χを Gal(Hcp∞/K)を経由するK の p-進 Hecke指標とし, 値 χ(Lp)を考
える. このとき χの infinity typeが (i, j)で χ ∈ Σ+

ccかつ i ≤ 0ならば, この値は本質的に
代数的数 L(f, χ−1, 0)/Ω2(i−j) であることが示せる. ここで Ωは CM楕円曲線 Aの周期
である. この補間式の証明には Bertolini-Darmon-Prasanna, Brakočević, Castella-Hsieh

らによる明示的Waldspurger公式と Katz [13]に遡る Shimura-Maass作用素とその p-進
類似である Serre作用素のコホモロジー的解釈を使う. これから次が得られる.
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Theorem 9. Lp は (ωf とのペアリングを取ると) Bertolini-Darmon-Prasanna-

Brakočevićの p-進 L-関数L BDP−B
p と一致する.

p-進L-関数を, Bertolini-Darmon-Prasannaは単なるp-進解析関数として, Brakočević,

Castella-Hsieh らは Λun の元として構成しているが, [18] では Lp として, より自然な
Dp(Vf (r))-係数の p-進 L-関数として定義した. この方が Perrin-Riou理論や explicit reci-

procity lawと自然につながる.

[17]では f は pで通常とは仮定していない点が新しいが, BDP-Bの p-進 L-関数は非
通常素点でも分母が出ないことは注目に値する. これは円分拡大方向の保型形式の非通常
p-進 L-関数との大きな違いである. 分母が出ないことに関する哲学的理由は, 我々の設定
においては, この p-進 L-関数 (の 2乗)に対応するガロワ表現は, f が pで通常かどうかに
かかわらず Panchishkin条件を満たすからである.

Perrin-Riou理論を合わせると, Theorem 8と Theorem 9は BDP-Bの p-進 L-関数
のいわゆる Coleman構成を与えていることに注意しておく. つまり Perrin-Riou理論の
explicit reciprocity lawを使うと, 一般Heegnerサイクルを Perrin-Riou twistしてできる
システムの Coleman写像 (双対指数写像の族)による像として, BDP-Bの p-進 L-関数が
得られる. 別の言い方をすれば, R̃ψ=0 ⊗W Dp(Vf (r))から得られる局所有理点の族と一
般 Heegnerサイクルの族の差 (商)として, BDP-Bの p-進 L-関数が得られるともいえる.

これは古典的円分体の岩澤理論において, 局所単数のシステムと円単数のシステムの差
(商)がKubota-Leopoldtの p-進 L-関数になるという結果の類似である. Coleman構成は
Coates-Wiles型の定理や岩澤主予想の半分の不等式の証明に必要な要素であり, Theorem

5の証明に使われている. また最近, 太田和惟氏との共同研究 [18]で岩澤主予想の半分の
不等式の証明にも成功したが, その中でも使われている.

謝辞: 本稿および集会における講演の機会を与えてくださいましたオーガナイザーの
大野泰生氏, 角皆宏氏, 平之内俊郎氏に感謝いたします. また完成度の低い初稿に丁寧な
コメントをくださいましたレフェリーの方に, この場を借りて深くお礼申し上げます.
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