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超特異な場合における重さの高い保型形式の p進L関数につ
いて
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forms in the supersingular case)
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By
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Abstract

This is a survey of a part of an article of the author and Florian Sprung. Sprung con-

structed ♯/♭ p-adic L-functions L♯
p and L♭

p for elliptic curves defined over Q in [10] and for

modular forms of weight 2 in [11] in non ordinary case. In the article, we generalize p-adic

L-functions L♯
p and L♭

p for higher weight modular forms by an analogous method to that of

Sprung. We assume that p ≥ k − 1.

本稿は, 論文 [8]の結果の一部となる予定の, 通常還元でない場合における保型形式の
♯/♭ p進 L関数の, Sprung流の方法による構成について解説である. Sprungが [10]にお
いて有理数体上の楕円曲線に対して定義し, また [11]において, 重さが 2の保型形式に対
して定義した ♯/♭ p進 L関数の構成法を, 重さ kが 3以上の保型形式の場合にも一般化す
る方法を述べる. ただし, 研究集会において述べた p ≥ k − 1の場合での構成法に限って
紹介する.

§ 1. 保型形式の p進 L関数

p進 L関数は p進数を係数とする冪級数であって L関数の特殊値を補間するもので
あり, 岩澤理論において重要な対象である. ここでは, 保型形式の p進 L関数を紹介する.
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重さ k ≥ 2, レベルN , 指標 εの尖点形式 f(z) =
∑∞
n=1 anq

nを考える. 以下, f(z)は
新形式 (new form)であり, 全ての Hecke作用素に関して固有形式 (eigen form)であると
する.

pをN を割らない素数とし, Qから Cp := Q̂への埋め込みを一つ固定し, vを p進付
値で v(p) = 1となるものとする. また, |x|p = p−v(x) を p進絶対値とする. 二次方程式
X2 − apX + ε(p)pk−1 = 0の根 αは v(α) < k − 1を満たすとき allowable rootである呼
ばれる.

M を pと素な整数とし, G := lim←−n(Z/qp
nMZ)× を考える. ここで qは, p = 2の時,

q = 4とし, p > 2の時, q = pと定義する. Γnを自然な射影Gn → G0の kernelとすると,

Γn ∼= Z/pnZであり Gn ∼= G0 × Γn と分解する. また, Γ := lim←−n Γn とすると, Γ ∼= Zp で
あり G ∼= G0 × Γと分解する. Γの生成元 γ を一つ固定する.

以下, K = K(f) := Qp({an}, Image ε, α)とし, Oをその整数環とする. また, Kψ,Oψ
で, それぞれ, K,Oに ψの像を添加したものと定義する.

ψ を G0 の指標で, 導手が qM かM であるものとする. 1970年代頃, Vǐsik [12]と
Amice-Vélu [1]により, f(z)とその allowable root αに対して, p進L関数Lp,α(f, ψ;T ) ∈
Kψ(α)[[T ]]が定義された. 構成は f(z)の積分値によって定義されるモジュラー記号 (mod-

ular symbol)と呼ばれるものによって定義される. 構成方法は Mazur-Tate-Teitelbaum

[7]を参照されたい.

p進 L関数は次のような性質を持つ.

定理 1.1.

1. 任意の 0 ≤ j ≤ k − 2と Γの位数有限の指標 χに対して,

Lp,α(f, ψ, γ
−jχ(γ)− 1) = (explicit factor)× L(f, ψχ, j + 1)

Ω±
f

が成り立つ. ここで, Ω±
f ∈ C×は f(z)の周期と呼ばれる量であり, 符号±はψ(−1) =

±1となるものを取る.

2. 実数 h ≥ 0 と収束半径が 1 以上の冪級数 F (T ), G(T ) ∈ K[[T ]] に対し, F (T ) =

O(G(T )h)であるとは, sup|x|p<r{|F (x)|} = O(sup|x|p<r{|G(x)|
h}) (r → 1− 0) と

なることとして定義する. すると,

Lp,α(f, ψ;T ) = O(log(1 + T )v(α))

が成り立つ.

また, Lp,α(f, ψ;T )は上の二条件により特徴付けられる.

以下において, v(ap) = 0の時, f(z)は pで通常 (ordinary)と呼ぶ事にし, v(ap) > 0

の時, f(z)は pで超特異 (supersingular)と呼ぶ事にする.
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f(z)が pで通常である時には, X2 − apX + ε(p)pk−1 = 0はただ一つの allowable

root αを持ち, αは p進単数となる. この時, p進 L関数は Lp,α(f, ψ;T ) ∈ Oψ[[T ]]⊗O K

となる. しかし, f(z)が pで超特異の時にはX2−apX+ ε(p)pk−1 = 0は二つの allowable

root α, β を持つが, それらに対応する p進 L関数は一般には係数が非有界となる.

岩澤理論においては, 環 Λ := O[[T ]]の元となる冪級数や Λ-加群が重要な研究対象と
して登場することが多い. しかし, 分母が非有界な冪級数は Λの元ではないので, 超特異
な場合では p進 L関数をこのような枠組みで取り扱う事が出来ない. しかし, p進 L関数
を, 有界な冪級数と非有界な冪級数に適切に分解する事に成功した例がいくつか知られて
いる.

まず, Pollack[9]は, ap = 0の場合において

Lp,α(f, ψ;T ) = L+
p (f, ψ;T ) log

+
k,p(T ) + αL−

p (f, ψ;T ) log
−
k,p(T )

を満たすような p進L関数L±
p (f, ψ;T ) ∈ Oψ[[T ]]⊗OKとhalf–logと呼ばれる log±k,p(T ) ∈

Qp[[T ]]を構成した. それに応じて, 小林真一は [2]において, ap = 0の場合において, Q
上定義された楕円曲線に対し, Pollackの ±p進 L関数と対応する ±Selmer群を定義し,

岩澤主予想を定式化した. Q上定義された楕円曲線を考えることは, 保型形式で言えば,

k = 2, ε = 1かつ f(z)が Q-係数である場合を考える事に相当する.

Sprung は小林の結果を ap ̸= 0 の場合にも一般化することを考え, [10] において,

k = 2, p = 3, ap = ±3 の場合に ♯/♭ p 進 L 関数 L♯p(f, ψ;T ), L
♭
p(f, ψ;T ) ∈ O[[T ]] と

half-logに相当する冪級数 log
(♯/♭)
(α/β)(T ) ∈ K[[T ]]を構成し,{

Lp,α(f, ψ;T ) =L♯p(f, ψ;T ) log
♯
α(T ) + L♭p(f, ψ;T ) log

♭
α(T ),

Lp,β(f, ψ;T ) = L♯p(f, ψ;T ) log
♯
β(T ) + L♭p(f, ψ;T ) log

♭
β(T )

が成り立つことを示した. また, ♯/♭ Selmer群も構成し, それらを用いて岩澤主予想を定
式化した. p進 L関数の構成自体については, [11]においては仮定が弱められ, k = 2であ
り, f(z)は pで超特異であると言う仮定において ♯/♭ p進 L関数が構成されている.

また, Leiは [4]において, 小林の結果を ap = 0で k ≥ 2の場合に拡張している. さ
らに, Lei–Loeffler–Zerbes[5]においては ap = 0の仮定が外され, Leiの結果と Sprungの
結果の両方の一般化となるような p進 L関数が定義されている. また, 対応する適切な
Selmer群も定義され, 岩澤主予想が定式化されている.

加藤和也は [2]でゼータ元 (zeta element)と呼ばれるオイラー系を構成し, それを用い
た岩澤主予想の定式化と, 主予想の片方の包含の証明を行なっている. 以上の [10], [4], [5]

の結果においては, Coleman写像と呼ばれる写像を適切に定義する事が重要であった. 良い
p進 L関数はその Coleman写像によるゼータ元の像として与えられ, また Coleman写像
の核を用いて良い Selmer群が定義されている. さらに, それらの Selmer群の Pontryagin

双対の特性イデアルがよい p進 L関数により生成される, という形で岩澤主予想が定式化
されている. そして, それらの岩澤主予想が, 加藤和也の岩澤主予想と同値である事が示
されている.
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Pollackの結果や Sprungの [11]の結果などでは, Coleman写像やゼータ元は用いず,

モジュラー記号の性質を使う事により, 係数が有界となる p進 L関数を取り出す事に成功
している. 本稿では, この構成法の一般化について述べる. これは, [8]の結果の一部とな
る予定である. Lei–Loeffler–Zerbesの p進 L関数と今回定義される p進 L関数は本質的
に同じものであることが期待されるが, 残念ながら現時点では関係式は得られていない.

§2ではこの論文の主結果である, 重さが k ≥ 2の保型形式に対して ♯/♭ p進 L関数を
構成する方法について述べる. また, §3では証明の概略を述べる.

§ 2. 重さが 2以上の保型形式に対する Sprung流の p進 L関数の構成

Sprung[11]の方法を k ≥ 2の場合へ一般化した形で紹介する. ただし, 議論や記号は
[11]と多少変えてあるので注意されたい.

Sprung流の構成の基本となるものは, p進 L関数のモジュラー元 (modular element)

による構成法である. VǐsikやAmice–Véluの p進 L関数の構成では, p進 distributionを
用いて冪級数を得ている. つまり,

モジュラー記号→ p進 distribution→ p進 L関数 (冪級数)

という流れで冪級数が構成されている.

ところで, 古典的な岩澤理論においては, 久保田–Leopoldtの p進 L関数は Stickel-

berger元の射影極限としても構成することが出来る事が岩澤健吉により示されている. 岩
澤の構成方法の類似は保型形式に対しても考えることが出来る. そこでは, Stickelberger

元の類似物であるモジュラー元と呼ばれるものが重要な役割を持つ. モジュラー元は, 有
理数体上の楕円曲線の場合には, Mazur–Tate が [6]において定式化している. 有理数体上
の楕円曲線のモジュラー元と楕円曲線の p進 L関数の関係, および, ap = 0の場合におけ
る Pollackの p進 L関数の構成は, 栗原–Pollack[3] §1.3などで見ることも出来る. 本稿で
は, 重さが k ≥ 2の保型形式に対するモジュラー元を, モジュラー記号を用いて新しく定
義し, それを用いる. つまり, ここで述べる構成は

モジュラー記号→モジュラー元→ p進 L関数 (冪級数)

という構成である.

Stickelberger元は射影系をなすが, モジュラー元は Stickelberger元とは異なり, それ
自体は射影系をなすわけではない. しかし, モジュラー元の間には後述の命題 2.6の三項
間の関係式が成り立ち, その関係式を, 二次方程式X2 − apX + ε(p)pk−1 = 0の根 αを用
いて修正する事により射影系を得る事が出来る. その際に αのベキが分母に現れる事によ
り, 得られる冪級数の係数が非有界になり得る.

Pollackは ap = 0の場合に±p進 L関数を構成したが, その構成方法をモジュラー元
を使って説明すれば以下のようになる. まず, 三項間の関係式は, ap = 0の場合には偶数
番目のみ, あるいは奇数番目のみの関係式となる事がわかる. その関係式からモジュラー
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元が円分多項式の積で割り切れる事がわかり, さらにモジュラー元をその円分多項式の積
で割った商を, 偶数番目からなる系, 奇数番目からなる系それぞれについて考えると, それ
らは収束し, 係数が有界な二つの冪級数を与える事が示せる. それらが ±p進 L関数とな
る. また, 円分多項式の偶数番目のみの積, あるいは奇数番目のみの積を pベキで割った
ものの極限を取ることにより, 二つの冪級数が出来る. それらが half–logと呼ばれる物に
なる. そして, ±p進 L関数と half–logの積の和が Vǐsikと Amice–Véluの p進 L関数と
なる事が示せる.

ところで, ap ̸= 0の場合は状況が異なり, 関係式がより複雑になるため, モジュラー元
を割る因子は容易には見つからない. そのため, 同様の構成方法を与える事は難しくなっ
ている. しかし, モジュラー元の二つ組を考える事により, ap ̸= 0の場合にも一般化が可
能になるというアイディアが Sprung流の構成方法では重要である.

さて, p進 L関数の構成法から, 冪級数の分母は αのベキとモジュラー記号の分母か
ら来ることがわかる. ここで, モジュラー記号の分母は有界となることが知られている. モ
ジュラー記号は積分値を周期と呼ばれる複素数で割る事により得られるが, 以下では議論
を簡単にするため, この周期を適当に定数倍して, モジュラー記号の値は p進整数である
とする. すると, 良い性質を持った p進 L関数の存在は, ある元や作用素の整数性へと帰
着する.

§ 2.1. 記号の準備

以下において, 1 + qZp の生成元 γ を一つ固定する.

まず, 円分多項式を定義する.

定義 2.1. ωn(T ) = (1 + T )p
n − 1と定義し, Φn(T )を

Φn(T ) :=

{
ωn(T )/ωn−1(T ) (n ≥ 1),

ω0(T ) (n = 0)

と定義する.

j ∈ Zに対し,

ω(j)
n (T ) := ω(γ−j(1 + T )− 1),

Φ(j)
n (T ) := Φn(γ

−j(1 + T )− 1)

と定義し,

ωn(T ) :=

k−2∏
j=0

ω(j)
n (T ),

Ψn(T ) :=
k−2∏
j=0

Φ(j)
n (T ),

と定義する.

以下においては, ωn や Φn のように, 多項式の変数を省略して書くこともある.
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次に, 環をいくつか用意する.

定義 2.2. 次のように定義する.

Λn := O[Gn],
Λ(j)
n := O[G0][T ]/(ω

(j)
n ),

Λn := O[T ]/(ωn),
Qn := K ⊗O Λn = K[Gn],

Q(j)
n := K ⊗O Λ(j)

n = K[G0][T ]/(ω
(j)
n ),

Q
n
:= K ⊗O Λn = K[G0][T ]/(ωn)

∼=
k−2∏
j=0

Q(j)
n .

冒頭に述べた通り, Gn ∼= (Z/qMZ)× × Γn であり G ∼= (Z/ qMZ)× × Γである事
に注意する. σγ ∈ Γ を同型 Γ ∼= 1 + qZp により γ と対応する元とすると, 同型写像
Qn ∼= Q

(j)
n , σγ 7→ γ−j(1 + T ) を考えることが出来る. これらの同型写像は,

Q
n
∼=
k−2∏
j=0

Q(j)
n
∼= Q⊕(k−1)

n

を誘導する. この同型写像を
ι : Q

n

∼→ Q⊕(k−1)
n

と書く事にする. 今後の議論ではQ
n
の元がこの同型 ιを通じて定義される事もある事を

注意しておく.

ところで, ιを制限して得られる写像 ι|Λn
: Λn → Λ

⊕(k−1)
n は k > 2の場合には単射

ではあるが全射にはならない. ここで整数性の問題が起こり, これを解決する事がこの論
文では重要になる.

次に, Q
n
の間の写像を紹介する. 自然数 n ≥ 1に対しNn(T ) ∈ K[T ]を, 自然な射影

K[T ] ↠ Q
n
と同型写像 ι : Q

n
→ Q

⊕(k−1)
n の合成による像が (pk−2Φ

(j)
n (T ))k−2

j=0 ∈ Q
⊕(k−1)
n

となるものとする. Nn(T )は単に Nn と書くこともある. 記号の乱用であるが, Nn の自
然な射影K[T ] ↠ Q

n
による像もNnと書く事にする. また, Nn倍写像がQ

n−1
→ Q

n
に

well-definedに定義されるが, これもNn と書く事にする.

自然な射影 Q
n+1
→ Q

n
を πn と書く.

最後に行列を幾つか定義する.

定義 2.3. 自然数 n ≥ 1に対し,

An :=

(
ap Nn

−ε(p) 0

)
∈M2(K[T ]),

Wn := A1A2 · · ·An ∈M2(K[T ])
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と定義する.

また,

B :=

(
ap pk−1

−ε(p) 0

)
, V :=

(
1 1

−ε(p)α−1 −ε(p)β−1

)
, D :=

(
α 0

0 β

)
∈M2(K)

と定義する.

また, 二次正方行列に対して, 二次元行ベクトルへの右からの作用を考えることが出
来るが, その作用から定義される写像も行列と同じ記号で書く事にする.

§ 2.2. モジュラー元

ここでは, [7]で紹介されているモジュラー記号を使ってモジュラー元を定義する.

定義 2.4 (モジュラー記号). r ∈ Q, P (x) ∈ C[x]に対し,

ϕf (r, P ) := 2πi

∫ r

∞
f(z)P (z)dz

と定義する. これを用いて, c, n ∈ Qで n ̸= 0となるものに対し,

ηf (P ; c, n) := ϕf

( c
n
;P (nx− c)

)
,

η±f (P ; c, n) :=
ηf (P ; c, n)± ηf (P,−c, n)

2
,

λ±f (P ; c, n) :=
η±f (P ; c, n)

Ω±
f

,

λf (P ; c, n) := λ+f (P ; c, n) + λ−f (P ; c, n)

と定義する. λf (P ; c, n)を保型形式 f(z)に付随するモジュラー記号と呼ぶ.

ここで, Ω±
f ∈ C×は保型型式 f(z)に付随する周期である. この時, c, n ∈ Zで n > 0

となるものと, P (x) ∈ Z[x]で degP (x) ≤ k − 2となるものに対し, λ±f (P ; c, n)は代数的
数となる事知られている. 以下では議論を簡単にするために, 周期を適切に定数倍して,

λ±f (P ; c, n)が p進整数であるとして話を進める事にする.

定義から, 値 λ±f (P ; c, n)は c, n ∈ Zに対して, c mod nのみによって定まることがわ
かる.

合成写像 G0
∼= (Z/qMZ)× ↠ (Z/qZ)× ⊂ Z×

p を tで表す. ここで, 最後の包含は
Teichmüller写像によるものとする. 自然な射影Gn → G0と写像 tの合成も tと書く事に
する. また,同型Gn ∼= (Z/qpnMZ)× において c ∈ (Z/qpnMZ)×と対応する元を σc ∈ Gn
と書く.
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定義 2.5 (モジュラー元). 整数 0 ≤ j ≤ k − 2と n ≥ 0に対し,

θ(j)n :=
∑
σc∈Gn

t−j(c)λf (x
j ; c, qpnM)σc ∈ Λn

と定義する. また, θ̃n := (θ
(j)
n )0≤j≤k−2 ∈ Λ

⊕(k−1)
n ⊂ Q

⊕(k−1)
n と定義し, θn := ι−1(θ̃n) ∈

Q
n
と定義する. この θn を保型形式 f(z)に付随するモジュラー元と呼ぶ事にする.

モジュラー元には次のような関係式がある.

命題 2.6. n ≥ 1に対し,

πn(θn+1) = apθn −Nnθn−1

が成り立つ.

証明はモジュラー記号の性質から従う.

§ 2.3. ♯/♭ p進 L関数の構成

以上の準備の元で, ♯/♭ p進 L関数の構成を述べる. 引き続き, ψはG0
∼= (Z/qMZ)×

の指標で Dirichlet指標としての導手が qM かM となるものとする. Oψ で Oに ψの像
を添加した環を表す事にすると, ψは環準同型 O[G0]→ Oψ を誘導する. また, この環準
同型によりOψ をO[G0]代数とみて, O[G0]代数Rに対し, Rψ := Oψ ⊗O[G0] Rと書く事
にする. Λψ := Oψ[[T ]]と定義する.

以下では, ♯/♭ p進 L関数や half-logに相当する冪級数の構成について紹介する. 冪
級数を与える原理は, lim←−nQn,ψ

∼= lim←−nKψ[T ]/(ωn) の射影系で分母の増大がある程度抑
えられるものと, Kψ[[T ]]の冪級数で分母の増大がある程度抑えられるものとが対応する
という事実である. これは, lim←−nOψ[T ]/(ωn)

∼= Oψ[[T ]] の一般化であり証明はそこまで
難しくはない. ただし, lim←−nKψ[T ]/(ωn) ̸∼= Kψ[[T ]] であるので分母の増大の条件がなけ
れば, 冪級数を与える事が出来ない.

♯/♭ p進 L関数を構成する為に, 次の二つの主張を仮定する.

主張 2.7. θn ∈ Λn が成り立つ.

主張 2.8. n ≥ 0に対し, vn := Nn+1

Ψn+1
と置くと vn ∈ O[T ]を満たし, limn→∞ vn = 1

が成り立つ.

注. k > 2の時には Λn ̸∼=
∏k−2
j=0 Λ

(j)
n となるので, これらの主張は自明ではない.

以上の準備の元で, 次が成り立つことが言える. ただし, ψ(θn) = θψn と書く事にする.

定理 2.9.

1.
(
(θψn , Nn(θ

ψ
n−1))V D

−n
)
n
は射影系をなす. それを ηψ と書くことにする.
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2. ηψ に対応するKψ[[T ]]
⊕2 の元が存在し, それも同じ記号で書くとすると,

ηψ = (Lp,α(f, ψ;T ), Lp,β(f, ψ;T ))

が成り立つ.

3. (θψn , Nn(θ
ψ
n−1)) ∈ ImWn が成り立つ. よって, ∃!ξψn ∈ Λ⊕2

n,ψ/ kerWn.

4. 自然な全射 Λ⊕2
n+1,ψ/ kerWn+1 ↠ Λ⊕2

n,ψ/ kerWn が存在し, その射に関して (ξψn )nは射
影系をなす. また, lim←−n Λ

⊕2
n,ψ/ kerWn

∼= Λ⊕2
ψ である. (ξψn )n の射影極限を ξψ ∈ Λ⊕2

ψ

と書くことにする.

5. M2(K[T ])内の列 (WnB
−nV ))n はM2(K[[T ]])の行列に収束する.

証明は, 1.については命題 2.6から, 2.については p進 L関数の定義から示せる.

3.と 4.については命題 2.6から帰納的に示せる.

5.については, これが lim←−nM2(Qn)の行列となることがわかり, 分母の増大度を見る
事によってM2(K[[T ]])の行列を与えることが示せる.

さて, この定理を使うと, B−nV = V D−n である事により, 次が言える. これが本稿
の主結果である.

定理 2.10. M2(K[[T ]])の元の列 (WnB
−nV )nはM2(K[[T ]])内で収束する. その

極限を limn→∞WnB
−nV =: L ∈M2(K[[T ]])と置き, Lの成分を

L =

(
log♯α(T ) log

♯
β(T )

log♭α(T ) log
♭
β(T )

)

と書く. また, ξψ の成分を ξψ = (L♯p(f, ψ;T ), L
♭
p(f, ψ;T )) ∈ Λ⊕2

ψ と書く. この時,{
Lp,α(f, ψ;T ) =L♯p(f, ψ;T ) log

♯
α(T ) + L♭p(f, ψ;T ) log

♭
α(T ),

Lp,β(f, ψ;T ) = L♯p(f, ψ;T ) log
♯
β(T ) + L♭p(f, ψ;T ) log

♭
β(T )

が成り立つ.

以上の議論は, 主張 2.7と主張 2.8が両方成り立つという仮定の下行われた. 論文 [8]

において重要なのは次の結果である.

定理 2.11. p ≥ k − 1と仮定する. この時, 主張 2.7が成り立つ. また, 主張 2.8が
成り立つような {Nn}が存在する.

よって, p ≥ k − 1の場合には, 重さが k ≥ 2の保型形式に対して Sprung流の ♯/♭ p

進 L関数が構成できる.

注. 論文 [8]においては, 仮定 p ≥ k− 1の代わりに v(α) = v(β)を仮定した場合に
おける, 別の手法の p進 L関数の構成についても紹介される予定である.
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§ 3. 証明の概略

ここでは定理 2.11の証明の概略を述べる. 証明には q-analogueの二項係数の計算と
モジュラー記号の性質が使われる.

以下, n ≥ 1を固定する. g = γp
n

と置くと次が成り立つことがわかる.

補題 3.1. i, j ∈ Zに対し,

ω(i)
n ≡ gj−i − 1 (mod ω(j)

n ).

ここで q-analogueの記号を少し用意する.

定義 3.2. j ≥ 0に対し [j]g = gj − 1と定義する. また, q-階乗を

[j]g! := [1]g[2]g · · · [j]g

と定義し, q-二項係数を [
i

j

]
g

:=
[i]g!

[j]g[i− j]g

と定義する.

注. この定義は一般の q-analogueとは異なる. 一般的な q-analogueでは [j]g :=
gj−1
g−1 と定義される. しかし, 二項係数に関してはどちらの定義でも同じものとなる.

§ 3.1. 主張 2.7の証明について

はじめに, θn = (θ(j))0≤j≤k−2 ∈
⊕k−2

j=0 O[T ]/(ω
(j)
n ) ⊂ K[T ]/(ωn) が与えられている

とする. ここで, θ(j) ∈ O[T ]/(ωn)かどうかを考えたい. 持ち上げを考えて, θ(0) ∈ O[T ]
であると仮定する. すると,

(θ(j))0≤j≤k−2 ∈ O[T ]/(ωn)⇔ (θ(j) − θ(0))0≤j≤k−2 ∈ O[T ]/(ωn)

が成り立つ. ところで,この右辺の j = 0成分は0であるので, ω
(0)
n 倍写像K[T ]/(ωn/ω

(0)
n )→

K[T ]/(ωn)の像に入っている.

よって, θ(j)(1) := 1
[j]g

(θ(j) − θ(0))と置くと

(θ(j))0≤j≤k−2 ∈ O[T ]/(ωn)⇔ (θ(j)(1))1≤j≤k−2 ∈ O[T ]/(ω(1)
n )

が成り立つ. ここで, ω
(1)
n := ωn/ω

(0)と置いた. これを繰り返して, 以下, 帰納的にm ≥ 1

に対して

θ(j)(m+ 1) :=
θ(j)(m)− θ(m)(m)

[j −m]g

と定義すると次が成り立つことがわかる.
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命題 3.3. 次は同値:

1. θ ∈ O[T ]/(ωn),

2. θ(m)(m) ∈ O[T ]/(ω(m)
n ) (m = 1, 2, . . . , k − 2).

モジュラー記号の性質と q-二項係数の性質により, 上の命題の条件 2.は

(g − 1)m

[m]g!
∈ Zp

から従う事を示す事が出来る. これは p ≥ k − 1の場合に成り立つ.

§ 3.2. 主張 2.8の証明について

初等的な議論により

vn = pk−2
k−2∑
i=0

∏
j ̸=i

g−j(1 + T )p
n − 1

[i− j]gp

として主張を確かめれば十分であることがわかる. この場合も q-二項係数の計算により確
かめられる. ただし, 途中の議論において 0 ≤ d ≤ k − 2に対して

pd(g − 1)d

[d]gp !
∈ Z×

p

を示す必要があり, ここで仮定 p ≥ k − 1が使われる.
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