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総実代数体上の楕円曲線の保型性について
On modularity of elliptic curves over certain totally

real fields; a résumé

By

吉川　祥 ∗　 (Sho Yoshikawa)

Abstract

This article is a summary of [13]. We give an outline of the proof of author’s recent result;

that is, modularity of all elliptic curves over abelian totally real fields unramified at 3, 5, and

7.

§ 1. 主結果

Fを総実代数体とする．Fの代数閉体 F̄をひとつ固定し，Fの絶対Galois群Gal(F̄ /F )

を GF とおく．また，E を F 上定義された楕円曲線とする．各素数 pに対して，E の p

等分点 E[p](F̄ )や p進 Tate加群 Vp(E) = (lim←−n
E[pn](F̄ ))[1/p]に対して GF が自然に作

用する．これらの作用によって，2次元法 p表現

ρ̄E,p : GF → GL2(Fp)

と既約な 2次元 p進表現
ρE,p : GF → GL2(Qp)

が得られる．一方，f を F 上の Hilbertカスプ固有形式とする．楕円曲線との対応を鑑
み，f として重さ (2, ..., 2)であり Q係数であるものを考える．このとき，各素数 pに対
し，f に付随して，既約な 2次元 p進表現

ρf,p : GF → GL2(Qp)

Received March 31, 2017. Revised June 1, 2018.
2010 Mathematics Subject Classification(s): 11G05, 11F41, 11F80
Key Words: Hilbert modular forms, elliptic curves, Galois representations.
This work is supported by the Program for Leading Graduate Schools, MEXT, Japan, and by JSPS
KAKENHI Grant Number JP17H07074.

∗学習院大学 理学部数学科（講演時：東京大学 数理科学研究科）
e-mail: yoshikawa@math.gakushuin.ac.jp

c⃝ 2020 Research Institute for Mathematical Sciences, Kyoto University. All rights reserved.



266 吉川　祥

が得られる．ρf,pは，Frobenius共役類のトレースが f のHecke固有値に等しいという条
件によって特徴づけられる．ある f に対する ρf,pに同形な p進Galois表現は，保型的な
p進 Galois表現と呼ばれる．

定義 1.1. F を総実代数体とし，E を F 上の楕円曲線とする．E が保型的である
とは，すべての素数 pに対して ρE,p が保型的であることをいう．

注意 1.2. 楕円曲線Eが保型的であることは，EのHasse-Weil L関数があるHilbert

保型形式の L関数になっていることと同値である．特に，定義における「すべての素数
p」を「ある素数 p」に置き換えてもよい．

予想 1.3. F を総実代数体とし，Eを F 上の楕円曲線とする．このとき Eは保型
的である．

保型形式に付随する L関数は全平面に解析接続されることが知られているため，予
想を認めれば，E の Hasse-Weil L関数も全平面に解析接続されることになる．

楕円曲線の保型性は GL2 の大域 Langlands対応の特別な場合とみなせる．予想 1.3

に関連する結果としては，例えば以下が知られている．

• (Wiles [12], Taylor-Wiles [9], Breuil-Conrad-Diamond-Taylor [2]) F が有理数体のと
き，予想 1.3は正しい．この場合の予想 1.3は志村-谷山予想と呼ばれ，準安定楕円曲
線に対する志村-谷山予想は Fermat予想の解決において決定的な役割を果たした．

• (Freitas- Le Hung- Siksek [4]) F が実二次体であるとき，予想 1.3は正しい．

• (Thorne [11]) pを素数とし，F をQの Zp円分拡大に含まれる総実代数体とする．F

に対して予想 1.3は正しい．

次が本論説の主定理である．

定理 1.4. F を有理数体Q上アーベルな総実代数体で，3,5,7で不分岐であるとす
る．このとき，予想 1.3は正しい．

次節で述べるように，適切な仮定を課した楕円曲線の保型性は (保型性持ち上げ定理
の帰結として)すでに知られている．しかし，総実代数体 F が与えられたときに，F 上の
すべての楕円曲線が保型的であることを示すことは困難であったと思われる．

定理 1.4の新しい点は，定理のような総実代数体 F に対しては， F 上のすべての楕
円曲線の保型性は次節で述べるいずれかの保型性定理に帰着できることを見出した点であ
る．証明の概略は第 3節で述べる．

§ 2. 楕円曲線の保型性定理

pを素数とする．2次元 p進Galois表現が保型的であることを証明するための道具と
して，様々な保型性持ち上げ定理が示されている．保型性持ち上げ定理とは，p進表現 ρ



総実体上の楕円曲線の保型性 267

が与えられたとき，法 p還元 ρ̄の保型性から ρ自身の保型性を導くというタイプの主張で
ある．ここで法 p表現の保型性とは，大雑把に述べると，その法 p表現が適切な Hilbert

保型形式に付随する p進 Galois表現の法 p還元に同形であることをいう．
この節では，保型性持ち上げ定理の帰結として得られる楕円曲線の保型性定理を紹

介する．これらは定理 1.4の証明における重要な部品をなす．

定理 2.1. ([4, Theorem 3, Theorem 4]) p = 3, 5または 7とし，E を総実代数体
F 上の楕円曲線とする．ρ̄E,p|GF (ζp)

が絶対既約であるならば，E は保型的である．

法 p剰余表現を GF (ζp) に制限した時に絶対既約であるという条件は，Taylor-Wiles

条件と呼ばれる．既存の保型性持ち上げ定理の多くは Taylor-Wiles条件のもとで証明さ
れている．定理 2.1はそうした強力な保型性持ち上げ定理の帰結である．

Taylor-Wiles条件が成り立たない場合を扱うためには，以下に述べる二つの保型性
定理が有用である．ひとつは，Thorneによる保型性定理である．もうひとつは，剰余既
約表現に対する Skinner-Wilesの保型性持ち上げ定理 ([8, Theorem 5.1], [6, Theorem 1])

を，楕円曲線の Tate加群に適用したものである．

定理 2.2. ([10, Theorem 7.6]) F を
√
5 /∈ F である総実代数体とし，E を F 上の

楕円曲線とする．ρ̄E,5 が既約ならば，E は保型的である．

定理 2.3. p > 2を素数とし，F を総実代数体とする．簡単のために pで不分岐で
あると仮定する．また，Eを F 上の楕円曲線とし，ρ̄E,pが既約であり ρ̄E,p|GF (ζp)

が絶対
可約であるとする．もし pを割るすべての素点で潜在的通常良還元を持つならば，E は
保型的である．

注意 2.4. 実際の Skinner-Wilesの保型性持ち上げ定理では，法 p表現が χ2-good

という性質を満たす保型的な p進表現に持ち上がる，という条件が課されている．ρ̄E,pが
既約かつ ρ̄E,p|GF (ζp)

が絶対可約のとき，ρ̄E,p は二面体的であり，この条件は満たされる
ことが知られている．例えば [1, Lemma 5.1.2]を参照せよ．

最後に，Freitasによる楕円曲線の保型性定理を用意しておく．

定理 2.5. ([3, Theorem 6.3]) F を Q上アーベルかつ 3で不分岐な総実代数体と
し，Eを F上の楕円曲線とする．Eが 3を割るすべての素点で準安定還元をもつならば，
E は保型的である．

§ 3. 証明の概略

以下，F を総実代数体とし，E を F 上の楕円曲線とする．F が 3,5,7で不分岐かつ
Q上アーベルな拡大という仮定がどこで使われているかを明確にするため，以下の小節
において F に関する仮定が必要になった際にその都度仮定を述べることにする．
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§ 3.1. p = 3, 5,または 7に対して ρ̄E,p|GF (ζp)
が絶対既約の場合

この場合は F は一般の総実代数体でよく，定理 2.1 を適用すれば E の保型性が分
かる．

§ 3.2. p = 3, 5,かつ 7に対して ρ̄E,p|GF (ζp)
が絶対可約の場合

このとき，以下の (1)から (3)のそれぞれの場合において E の保型性を証明するこ
とが出来る．

(1) ρ̄E,5 が既約である場合．この場合はさらに F が 5で不分岐と仮定する．すると，
E の保型性は定理 2.2から従う．

(2) ρ̄E,7 が既約である場合．この場合はさらに F が 7で不分岐と仮定する．5ではな
く 7の場合に Thorneの定理 2.2の類似を示せばよい．Thorneは新たな R = T定理を証
明し，その系として定理 2.2を導いていたが，7の場合の類似は Thorneの定理よりもは
るかに簡単に示せる．

命題 3.1. F を 7で不分岐である総実代数体とし，E を F 上の楕円曲線とする．
ρE,7 が既約であり，ρ̄E,7|GF (ζ7)

が絶対可約ならば，E は 7を割るすべての素点において
潜在的に通常良還元を持つ (とくに，E に対応する 7進表現は概通常である)．

Proof. 証明の概略を述べる．ρE,7 が既約かつ ρ̄E,7|GF (ζ7)
が絶対可約のとき，[4,

Proposition 9.1] により像 ρE,7(GF ) の射影像が S3 または D4 に同形であることが知ら
れている．特に，ρE,7(GF )の射影像は位数 6または 8の元を持たない．一方，v|7で潜
在的に乗法的還元または潜在的に超特異良還元を持つと仮定すると，惰性群 Iv への制限
ρE,7|Iv の表示を調べることにより，ρE,7(Iv)が位数 6または 8の元を持つことが示され
る．(vで準安定還元を持たない場合の ρE,7|Iv の表示は Kraus[5]を用いる．) □

命題 3.1と定理 2.3により，E は保型的であることがわかる．

注意 3.2. 命題 3.1と同様の方法では定理 2.2を再証明することは出来ない．実際，
ρE,5 が既約かつ ρ̄E,5|GF (ζ5)

が絶対可約であっても，5で潜在的に超特異良還元を持つ場
合を排除できない．したがって，定理 2.3を適用できない．

(3) ρ̄E,5 と ρ̄E,7 が可約である場合．この場合はさらに F が 3で不分岐かつ Q上アー
ベルと仮定する．

補題 3.3. ρ̄E,5 と ρ̄E,7 が可約であるとする．このとき，E の二次捻り E′ であっ
て，3を割る F のすべての素点 vにおいて準安定還元をもつものが存在する．

Proof. 証明の概略のみを述べる．各 v|3について，Ev = E ⊗F Fv のある二次捻り
が準安定還元を持てばよい．Eが vで潜在的に乗法的還元を持つ場合は，このことはTate
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曲線の理論から知られている．Eが vで潜在的に良還元を持つ場合は，Īv = ρ̄E,ℓ(Iv)(ℓに
よらない)の位数が 1か 2であることを示せば十分である．ρ̄E,ℓ(ℓ = 5, 7)が可約なため，
Īv は GL2(Fℓ) (ℓ = 5, 7)の Borel部分群に入っており，このことから Īv の位数は 1また
は 2であることが計算できる． □

定理 2.5によって，補題における E′は保型的であることが知られている．保型的で
あるかどうかは二次捻りによって変わらないので，E の保型性が示される．

3.1節と 3.2節の (1), (2), (3)を合わせて，定理 1.4が従う．
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