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超楕円σ関数による戸田格子の周期解と擬周期解について
Periodic and quasi-periodic solutions of Toda lattice

via hyperelliptic σ functions
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Abstract

In this report, I summarize results in the paper (Kodama，Matsutani，Previato, Ann.

Inst. Fourier 63 (2013) 655-688) to pose a problem to give an explicit relation between periodic

and quasi-periodic solutions of Toda lattice. For a hyperelliptic curve Xg of genus g, we have a

quasi-periodic solution of Toda lattice in terms of the hyperelliptic σ function and its addition

theorem. Using the division polynomial of Xg, we find 2N -division points in its Jacobi variety

and then haveN -periodic solution of Toda-lattice. It is well-known that theN -periodic solution

is associated with a hyperellptic curve X̂g,N−1 of genus N − 1 rather than g. However it is not

clear how Xg and X̂g,N−1 are connected geometrically, though the problem is very simple and

natural. In this report, after I give a review of the recent development of σ function theory

of higher genus and show the summary of our previous work, I give some comments on the

problem.

§ 1. 導入

種数１の戸田格子の解はWeierstrassの楕円 σ関数による加法定理から直接得られる
事が知られている．℘(u) = −d2 log σ(u)/du2に気を付け，加法定理である式 ℘(u)−℘(v)

= σ(u+ v)σ(u− v)/σ(u)2σ(v)2を logを取って二回微分をすれば得られる．つまり，u =

na+t, v = aとし，qn(t) := − log(℘(na+t)−℘(a))と考え−q̈n(t) = e−qn+1(t)−2e−qn(t)+

e−qn−1(t) である．
このWeierstrassの楕円 σ関数はWeierstrass自身や Kleinにより種数 gの超楕円曲

線 Xg に一般化されており，近年，その加法定理なども研究されている．特に，大西に
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よって得られた超楕円 σ関数の Frobenius-Stickelberger関係式 (Y. Ônishi, Proc. Edin.

Math. Soc. 48 (2005) 705-742)[Ô]とそれに基づく加法定理の一般化 (Eilbeck, Enol’skii,

M, Ônishi, Previato, Crelle’s J. 619 (2008) 37-48)[EEMOP]を利用する事により，上記
の種数１の戸田格子の擬周期解の導出は種数 gの超楕円関数に直接的な一般化ができる．

また，その一般化 Frobenius-Stickelberger関係式から得られる 2N 等分点を利用する
とこの枠組みで擬周期解に制限を加えることで戸田格子のN 周期解が得られる (N > g).

他方，戸田格子のN 周期解に対してはKac-van Moerbeke により種数 (N − 1)の超
楕円曲線 X̂g,N−1を得られることが判っている．このように種数 gと種数 (N − 1)の２つ
の曲線Xg と X̂g,N−1 が得られる．2N 等分点が満たす方程式と X̂g,N−1 の定義方程式を
直接的に関係づけられるように思われるが，そのような対応は現在まだ得られていない．
そもそも，戸田方程式の g = 1の時に相当する Poncelet問題の場合でさえ，十分な研究
がなされているとは言えない．したがって，Xg と X̂g,N−1の関係はとても興味深いもの
と考えている．

これらの事は，Kodama，Matsutani，Previato, Ann. Inst. Fourier 63 (2013) 655-

688 [KMP]で報告した．本報告では [KMP]の内容を概観し今後の研究の方向性を提示
した．

謝辞： 審査員より誤植も含め適切な指摘を多数頂いた．ここに感謝の意を表したい．

§ 2. 楕円関数の加法定理と戸田格子

§ 2.1. 楕円関数の復習：記法と基本的な設定

まず，Weierstrass楕円関数論 [WW]に従って，楕円曲線として

X1 :=

{
(x, y)

∣∣∣ y2 = x3 + λ2x
2 + λ1x+ λ0

= (x− e1)(x− e2)(x− e3)

}
∪ {∞}.

と，これに対応するAffine環R1 := C[x, y]/(y2−x3−λ2x2−λ1x−λ0)を取り扱う．ここ

で y := 2y, x := x− λ2
3
とすれば，より厳密なWeierstrass標準形に一致させることがで

きる．この変換は自明なために，本研究では，上記の標準形を考察し，これをWeierstrass

の標準形と呼ぶ．
楕円曲線X1 の第一種微分 (正則１形式)と第二種微分を次のように記す：

du := νI :=
dx

2y
, νII :=

xdx

2y
.

これらの経路積分を実行するためには，X1 の経路空間 {γ : [0, 1] → X1 : 連続 } の
homotopy商空間の Abel化したものであるX1の Abel被覆空間 X̃1を用意する必要があ
る．これらには自然な射影 κ′ : X̃1 → X1と基本領域を一つ固定することで，連続的な埋



超楕円σ関数による戸田格子の周期解と擬周期解について 157

め込み ι : X1 → X̃1 が定まる．これらにより γ ∈ X̃1 (γ(0) = ∞, γ(1) = (x, y) ∈ X1)に
対して，積分

w̃ : X̃1 → C, u = w̃(x, y) =

∫ (x,y)

∞
νI =

∫
γ

νI

が定義される．第一種 (不完全)楕円積分と呼ばれているものである．この積分に対応し
て無限遠点から分岐点への積分を

ωi :=

∫ (ei,0)

∞
νI, (i = 1, 2, 3)

と定義する．この ωi は Homology H1(X1,Z) = Zα+ Zβ の基底 α, β に対する周期積分

ω′ :=
1

2

∫
α

νI = ω1, ω′′ :=
1

2

∫
β

νI = ω3

と見ることができる．この周期積分により格子 (非規格化格子と規格化格子)

Γ = 2Zω′ + 2Zω′′ ⊂ C. Γo = Z+ Zτ, (τ := ω3/ω1)

が得られ，(非規格化及び規格化)Jacobi多様体が

κ : C → J1 = C/Γ, κ◦ : C → J ◦
1 = C/Γ◦,

と定義され，双有理な Abel-Jacobi写像

w : X1 → J1 (w(P ) := κw̃(ι(P ))), w◦ : X1 → J ◦
1 (w◦(P ) := κ◦w̃◦(ι(P )))

が得られる．但し，w̃◦ :=
1

2ω′ w̃ である．周期積分に対応して，第二種完全楕円積分を

η′ := η1, η
′′ := η3, ηi :=

∫ (ei,0)

∞
νII

とすると，Legendre関係式が

ω′′η′ − ω′η′′ =
π

2

√
−1

として得られる．これが Jacobi多様体の Symplectic構造を決定する．
代数的空間と解析的空間の対応関係は次の図により定まる．但し，LX1(∞)は∞を

固定点とした loop空間である1．

自然な全射と SL(2,Z)の作用� �
X1 の Abel被覆 X̃1

κ′ : X̃1 → X1

X̃1 ⊃ LX1(∞) ∼= (Zα⊕ Zβ)
SL(2,Z) ↷ この表現� �

自然な全射と SL(2,Z)の作用� �
J1 の Abel被覆 Cg

κ : C → J1 = C/Γ
Γ = Z(2ω′) + Z(2ω′′)

SL(2,Z) ↷ Γ, J1� �
1γ(0) = ∞ とする S1 の X1 への連続なはめ込み γ : S1 ↬ X1 の集合を homotopy 同値で割ったの商空
間を LX1(∞) としている．
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格子の基本 vectorや Homologyの基底には SL(2,Z)が作用するが，X1及び J1はそ
の作用に依存しない．そのために，X1 及び J1 の有理関数を得るためには，C上の整関
数も SL(2,Z)に不変であることが重要となる．σ関数 [WW]

σ(u) = 2ω1 exp

(
η1u

2

2ω1

)
θ1(

u
2ω1

)

θ′01
, θ1(z, τ) = −

∞∑
n=−∞

e
√
−1πτ(n+ 1

2 )
2
+
√
−1π(2n+1)(z+ 1

2 )

は正にそのような関数として定まる．σ関数は自然な Jacobi多様体の直線束の基底であ
ることが判る．

σ関数は次の性質を持つ:

1. 並進移動公式: Ωm,n := 2mω1 + 2nω3:

σ(u+Ωm,n) = (−1)m+n+mn exp ((mη1 + nη3)(2u+Ωm,n))σ(u).

2. σ関数の零点: {zeros of σ} ≡ 0 mod Γ，

3. σの原点での展開の第一項は uとなる．つまり，σ = u+ (uについて高次項)，

4. SL(2,Z)の作用に不変．

σ関数が得られれば，それによりWeierstrassの楕円 ℘関数が定義できる：

℘(u) = − d2

du2
log σ(u).

これにより，Jacobi逆公式として，u = w(x, y)に対して

(2.1) (x, y) = (℘(u), ℘u(u))

を得る．但し，℘u(u) :=
d

du
℘(u)．

§ 2.2. 楕円関数の加法定理と戸田格子

楕円関数の加法定理は

(2.2) x(u)− x(v) = ℘(u)− ℘(v) = −σ(u+ v)σ(u− v)

σ(u)2σ(v)2

と知られている．これに作用素として
d2

du2
logを両辺に作用させると

− d2

du2
log(℘(u)− ℘(v)) = ℘(u+ v)− 2℘(u) + ℘(u− v)

を得る．右辺は= (℘(u+ v)− ℘(v))− 2(℘(u)− ℘(v)) + (℘(u− v)− ℘(v)) ともなる．そ
こで u = na+ tで v = aとし，qn(t) := q(n, t) := log(℘(na+ t)− ℘(a))，

(2.3) − d2

du2
qn(t) = eqn+1(t) − 2eqn(t) + eqn−1(t)
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として戸田格子が得られる．但し，すべての量は一般的には複素値である事に気を付ける
べきである．つまり，この議論では戸田の原論文 [To]で行っている実値性を考慮してい
ない．しかし，戸田格子のある種の本質的な部分を抽出している [Mat2]．

加法定理 (2.2)をより一般化したものが次のHermite-Frobenius-Stickelberger公式と
呼ばれるものである [WW, p.458]：u(i) := w(xi, yi) (i = 1, . . . , n)に対して

σ(u(0) + u(1) + · · ·+ u(n))
∏

i<j σ(u
(i) − u(j))

σn+1(u(0))σn+1(u(1)) · · ·σn+1(u(n))

= cn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ϕ1(x0, y0) · · · ϕn(x0, y0)
1 ϕ1(x1, y1) · · · ϕn(x1, y1)
...

...
. . .

...

1 ϕ1(xn, yn) · · · ϕn(xn, yn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

(2.4)

を得る．但し ϕj(x, y) = dj−1x/duj−1 する：ϕ1(x, y) = x, ϕ2(x, y) = y, ϕ3(x, y) =

3x2 + 2x, ϕ4(x, y) = 6xy + 2y, · · ·．この公式から補題として得られるものが ψ 関数

ψn(u) =
σ(nu)

σ(u)n2 に対する Kiepertの式 [WW, p.460]：

ψn(u) = cn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ2(x, y) ϕ3(x, y) · · · ϕn(x, y)

ϕ3(x, y) ϕ4(x, y) · · · ϕn+1(x, y)
...

...
. . .

...

ϕn(x, y) ϕn+1(x, y) · · · ϕ2n−2(x, y)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
である．この時，ψn(u0) = 0 となる u0(̸= 0 mod Γ) ∈ C を考える．σ 関数の零点に
気を付けると u0 は n 倍したら格子点となる点 nu0 = 0 mod Γ となる．この u0 に
対して，℘(t) は ℘(t + nu0) = ℘(t) となり，戸田格子の楕円 n 周期解を得る．つまり，
qℓ(t) := log(℘(ℓu0 + t)− ℘(u0)) は qℓ(t) = qℓ+n(t)を満たす．

実はこの戸田格子の周期解は，二つの楕円に内接及び外接する多角形のPonceletの問
題と深い関係があることが知られている [KMP]．Griffiths-Harrisは，閉じる条件がψn = 0

である事を導いている [GH]． Ponceletの問題は内接点を楕円のどの点から出発しても定
理が成り立つ．つまり，1パラメータ分の自由度があり，それが戸田方程式の時間に相当
し，多角形の各頂点の位置が戸田方程式の格子点に相当する．

Fagnano, Eulerから始まる楕円関数の代数的研究はAbel，Jacobiに引き継がれ，楕
円積分の超越的性質と代数的性質の解明がその研究の主たる目標となった．Weierstrass

は Abelに導かれ，師 Gudermannの「(超越的な) 関数とは級数として定義されるべき」
という思想を解析学を精密かつ厳密化することで具現化し，Abel，Jacobiが目標とした
楕円関数論を σ関数論として構成・完成させたのである．それは (曲線を 1つ固定すると)

次の図に集約される．図に示すように，Weierstrassの楕円関数論では，曲線側に相当す
る代数方程式により定まる代数的な空間と積分によって定まる超越的な Jacobi多様体の
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空間の両方が統一的に記述され，それらに関わる元が代数的な性質と超越的な性質を持つ
事が，示される．それも (数値的にも)具体性をもって定まる．

両方の世界を結び付けるのが，楕円 (Abel)積分やAbel-Jacobi写像と Jacobiの逆公
式である．片方の空間で一見複雑に見える関係が，他方の空間では単純に記述できる現
象が多々観測できる．戸田格子を含め，幾つかの可積分系の本質はここにあるわけである
が，代数曲線に関わる可積分系でも解明されていない本質的な問題が幾つか残っていると
考えている．

§ 3. 超楕円曲線とその基本量

ここでは [B1, B2, BEL, Ô2]に従って超楕円曲線の基本量について述べる．Weierstrass

の楕円関数論に倣って，超楕円曲線においてもWeierstrassの標準形で定まる曲線，

Xg :=

{
(x, y)

∣∣∣ y2 = x2g+1 + λ2gx
2g + λ2g−1x

2g−1 + · · ·+ λ1x+ λ0

=
∏2g+1

i=1 (x− ei)

}
∪ {∞}

とその Affine環

Rg := C[x, y]/(y2 − (x2g+1 + λ2gx
2g + λ2g−1x

2g−1 + · · ·+ λ1x+ λ0))

を考える．無限遠点での局所パラメータ t∞ に対して，

x =
1

t2∞
, y =

1

t2g+1
∞

(1 + d>0(t∞))

となるので，wt(x) = 2, wt(y) = 2g + 1とする重みが xと yに定義される．また，超楕
円対合射を iH で表す：(ιH : Xg → Xg として，iH(x, y) = (x,−y))．
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無限遠点はWeierstrass点となり，非 gap列は次の表のようになる．これらを ϕi と

する．但し，wt(ϕi) < wt(ϕj) (i < j)で C線型空間として Rg =
∞⊕
i=0

Cϕi となるように

選ぶ．

表１：超楕円曲線の非 gap列　 ϕi (i = 0, 1, 2, . . .)

g 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 1 - x y x2 xy x3 x2y x4 x3y x5 x4y x6 x5y x7 x6y

2 1 - x - x2 y x3 xy x4 x2y x5 x3y x6 x4y x7 x5y

3 1 - x - x2 - x3 y x4 xy x5 x2y x6 x3y x7 x4y

このXg には g次元 C線型空間値の正則な微分 1-形式 νI (第一種微分)が存在し，そ
の成分は

dui := νIi :=
xi−1dx

2y
, (i = 1, 2, . . . , g)

となる．同様に第二種微分をνII := t(νII1, ν
II
2, · · · , νIIg)とする．各νIIiは ν̃IIi :=

xg+i−1dx

2y
(i = 1, . . . , g)を導入すると，

νII := Λ

(
νI

ν̃II

)
と書くことができる．但し，2g × g行列である Λは

Λ =



0 λ3 2λ4 3λ5 · · · (g − 1)λg+1 gλg+2 (g + 1)λg+3

0 λ5 2λ6 · · · (g − 2)λg+2 (g − 1)λg+3 gλg+4

0 λ7 · · · (g − 3)λg+3 (g − 2)λg+4 (g − 1)λg+5

. . .
...

...
...

0 λ2g−1 2λ2g 3λ2g+1

0 λ2g+1 0

· · · (2g − 3)λ2g−1 (2g − 2)λ2g (2g − 1)λ2g+1

· · · (2g − 4)λ2g (2g − 3)λ2g+1 0

· · · (2g − 5)λ2g+1 0

· · · 0

0


としている．
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ここで Xg での Abel積分を考える．そのために楕円の場合と同様に Xg の Abel被
覆空間 X̃g を用意する (κ : X̃g → Xg, ι : Xg → X̃g)．不完全超楕円積分としてAbel積分

w̃ : SkX̃g → Cg, w̃(γ∞,P1
, γ∞,P2

, . . . , γ∞,Pk
) =

k∑
i=1

w̃(γ∞,Pi
), w̃(P ) :=

∫
γ∞,P

νI

を考える．SkX̃g は k次の対称積 (直積 X̃k
g を対称群の作用で割ったもの) を意味してい

る．k = gのとき，w̃は双有理写像となる．
HomologyH1(Xg,Z)の標準基底を{αi, βi}i=1,...,g (⟨αi, βj⟩=δij , ⟨αi, αj⟩=⟨βi, βj⟩ =

0)とし，

H1(Xg,Z) =
g⊕

i=1

Zαi ⊕ Zβi

とする．(具体的には，例えばMumfordの p.3.76 [Mu]を取る．) これらの半周期積分を
次で定義する：

ω′
ij :=

1

2

∫
αi

νIj , , ω′′
ij :=

1

2

∫
βi

νIj .

このとき，Riemannの基本定理により τ = ω′−1ω′′ が対称でかつ Imτ が正定値となるこ
とが判り，また，楕円の時と同様に ω′

ij や ω′′
ij も∞点から分岐点までの積分で書くこと

ができる．
これらにより，非規格化格子と規格化格子，

Γ := {ω′n+ ω′′m | n,m ∈ Zg}, Γ◦ := {n+ τm | n,m ∈ Zg}

とそれに伴う超楕円の Jacobi多様体 (非規格化及び規格化 Jacobi多様体)が

κ : Cg → Jg := Cg/Γ, κ◦ : Cg → J ◦
g := Cg/Γ◦

としてXg に対して定まる．
第一種積分に対応して，第二種積分も導入する：

η′ij :=
1

2

∫
αi

νIIj , η′′ij :=
1

2

∫
βi

νIIj ,

このとき Legendre関係式

ω′tη′′ − ω′′tη′ =
π
√
−1

2
Ig

を満たし，これが Jacobi多様体の symplectic構造を定める．これで最低限の準備が整っ
たので，超楕円 σ関数と超楕円 ℘関数を導入する．
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§ 4. 超楕円 σ関数と超楕円 ℘関数

§ 4.1. Sp(2g,Z)の作用と σ関数

ここで Sp(2g,Z)

Sp(2g,Z) :=

{(
a b

c d

)
| a, b, c, d ∈ GL(g,Z), ad− bc = Ig

}

の作用を考える．
楕円のときの SL(2,Z)の作用と同じく Sp(2g,Z)の元は，α, β の取り方と，格子の

基本 vectorの取り方に作用する．この Sp(2g,Z)の作用を考えると代数的空間と解析的空
間の対応関係は次の図により定まる．

自然な全射と Sp(2g,Z)の作用� �
Xg の Abel被覆 X̃g

κ′ : X̃g → Xg

X̃g ⊃ LXg(∞) ∼=
g⊕

i=1

(Zαi ⊕ Zβi)

Sp(2g,Z) ↷ この表現� �

自然な全射と Sp(2g,Z)の作用� �
Jg の Abel被覆 Cg

κ : Cg → Jg = Cg/Γ

Γ =

g∑
i=1

Z(2ω′
i) + Z(2ω′′

i )

Sp(2g,Z) ↷ Γ, Jg� �
σ 関数の導入の動機は Jg に関わる Cg 上の整関数を導入することで Jg や SgXg で

の有理関数をその整関数の比で表現することにある．その際，上の図より，Jg や SgXg

での有理関数は Sp(2g,Z) の作用に不変であることが自明に判る．そのため，整関数が
Sp(2g,Z)に不変であるという性質は，本来持つべき性質である．σ関数はそのような関
数である．(一般に θ関数はそのような性質を持たない．)

ここで u = t(u1, u2, . . . , ug) ∈ Cg とする．このとき，超楕円 σ関数は次のように Cg

上の整関数として定まる [B1, B2, BEL, Kl, Ô2]：
(4.1)

σ(u) = a0 exp(− 1
2

tuη′ω′−1
u)θ[δ] (

1

2
ω′−1

u; ω′−1
ω′′)

= a0 exp(− 1
2

tuη′ω′−1
u)

×
∑
n∈Zg

exp
[
π
√
−1
{

t(n+ δ′′)ω′−1
ω′′(n+ δ′′) + t(n+ δ′′)(ω′−1

u+ δ′)
}]
,

但し a0は非零のある定数で，θ[δ](z, τ)はRiemannの θ関数である．また，δはθ特性値
と呼び，今の場合，半格子に相当する点を示す．

δ =

[
δ′′

δ′

]
, δ′ := t

[
g

2

g − 1

2
· · · 1

2

]
, δ′′ := t

[
1

2
· · · 1

2

]
.
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ここで，記法として u ∈ Cg に対して，Rg の元 u′，u′′ を

u = 2ω′u′ + 2ω′′u′′

とする式で定める．このとき，平行移動公式のために Cg の点 u, v,と格子 Γの点 ℓ (=

2ω′ℓ′ + 2ω′′ℓ′′)に対して，

L(u, v) := 2 tu(η′v′ + η′′v′′),

χ(ℓ) := exp[π
√
−1
(
2(tℓ′δ′′ − tℓ′′δ′) + tℓ′ℓ′′

)
] (∈ {1, −1}).

を定義しておく．
σは以下の性質を満たす：

1. σは次の並行移動公式を満たす：格子 Γの点 ℓに対して

(4.2) σ(u+ ℓ) = σ(u) exp(L(u+
1

2
ℓ, ℓ))χ(ℓ).

これは楕円のときと同様に擬周期性とも呼ばれるものである．

2. σの零点集合は，Θg−1 = (Wg−1 ∪ [−1]Wg−1) = Wg−1 となる．但し

Wk := κ ◦ w̃ ◦ ι(SkXg).

3. σの原点での展開の主要項は

ui =
1

2g − 2i+ 1
(t2g−2i+1

1 + t2g−2i+1
2 + · · ·+ t2g−2i+1

g )

の対応で，Young図形 (g, g − 1, g − 2, · · · , 3, 2, 1)に対する t1, t2, . . . , tg の Schur多
項式によって与えられる．正確にはそうなるように σ関数の定数因子 a0を定めてい
る [N]．

4. Sp(2g,Z)の作用に対して σ関数は不変である．

§ 4.2. 超楕円 ℘関数と Jacobiの逆公式 I

σ関数の定義ができたので超楕円曲線の ℘関数を導入する．種数２以上では σは多
変数の関数であり，その微分も多変数の微分となる．u =t (u1, u2, · · · , ug) ∈ Cg に対し，

(4.3) ℘ij(u) := − ∂2

∂ui∂uj
log σ(u).

超楕円関数ではないが超楕円 ζ 関数も同様に定義される：

ζi(u) =
∂

∂ui
log σ(u).
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微分を fij···k :=
∂

∂ui

∂

∂uj
· · · ∂

∂uk
f のように書くこととすると

℘ij(u) =
σij(u)σ(u)− σi(u)σj(u)

σ(u)2

となる．右辺の分母と分子とも σ 関数について２次となっていること，指数因子の微分
による余分な項が分子でキャンセルすることで ℘ij(u)が格子内の Jg := Cg/Γで周期関
数となる．この状況は楕円曲線の場合と全く同じである．つまり，格子 Γの点 ℓに対して

℘ij(u+ ℓ) = ℘ij(u).

これより，℘ij(u)の定義域を Jg とも Cg とも見ることができるため，以下，Abel-Jacobi

写像 wと Abel積分 w̃を同一視する場合がある．例えば，自然な埋め込み ιを固定して
w̃ ◦ ι : SkXg → Cg をあらためて w̃と書くことにする．

σ関数の零点の性質により，℘ij(u)はΘg−1で 2位の特異点を持つことも判る．そこ
で ℘の定義域である Jg の部分代数多様体に関わる

w : SkXg → Jg

(
w(P1, P2, . . . , Pk) =

k∑
i=1

w(Pi)

)
, w = κ ◦ w̃ ◦ ι

も用意しておく．上述のWk = w(SkXg)である．これらは後で述べる一般化した Jacobi

の逆問題に関連する．
Jg上の有理関数をSgXg上の有理関数と関連付けることが，Jacobiの逆問題であるが，

その一般化も含め，考察するために，正整数n ≥ 1とそれによる点P1 = (x1, y1), . . . , Pn =

(xn, yn) ∈ Xg に対して次の Frobenius-Stickelberger行列 Ψn((x1, y1), . . . , (xn, yn)) を定
義する [MP2]：

Ψn(P1, . . . , Pn) = Ψn((x1, y1), . . . , (xn, yn))

:=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ϕ1(x1, y1) · · · ϕn−2(x1, y1) ϕn−1(x1, y1)

1 ϕ1(x2, y2) · · · ϕn−2(x2, y2) ϕn−1(x2, y2)
...

...
. . .

...
...

1 ϕ1(xn−1, yn−1) · · · ϕn−2(xn−1, yn−1) ϕn−1(xn−1, yn−1)

1 ϕ1(xn, yn) · · · ϕn−2(xn, yn) ϕn−1(xn, yn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

但し ϕ(P ) = ϕi(x, y)は表１で示すWeierstrassの非 gap列に現れる単項式である．例え
ば，ϕ0 = 1, ϕ1 = x, · · · .

曲線上の点 P1, . . . , Pn ∈ Xg に対して，P ∈ Xg の有理関数として

(4.4) µn(P ) := µn(P ;P1, . . . , Pn) := lim
Qi→Pi

Ψn+1(P,Q1, . . . , Qn)

Ψn(Q1, . . . , Qn)

を考える．各点 Piは多重に同一な点を取り得るので，一般に分子や分母は零になり得る
が，適当に互いに異なる点Qi達によって一旦定義しておいて，その極限として左辺の µn

を定義することにする．
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この µn(P ) = µn(P ;P1, . . . , Pn) は P の関数として n 個の点 P1, . . . , Pn を自由に
取った際にそれらを零点とすることのできるAffine環Rg の最低次数のモニックな元とし
て特徴づけられる：µn(Pi;P1, . . . , Pn) = 0．Weierstrassの n番目の非 gapの次数 N(n)

とすると µn(P )の次数はN(n)となる．
超楕円曲線の場合は n ≤ gに対して，µn(P )が基本対称多項式の母関数

Fn(x) := (x− x1)(x− x2) · · · (x− xn)

に一致することが容易に判る：

µn((x, y)) = Fn(x), (n ≤ g).

Jacobiの逆問題として次のことが判っている [B1, B2, B3, BEL, MP2, Ô2]：

Lemma 4.1. g個の曲線の点Pi = (xi, yi) (i = 1, 2, . . . , g)と u = w(P1, P2, . . . , Pg)

に対して

Fg(x) = xg −
g∑

i=1

(−1)g−i℘g,i(u)x
i−1

となる．より具体的には

x1 + x2 + · · ·+ xg = ℘g,g(u)

x1x2 + x2x3 · · ·+ xg−1xg = ℘g,g−1(u)

...

x1x2 · · ·xg = ℘g,1(u).

つまり，℘g,i は超楕円曲線の場合，基本対称多項式に一致する．
また，

℘ijk···ℓ = − ∂

∂ui

∂

∂uj

∂

∂uk
· · · ∂

∂uℓ
log σ
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とすると，種数 g = 3のとき，次の恒等式群を満たすことも知られている [B3, Mat1]．

(IV − 1) ℘3333 − 6℘2
33 = 2λ5λ7 + 4λ6℘33 + 4λ7℘32,

(IV − 2) ℘3332 − 6℘33℘32 = 4λ6℘32 + 2λ7(3℘31 − ℘22),

(IV − 3) ℘3331 − 6℘31℘33 = 4λ6℘31 − 2λ7℘21,

(IV − 4) ℘3322 − 4℘2
32 − 2℘33℘22 = 2λ5℘32 + 4λ6℘31 − 2λ7℘21,

(IV − 5) ℘3321 − 2℘33℘21 − 4℘32℘31 = 2λ5℘31,

(IV − 6) ℘3311 − 4℘2
31 − 2℘33℘11 = 2∆,

(IV − 7) ℘3222 − 6℘32℘22 = −4λ2λ7 − 2λ3℘33 + 4λ4℘32 + 4λ5℘31 − 6λ7℘11,

(IV − 8) ℘3221 − 4℘32℘21 − 2℘31℘22 = −2λ1λ7 + 4λ4℘31 − 2∆,

(IV − 9) ℘3211 − 4℘31℘21 − 2℘32℘11 = −4λ0λ7 + 2λ3℘31,

(IV − 10) ℘3111 − 6℘31℘11 = 4λ0℘33 − 2λ1℘32 + 4λ2℘31,

(IV − 11) ℘2222 − 6℘2
22 = −8λ2λ6 + 2λ3λ5

− 6λ1λ7 − 12λ2℘33 + 4λ3℘32 + 4λ4℘22 + 4λ5℘21 − 12λ6℘11 + 12∆,

(IV − 12) ℘2221 − 6℘22℘21 = −4λ1λ6 − 8λ0λ7 − 6λ1℘33 + 4λ3℘31 + 4λ4℘21 − 2λ5℘11,

(IV − 13) ℘2211 − 4℘2
21 − 2℘22℘11 = −8λ0λ6 − 8λ0℘33 − 2λ1℘32 + 4λ2℘31 + 2λ3℘21,

(IV − 14) ℘2111 − 6℘21℘11 = −2λ0λ5 − 8λ0℘32 + 2λ1(3℘31 − ℘22) + 4λ2℘21,

(IV − 15) ℘1111 − 6℘2
11 = −4λ0λ4 + 2λ1λ3 + 4λ0(4℘31 − 3℘22) + 4λ1℘21 + 4λ2℘11,

ここで

∆ = ℘32℘21 − ℘31℘22 + ℘2
31 − ℘33℘11.

これらは非線形偏微分方程式である Kortweg-de Vries 方程式階層に一致する事が判る
[Mat1]．Bakerは 1903年の論文 [B3]において，双一次形式や Pfaffianなどを使って一般
の種数の上記の非線形微分方程式の基本関係式を提示した．これは一般種数のKortweg-de

Vries方程式階層に相当する．上記非線形微分方程式を提示した後に，Bakerは「この方
程式列を満たす ℘ij(u) と (4.3) により σ を特徴付けられるか？」という問題を提出し，
Baker-Akhiezer理論の基本となる研究に踏み出した2．

§ 4.3. Jacobiの逆公式 II

多変数関数の Jacobiの逆公式を Jg に対するものから (g− 1)次元の部分代数多様体
やより次元の小さい k次元の部分代数多様体に対するものに一般化することは自然な考え

2Baker の 1903 年の論文 [B3] に象徴されるように，代数曲線を与えて，与えられた代数曲線から微分方程
式を得ることは，(超楕円曲線にのみに得られたことであるが)19 世紀のアプロ―チである．しかし，代数
曲線から微分方程式を得ることよりも，微分方程式から代数曲線への道の方が遥かに困難であり，そのた
め半世紀以上の時間を要する数学の発展が必要であったことは強調してもし足りることはない．それらの
両方の道を扱える状況になった現在，それらを自在に取り扱うことで新たな数学を構築すべきであると筆
者は考えている．
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方である．Abel積分の定義域を SgX̃gから k = 1, 2, . . . , g− 1として SkX̃gへと制限する
ことに相当する．上記で述べたように例えば定義域を Sg−1X̃g に制限した像 w̃(Sg−1ιXg)

では σ関数は零になってしまう．
別の言い方をすると，σ 関数は Θg−1 = Wg−1 で零になってしまうという性質を持

つ．この性質の利点もあれば，都合の悪い状況もある．零になる領域が Jacobi多様体の主
たる部分を占めているので，零になる領域の情報を取り出すことが難しいという見方もで
きる．そこで σを微分することで零成分を削る事により部分代数多様体Wk = w(SkXg)

の情報を取り出すことを考える．
[Ô1, MP2, Ô2] に従って，多重の数列の添え字 ♮n を以下のように導入する．まず

1 ≤ n < gと仮定する．♮n は正の整数 iが集まった有限の数列である，

♮n :=

{
n+ 1, n+ 3, . . . , g − 1 for g − n ≡ 0 mod 2

n+ 1, n+ 3, . . . , g for g − n ≡ 1 mod 2

♮n に対して σの微分を

σ♮n :=

( ∏
i∈♮n

∂

∂ui

)
σ(u).

と定義する．また，n ≥ gの領域では, ♮nは空集合とし，そのような状況では微分 σ♮n は
微分を行わず σ自身を意味するとする．

gや nが小さいところを表に示しておく．また，♯を ♮1 とし ♭は ♮2 を指すとする．

表２

genus σ♯ ≡ σ♮1 σ♭ ≡ σ♮2 σ♮3 σ♮4 σ♮5 σ♮6 σ♮7 σ♮8 · · ·
1 σ σ σ σ σ σ σ σ · · ·
2 σ2 σ σ σ σ σ σ σ · · ·
3 σ2 σ3 σ σ σ σ σ σ · · ·
4 σ24 σ3 σ4 σ σ σ σ σ · · ·
5 σ24 σ35 σ4 σ5 σ σ σ σ · · ·
6 σ246 σ35 σ46 σ5 σ6 σ σ σ · · ·
7 σ246 σ357 σ46 σ57 σ6 σ7 σ σ · · ·
8 σ2468 σ357 σ468 σ57 σ68 σ7 σ8 σ · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...
...

. . .

表より判るが，一般に ♮k は k + 1を含んでいる [MP2]．そこで k + 1を削って代わ
りに iに置き換えた数列を ♮k,i と記す．

このとき，部分多様体Wk (k < g)に対する Jacobiの逆公式が次のようになる [MP2]．

Lemma 4.2. k < g とし，k 個の曲線の点 Pi = (xi, yi) 　 (i = 1, 2, . . . , k) と
u = w̃(ι(P1, P2, . . . , Pk))に対して

Fk(x) = xk −
k∑

i=1

(−1)g−iσ♮k,i
(u)

σ♮k(u)
xi−1



超楕円σ関数による戸田格子の周期解と擬周期解について 169

となる．特に k = 1の場合は

x =
σ♮2
σ♮1

となり，この場合，これを
∂

∂u1
で微分すると

(x, y) =

(
σ♮2
σ♮1

,
∂

∂u1

σ♮2
σ♮1

)
を得る．(これが楕円曲線の (2.1)の超楕円曲線版である．)

§ 5. 超楕円曲線での加法定理

これで準備ができたので，超楕円曲線での加法定理について以下の流れに従って述
べる．

1. 有理関数 µn を用いた Picard群での線形同値による加法性について

2. 上記の加法性に相当した σ関数での解析的な加法性について

3. これらによる ℘関数における加法性について

§ 5.1. Picard群での線形同値による加法性

Picard群ではXg 上の総次数零の因子 (零因子)を，有理関数の因子である主因子で
割った商群を考える．それが線型同値を与えるため，(4.4)で提示した有理関数 µn によ
り零点達が線形同値として自然に定まる．(µn(P ;P1, . . . , Pn)は Piで一位の零となる．)

N(n) := wt(ϕn)のため，µn(P ;P1, . . . , Pn)の因子は与えられたn個の点P1, P2, . . . , Pn

に対して，更に余分な零点が N(n) − n個分，曲線のどこかに存在することを意味する．
ℓ := N(n) − nとし，それを Q1, . . . , Qℓ とする．(この Qi は µn の定義の際に現れた Qi

とは異なるものである.)　 Riemann-Rochの定理より超楕円曲線の場合

1. n < gのとき，ℓ = n,

2. n ≥ gのとき，ℓ = g.

有理関数 µn の因子により

P1 + P2 + · · ·+ Pn +Q1 +Q2 + · · ·+Qℓ − (n+ ℓ)∞ ∼ 0

を得る，つまり

P1 + P2 + · · ·+ Pn − n∞ ∼ −(Q1 +Q2 + · · ·+Qℓ − ℓ∞)
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となり，加法が定義できる．特に超楕円曲線の場合µ1(P ;Pi) = x−xiから Jacobi多様体で
の (−1)倍は超楕円対合射 iH と関係がつき，各Qi = (x̃i, ỹi)に対して−Qi = (x̃i,−ỹi) =
iHQi を得る．この事実を組み合わせることで

P1 + P2 + · · ·+ Pn − n∞ ∼ (iHQ1) + (iHQ2) + · · ·+ (iHQℓ)− ℓ∞.

特に (P1 + · · ·+ Pn)− n∞と (Pn+1 + · · ·+ Pn+m)−m∞に対して

(P1 + · · ·+ Pn) + (Pn+1 + · · ·+ Pn+m)− (n+m)∞
∼ (iHQ1) + (iHQ2) + · · ·+ (iHQN(n+m)−(n+m))− (N(n+m)− (n+m))∞.

(5.1)

となり，n = m = gの時

(P1 + · · ·+ Pg) + (Pg+1 + · · ·+ P2g)− 2g∞ ∼ (iHQ1) + (iHQ2) + · · ·+ (iHQg)− g∞.

となる．これが楕円曲線の加法の一般化になっていることに注意する．

§ 5.2. 解析的加法定理

上記の (5.1)に対応して σ関数による加法定理について述べる [EEMOP]．

Lemma 5.1. (m,n)を正整数の組とする．Xgの点をそれぞれ (xi, yi) (i = 1, . . . ,m),

(x′j , y
′
j) (j = 1, . . . , n)とする．また，それぞれに対して Abel-Jacobi写像を考える，u =

w̃((ι(x1, y1), . . . , (xm, ym))) v = w̃(ι((x′1, y
′
1), . . . , (x

′
n, y

′
n))). このとき次が成立する．

σ♮m+n(u+ v)σ♮m+n(u− v)

σ♮m(u)2σ♮n(v)2

= δ(g,m, n)

∏1
i=0 Ψm+n((x1, y1), . . . , (xm, ym), (x′1, (−1)iy′1), . . . , (x

′
n, (−1)iy′n))

(Ψm((x1, y1), . . . , (xm, ym))Ψn((x′1, y
′
1), . . . , (x

′
n, y

′
n)))

2

×
m∏
i=1

n∏
j=1

1

Ψ2((xi, yi), (x′j , y
′
j))

(5.2)

但し δ(g,m, n) = (−1)gn+
1
2n(n−1)+mn.

これがいわゆる加法定理である．特にm = gで n = 2の場合は以下のようになる．

Lemma 5.2. [KMP] Lemma 5.1の記法の下でm = g，n = 2の際

(5.3)
σ(u+ v)σ(u− v)

σ(u)2σ♭(v)2
= −Ξ(u, v),

ここで Ξ(u, v)は

Fg(x
′
1)Fg(x

′
2)

(
g∑

i=1

yi
(xi − x′1)(xi − x′2)F

′
g(xi)

)2

−Fg(x
′
1)Fg(x

′
2)

(
2∑

i=1

(−1)iy′i
(x′1 − x′2)Fg(x′i)

)2

,

但し，F ′
g(x) := ∂Fg(x)/∂x.



超楕円σ関数による戸田格子の周期解と擬周期解について 171

§ 5.3. ℘での表示

これらの事実を利用してまた，Jacobi の逆公式を利用すると種数 g = 2 の場合は
(m = n = 2)

σ(u+ v)σ(u− v)

σ(u)2σ(v)2
= ℘11(u)− ℘11(v)

+ ℘12(u)℘22(v)− ℘12(v)℘22(u)

となる．℘に関する加法公式は，これらを対数を取って uや vで 2回微分すれば得られる
こととなる．また，次の記法も Lemma 5.1から直接得られる．

σ(u+ v)σ(u− v)

σ(u)2σ(v)2
=

∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x

2
1 y1

1 x2 x
2
2 y2

1 x3 x
2
3 y3

1 x4 x
2
4 y4

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x

2
1 y1

1 x2 x
2
2 y2

1 x3 x
2
3 −y3

1 x4 x
2
4 −y4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣1 x1

1 x2

∣∣∣∣2 ∣∣∣∣1 x3

1 x4

∣∣∣∣2 ∣∣∣∣1 x1

1 x3

∣∣∣∣ ∣∣∣∣1 x1

1 x4

∣∣∣∣ ∣∣∣∣1 x2

1 x3

∣∣∣∣ ∣∣∣∣1 x2

1 x4

∣∣∣∣
.

§ 5.4. Hermite-Frobenius-Stickelberger公式

楕円の Hermite-Frobenius-Stickelberger公式は大西によりその超楕円関数版が示さ
れている [Ô1, Ô2]．

Lemma 5.3. Xg の点 (xi, yi) (i = 1, . . . , n)に対して，Abel積分を施したものを
u(i) = w̃(ι(xi, yi)).と記す．このとき次を得る．

(5.4)
σ♮n(

∑n
i=1 u

(i))
∏

i<j σ♭(u
(i) − u(j))∏n

i=1 σ♯(u
(i))n

= ϵnΨn((x1, y1), . . . , (xn, yn)),

但し n ≤ gに対して ϵn = (−1)g+n(n+1)/2とし，n ≥ g+1に対して ϵn = (−1)(2n−g)(g−1)/2

とする．

§ 5.5. n等分点方程式

Lemma 5.3から n等分点として Kiepertの式が得られる：

Lemma 5.4. Xg の点 P = (x, y)と u ∈ w̃(ιP ) ∈ κ−1W1 に対して

ψn(u) :=
σ♮n(nu)

σ♯(u)n
2

と定義すると，ψn の零点 u(̸= 0)は nu ∈ κ−1Wg−1 を満たし.

ψn(u) =
εn,g

1!2! · · · (n− 1)!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂ϕ1

∂u1

∂ϕ2

∂u1
· · · ∂ϕn−1

∂u1

∂2ϕ1

∂u2
1

∂2ϕ2

∂u2
1

· · · ∂2ϕn−1

∂u2
1

...
...

. . .
...

∂n−1ϕ1

∂un−1
1

∂nϕ2

∂un−1
1

· · · ∂n−1ϕn−1

∂un−1
1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,
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と書ける．

これまでのところをまとめると次の図のようになる．種数１の場合の単純な一般化と
なっている．曲線が代数方程式により定まる代数的な空間に対して，Jacobi多様体は積分
によって定まる超越的な空間が定まっている．Jacobi多様体は C線型空間を格子で割っ
た複素 torusであり，加法性は自明に定まる．曲線側から Jacobi多様体へはAbel-Jacobi

写像という有理写像が存在し，逆の方向の矢印としては Jacobiの逆公式が定まる．

これら左右の方向の矢印により，超楕円曲線の構造を Jacobi多様体が定めたり，ま
た逆に，Jacobi多様体の構造を曲線の代数的構造が決めたりすることとなる3．

§ 6. 戸田格子の超楕円擬周期解

ここでは戸田方程式の超楕円曲線の擬周期解について述べる [KMP]．Lemma 5.2 の
加法定理について述べたが，その特殊な場合として v[1] = v[2]となる場合を考える．これ
が所謂，戸田方程式の解に関係する．それを述べる．

この特殊な場合，Lemma 5.2は以下のようになる：

σ(u+ 2v[1])σ(u− 2v[1])

σ(u)2σ♭(2v[1])2
= f1,2(x

′
1)−

g∑
i=1

g∑
j=1

℘ij(u)x
′
1
i+j−2

= f1,2(x
′
1) +

g∑
i=1

g∑
j=1

x′1
i−1 ∂

∂ui
x′1

j−1 ∂

∂uj
log σ(u),

(6.1)

3現在，Abel 関数論の再構築として，筆者が行っている研究はこの図式をより一般の代数曲線 (特異平面曲
線を blow-upした空間曲線も含む) に一般化し，両者の関係を精緻に調査，観察しようとするものである．
それは Abel の最後の 2 頁論文を具現化するものでもあり，代数曲線に関わる可積分系を深堀するもので
もある．
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但し，

f1,2(x) :=
∂2xf(x)

2f(x)
− f I1,2(x), f I1,2(x) :=

g∑
i=0

(i2λ2i+1x
2i−1 + i(i− 1)λ2ix

2i).

f(x1, x2) =

g∑
i=0

xi1x
i
2(λ2i+1(x1 + x2) + 2λ2i).

右辺では lim
(x2,y2)→(x1,y1)

G1((x1, y1), (x2, y2))

G2((x1, y1), (x2, y2))
= lim

(x2,y2)→(x1,y1)

∂G1((x1, y1), (x2, y2))/∂x1
∂G2((x1, y1), (x2, y2))/∂x1

とする l’Hôpitalの定理を利用した．
ここで, (xi, yi) ∈ Xg (i = 1, . . . , g), (x′1, y

′
1) ∈ Xg に対して，Abel写像した u =

w((x1, y1), . . . , (xg, yg))と v[1] = w((x′1, y
′
1)) と Jacobi多様体での点 c := 2v[1]，また方

向微分

Dj :=

g∑
i=1

x′j
i−1 ∂

∂ui

を用意する．また，新たな量

V(u) := V(u, v[1]) :=
g∑

i=1

g∑
j=1

℘ij(u)x
′
1
i+j−2

= −D2
1 log σ(u), Vc(c) := f1,2(x

′
1),

も定めておく．これにより，加法定理 (6.1)は

V(u) + Vc(c) = −D2
1 log σ(u) + Vc(c) = −σ(u+ c)σ(u− c)

σ(u)2σ(c)2

となる．ここで，作用素として −D2
1 logを両辺に作用させると

−D2
1 log(V(u)− Vc(c)) = V(u+ c)− 2V(u) + V(u− c)

= (V(u+ c)− Vc(c))− 2(V(u)− Vc(c)) + (V(u− c)− Vc(c))

となる．これはほぼ戸田方程式である．
更に，c ∈ Jgを固定するとD1の方向はCg内でユニークに定まる．これよりCD1 ⊂

Cg の元 tと ⟨dt⊥, D1⟩ = 0とする t⊥ により，u = t+ nc+ t⊥ とすると

− d2

dt2
log
(
V(t+ nc+ t⊥)− Vc(c)

)
= V(t+ (n+ 1)c+ t⊥)− 2V(t+ nc+ t⊥) + V(t+ (n− 1)c+ t⊥)

(6.2)

が得られる．このとき qn(t; t
⊥, c) := log

(
cV (t+ nc+ t⊥)− Vc(c)

)
は戸田方程式を満たす．

Proposition 6.1. 上記 qn(t; t
⊥)は次を満たす．

(6.3) − d2

dt2
qn(t; t

⊥, c) = eqn+1(t;t
⊥,c) − 2eqn(t;t

⊥,c) + eqn−1(t;t
⊥,c)
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つまり，種数 1の (2.3)の単純な一般化として種数 gの戸田格子の擬周期解が得られ
た．種数 g = 1のときは，上記の cに対して c = w(Q)となる点 Q ∈ X1 が存在するの
で，楕円関数解の自然な一般化となっている．実値性は可積分系では重要な役割を果たす
が [Ko]，本研究ではここでも実値性を考慮していないことは注意すべきである．

§ 7. 戸田格子の周期解と n等分点

ここでは Proposition 6.1 で得られた戸田格子解の周期解について述べる [KMP]．
Lemma 5.4により n > g等分点方程式の解の集合を考える．そのため

Φn := {P ∈ Xg | P is a zero of ψn},

を導入すると，次が知られている．

Lemma 7.1. [C, MP1] n(> g)に対して，

Ξn := Φn−g+1 ∩ . . . ∩ Φn−1 ∩ Φn ∩ Φn+1 ∩ . . . ∩ Φn+g−1.

とすると P ∈ Ξn ⊂ Jg は nP ∈ Γとなる．

2N(> g)とし，P ∈ Ξ2N , c = 2w(P )に対して

V(u) = V(u+Nc)

となる．これより次を得る．

Proposition 7.2. P ∈ Ξ2N , c = 2w(P )に対しProposition 6.1の擬周期解 qn(t; t
⊥, c)

は qn+N (t; t⊥, c) = qn(t; t
⊥, c)を満たし，周期解となる．

周期戸田方程式の解の慣習に従って，以下を定める [AvM, KvM]：

σ(n)(t; t⊥) := σ(t+ nc+ t⊥), σ(c) := σ♭(c),

ζ(n)(t; t⊥) :=

g∑
i=1

x′1
i−1

ζi(t+ nc+ t⊥), ζ(c) :=
1

2
D1′ log σ♭(c),

℘(n)(t; t⊥) :=

g∑
i,j=1

x′1
i+j−2

℘ij(t+ nc+ t⊥), ℘(c)(t⊥) := f1,2(x
′
1).

an = ℘(n)(t; t⊥)− ℘(c)(t⊥) =
σ(n+1)(t; t⊥)σ(n−1)(t; t⊥)

σ(n)(t; t⊥)2σ(c)2
,

bn−1 =
d

dt
log

σ(n)(t; t⊥)

σ(n−1)(t; t⊥)
− ζc = ζ(n)(t; t⊥)− ζ(n−1)(t; t⊥)− ζ(c).

このとき，Kac-van Moerbeke [KvM]，Adler-van Moerbeke [AvM] に従って次を得る：
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Lemma 7.3. 上記の an, bn は
d

dt
ak = ak(bk+1 − bk),

d

dt
bk = ak − ak−1.

(k = 1, 2, . . . , N).

を満たす．また，周期戸田格子解の Lax行列 Lは

L :=


b1 1 0 · · · aN ŵ

−1

a1 b2 1 · · · 0
...
. . .

. . .
. . .

...

0 · · · aN−2 bN−1 1

ŵ · · · · · · aN−1 bN


となる．Lに対する特性方程式は種数N − 1の超楕円曲線を定める，

det(L − z) = −

(
ŵ +

∏N
i=1 ai
ŵ

− P(z)

)
= 0.

この超楕円曲線を X̂g,N−1 と記す．

X̂g,N−1 := {(z, ŵ) | ŵ2 − P(z)ŵ +
N∏
i=1

ai = 0}
⋃

{∞}.

但し，多項式 P は
P(z) := ∆̃1,N (z)− ∆̃2,N−1(z),

∆̃n,m :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

bm − z 1 0 · · · 0

am bm+1 − z 1 · · · 0
...

. . .
. . .

. . .
...

0 · · · an−2 bn−1 − z 1

0 · · · · · · an−1 bn − z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

P(z) := (−1)NzN +

N∑
k=1

(−1)N+kIkzN−k

であり，P(z)の zによる展開の係数は

I1 =
N∑
i=1

bi, I2 =
∑
i>j

bibj −
N∑
i=1

ai, . . . . . . ,

IN = ∆̃1,N (0)− aN ∆̃2,N−1(0), IN+1 =
N∏
i=1

ai.

となる．
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§ 8. 戸田格子の擬周期解と周期解

このような考察の自然な帰着として次の２つの問題

1. 種数 gのXg と種数N − 1の X̂g,N−1 の関係を明示的に示せ．

2. X̂g,N−1 の定義方程式を Rg と ψ2N の零点により明示的に示せ．

に到達する．Poncelet問題として [HS]では楕円曲線と種数 2の超楕円曲線の関係を考察
しているが，周期戸田格子の g = 1, N = 2の場合と解釈できる．[KMP]においてこれら
の問題を提示したが，その後，よい解決策の方向性も得ていない．しかし，次の２つの事
が判かっている：

1. X̂g,N−1 の分岐点は ψ2N の零点の有理関数となっている．

2. u0 ∈ Ξ2N , c = 2u0に対して戸田格子の各格子点の軌道Mn := {tD1+2nu0 ∈ Jg | t ∈
C} とすると

M :=
N−1⋃
n=0

Mn

には巡回群CNが作用している．同様に射影π :M →M0が存在する．つまり，Xg,N−1

はなんらかの意味でXg の被覆と関連していると思われる．

本研究会での議論を基に考察を続けたいと考えている．

上記で見たように戸田格子は，その実値性を除けば，Jacobi多様体の加法公式を力学
系と見なしたものであり，超楕円曲線一般で成立する．また，その Jacobi多様体内の 2N

等分点の対称性を持つ軌道も一般的に存在する．つまり，上記の課題は「超楕円 Jacobi

多様体の 2N 点等分点の対称性から定まる新たな曲線を代数的に特徴づけよ」という超楕
円曲線論の問題であることが判る．このような問題は従来，着目されて来なかったが，戸
田方程式の解空間の対称性の観点から，上記のようなAbel関数 (超楕円関数)の考察を経
れば，自然に定まる．この事はとても興味深いと考えている．

可積分系と代数曲線との関係については 20世紀末に解決済みという見方があること
は了解しているが，一般種数の代数曲線の Abel関数論の完成度は楕円関数論のレベルに
は全く達していない．戸田は楕円関数を駆使し (それは楕円曲線の解析的，代数的性質を
駆使したことになるが)，戸田方程式を発見したのであるが [To]，一般種数の超楕円曲線
の Abel関数論としてはようやくその幾分かをトレースできるレベルに達した状況と考え
ている．多くの先行研究の結果により，楕円関数のレベルとは言わないがそのような考察
がある程度できるようになった．本研究は問題提起の段階ではあるが，可積分系からの問
題意識によって代数曲線の Abel関数論の豊かな解析的かつ代数的性質が明らかになる可
能性を示した．これらの研究により，楕円関数が戸田方程式を生んだように，新たな可積
分系の視座を与えるのではないかと期待している．
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