
STABILITY CONDITIONS AND MORPHISMS IN A CATEGORY

川谷康太郎

1. 導入

城崎代数幾何シンポジウム 2020での講演の機会をいただき, 世話人の方々に感謝いたしま
す. 本稿では, 著者の最近の研究テーマである「射の圏」に関する研究を紹介します. ここで
「射の圏」は, ある三角圏の射を対象とする三角圏を意味します. なぜ「射の圏」を考えるに
至ったか, その経緯に重点を置き解説します. 細かい部分は, 参考文献をご覧ください.

2. 安定性条件

以下, 本稿ではDを三角圏で, DのK0群K0(D)はZ上有限生成とする1. また σ = (A, Z)

で, AをDの有界な t-構造の核とし, 加法群準同型Z : K0(D) → Cは次を満たすとする:

(2.1) ∀E ∈ A \ {0}, 0 <
1

π
argZ(E) ≤ 1.

E ∈ Dの時, Eの定める類 [E] ∈ K0(D)に対しZ([E])を単にZ(E)と書く. また代数多様体
Xの連接層の有界導来圏をDb(X)とする.

注意 2.1. 本稿執筆中に, 発表当日のスライドで (2.1)において 1
π argZ(E)と書くべきを誤っ

て argZ(E)と書いていたことに気がついた. この場を借りてお詫びしたい.

定義 2.2 ([Bri07]). σ = (A, Z)に対し,

(1) E ∈ A \ {0}が σ-半安定 (σ-semistable)であるとは, 任意の非自明な E の部分対象
F ⊂ Eに対し argZ(F ) ≤ argZ(E)が成り立つことである. 特に真に小さい不等号
argZ(F ) < argZ(E)が成立する時 σ-安定 (σ-stable)と呼ぶ.

(2) E ∈ Dが σ-(半)安定 (σ-(semi)stable)であるとは, ある k ∈ ZによりE[k] ∈ Aかつ
E[k]は σ-(半)安定となることである.

(3) σが次の条件を満たすときに, D上の安定性条件と呼ぶ:

• ∀E ∈ A, ∃ a filtration 0 ⊂ E1 ⊂ E2 ⊂ · · · ⊂ En−1 ⊂ En s.t. Ai := Ei/Ei+1 is

σ-semistable with argZ(Ai) > argZ(Ai+1).

1rankK0(D) = ∞の時は, K0(D)の代わりにオイラー標数に関する同値類による商である数値的K0群N (D)
に取り替えれば良い.
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注意 2.3. 安定性条件の公理は, E ∈ Dの σ-半安定対象達の拡大 (extension)への (一意的な)

分解を保証している. しかし, 実際には半安定対象への分解だけでは不都合なことが多いの
で, 半安定対象の安定対象への分解を保証する「局所有限性 (locally finiteness)」が必要であ
る2.

加えて局所有限性だけでは「安定性条件の族」を扱う際に連続性を論じることが困難なの
で, 安定性条件に「台条件 (support property)」(cf. 定義 2.4)を課すことが多い. 当初, 台条
件は補助的な条件であったが, 最近の文献では安定性条件の定義に含める場合がある. 文献
を読む際に注意が必要である.

定義 2.4. K0(D) ⊗ R上のノルム ‖ ∗ ‖ : K0(D) ⊗ R → Rを一つ固定する. D上の安定性条
件 σが台条件を満たすとは次が成り立つことである:

sup

{
‖[E]‖
|Z(E)|

∣∣∣∣Eは σ-半安定
}

< ∞.

注意 2.5. 安定性条件 σが台条件を満たせば局所有限となる. また rankK0(D)は有限と仮定
していたので, 台条件はK0(D)⊗ Rのノルムの選び方にはよらない.

定理 2.6 ([Bri07]). StabDをD上の局所有限な安定性条件のなす集合とする.

(1) StabDは位相空間である.

(2) StabDの各連結成分は, 空でなければ3複素多様体である.

注意 2.7. 複素構造について簡単に解説したい. Bridgeland [Bri07]は次を示した.

• ∀σ ∈ StabD, ∃Vσ ⊂ Hom(K0(D),C) s.t. π|π−1Vσ は局所同型.

特に Vσ = Hom(K0(D),C)となるとき, σを fullと呼ぶ. Bayer-Macriにより σ ∈ StabDが
fullであることと, σ ∈ StabDが台条件を満たすことは同値である ([BM11, Appendix B.2]).

安定性条件の集合 StabDが空でない, という仮定は重要である. というのも, 安定性条件
を持たない三角圏の例は非常にたくさん存在する. その一例として次が成り立つ:

定理 2.8 ([Kaw20, Corollary 3.9]). Rをネター環とする. この時 SpecRの連接層の有界導来
圏Db(SpecR)について次が成り立つ:

StabDb(SpecR) += ∅ ⇐⇒ dimR = 0.

ただし, 滑らかで射影的な代数多様体X の導来圏Db(X)では安定性条件の存在が期待さ
れている. 実際, dimX ≤ 2ならば正しく, dimX = 3の場合は部分的に正しいことが知られ
ている. 例えば Li [Li19]は, ミラー対称性予想において重要な P3(C)の 5次超曲面の場合に
安定性条件の存在を示した.

2局所有限性の定義は [Bri07]に譲る.
3空集合を複素多様体に含めることもあるが, ここでは含めないものとする.
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他方, 安定性条件の存在と代数多様体の幾何学的性質の関係は, ほとんど研究されていな
い. この方向性を表す問題として次が考えられる.

問題 2.9. 体 k上の代数多様体X の導来圏Db(X)について StabDb(X)が空でなければ, X

は k上完備か？

定理 2.8は, 安定性条件の存在と代数多様体に関するある種の有限性の関係の暗示であろ
う. 極めて安易ではあるが, 安定性条件が存在するような代数多様体は射影的や完備性のよ
うな有限性に関する性質を満たすことを期待している.

ここで, 最も容易な安定性条件の例を紹介する.

例 2.10. (R,m)を剰余体 kを持つアルティン局所環とし, D0 = Db(SpecR)とする. こ
こで σ = (A, Z)を次の様に定める: Aを有限生成 R加群のなすアーベル圏 modRとし,

Z : K(D0) → Cを 0 < argZ(k) ≤ πを満たす様に一つ固定する. ここで任意の対象M ∈
modRは kの拡大を繰り返すことで得られるので, kの値Z(k)を決めればZ(M) = # · Z(k)
なのでZ(M)は一意的に決まることに注意する. ただし #はM の長さである.

すると組σ0は,条件 (2.1)を満たす. また任意のM ∈ modRについてZ(M) = #·Z(k)から,

argZ(M) = argZ(k)となる. 従って全ての非零対象は σ-半安定となり, 定義 2.2の条件 (3)

を満たすので σは安定性条件となる. 従って StabD0 += ∅である. より詳しく Stab (D0) ∼= C
である ([Kaw20, Proposition 3.7]).

注意 2.11. 例 2.10の様に, 安定性条件の空間の大域的な記述を与えることは基本的に困難で
ある. 困難さの要因として以下の 2点が考えられる:

(1) 安定性条件の空間の非関手性
(2) モジュライ解釈の非存在

まず, 三角圏Dに対して安定性条件の空間 StabDを対応させる操作は関手的ではない. つま
り三角圏の間の完全関手は, 一般には安定性条件の空間の間の写像を導かない. またベクト
ル束などのモジュライのように, 然るべき関手を安定性条件の空間が表現しているか否かも
不明である. この様に, 三角圏Dの安定性条件の空間 StabDと, 別の空間 (例えば代数多様
体や複素多様体, より一般に位相空間など)との間に連続写像を構成する系統的な手法が知ら
れていない. そのため通常の代数幾何学のように, StabDを相対的に研究する手法を適応出
来ないので, 大域的な解析に困難が生じる.

3. 射の圏への動機付け

安定性条件の空間の大域的な記述は困難ではあるが, 指針となる作業仮説が知られている.

本節ではその紹介を通して, 三角圏Dの射を対象とする三角圏を考える動機について述べる.

まず, 作業仮説の主張は以下である.
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作業仮説 3.1. 任意の三角圏Dについて StabDは空でなければ可縮である.

3.1. 作業仮説の背景. BridgelandはK3曲面 Sの導来圏Db(S)に対し, StabDb(S)の明示的
な連結成分 Stab†Db(S)を構成し, 次を示した:

定理 3.2. 明示的な領域 P+
0 (S) ⊂

⊕2
i=0 H

2i(S,C)と被覆写像 π : Stab†Db(S) → P+
0 (S)が存

在する.

加えて以下の予想を提示した.

予想 3.3 ([Bri08, Conjecture 1.2]). SをK3曲面とする.

(1) 任意の圏同値Φ : Db(S) → Db(S)は連結成分 Stab†Db(S)を保つ.

(2) StabDb(S)は単連結である.

予想が正しければ, πの被覆変換群Cov(π)は底空間の基本群π1(P+
0 (S))と一致する. AutDb(S)

は StabDb(S)に作用するので, 同型Cov(π) ∼= π1(P+
0 (S))を用いて, AutDb(S)を幾何学的に

解析することが可能となる (詳細は原論文 [Bri08]を参照).

また StabDb(S)が連結であれば予想 3.3 (1)は正しい. そのため予想の提示以降, 様々な三
角圏Dに対して StabDの連結性や単連結性が研究された. 予想 3.3と関わりが深い場合に,

Klein特異点から定まる三角圏がある. 例えばKlein特異点がAn型の場合に, StabD(An)は
連結かつ単連結であることが石井-上原-植田氏により分かっている ([IUU10]).

一方で [All13, Chapter 7]により, P+
0 (S)の普遍被覆は可縮と予想されている. これの予想

を組み合わせることで StabD(S)の可縮性が期待できる. その自然な拡張が作業仮説 3.1で
ある.

3.2. ホモトピー群 πn(StabD)と三角圏Dの関係. StabDは複素多様体なので, 作業仮説は
全てのホモトピー群 πn(StabD)が自明になることと同値である. 故に, ホモトピー群を三角
圏の関係解明を通じ, πn(StabD)の自明性が示せると良い. 残念ながらホモトピー群と圏の
明示的な関係は知られておらず, 経験則として認識されているのみである. ここでは, K3曲
面の導来圏Db(S)の場合に, ホモトピー群と圏の関係について言及する.

π0(StabDb(S)), すなわち連結成分の決定は, Db(S)の球面対象と呼ばれる特殊な対象の分
類問題と密接に関わっている. K3曲面の場合に Bridgeland予想の解決は, Picard数 1の場
合を除いて困難であるが (cf. [BB17]), 予想に対すトイモデルがKlein特異点から定まる三角
圏である. An型特異点に対応する三角圏D(An)の場合に, 石井-上原氏はD(An)の球面対象
を完全に分類した ([IU05]). この帰結として, 先に述べた StabD(An)の連結性が従っている.

また 1次ホモトピー群 π1(StabDb(S))は, 圏の自己同値群 AutDb(S)と関わりが深い.

この様に, 安定性条件の空間の 1次以下のホモトピー群は, 圏の対象や自己同値と関わって
いることが経験則から類推できる4. 作業仮説 3.1を念頭に, 2次以上のホモトピー群と三角
4しかし, これらの関係についての一般論が構築できない点が, 非常に悩ましい.
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圏の関係について考察したい. StabDb(S)のループである単位円 S1から StabDb(S)への写
像は自己同値に対応すべきなので, 2次ホモトピー群は恒等関手 id ∈ AutDb(S)の自己同型
Aut idに対応すべきである. ここで idの自己同型は, 関手の自然変換 τ : id → idに他ならな
い. そこでループ #に対応する自己同値Φ#が StabDb(S)に作用するのと同様に, 自然変換 τ

の StabDb(S)への作用について研究したい.

3.3. 射の圏と無限圏. 上記の動機における問題点は, 自然変換 τ はDb(S)への自然な作用を
持たない点である. そのため StabDb(S)への自然な作用を構成することは (現時点では)難
しい. この問題を解消するために, 自然変換 τ が自然に作用する三角圏の安定性条件につい
て研究することを考える. そこで素朴に思いつく圏が, Db(S)の射を対象とする圏である.

ただし三角圏の射を対象とする圏は三角圏構造を持たないので以下では, 安定無限圏 Cの
ホモトピー圏 h(C)として得られる三角圏のみを考えることにする5. 無限圏や安定無限圏に
関する定義などの詳細は [Lur09, Definition 1.1.2.4]や [Lur17, Definition 1.1.1.9]に譲る. 極
めてインフォーマルには, 空間の様な振る舞いをする “圏”が無限圏である. この観点で見る
と, 無限圏 Cからホモトピー圏 h(C)をとる操作は, 位相空間Xに対しその基本亜群 π≤1(X)

を対応させる操作の類似である. Cでは二つの射 f : x → yと g : x → yが “ホモトープ”とい
う概念が無限圏 Cでは意味を持つ. Cのホモトピー圏 h(C)は, Cにおける射のホモトピー類
をとることで得られる通常の意味での圏である.

ここで最も重要な点は, 次である.

命題 3.4 ([Lur17, Chapter 1]). Cを安定無限圏とし, C∆1
:= Fun(∆1,C)を Cの射のなす無限

圏とする. このとき, C∆1は安定無限圏であり, そのホモトピー圏 h(C∆1
)は三角圏である.

注意 3.5. (1) 代数多様体X の連接層のなす有界導来圏Db(X)は, 有界な連接層のなす
安定無限圏Db

coh(X)のホモトピー圏と同値である: h(Db
coh(X)) ∼ Db(X)6.

(2) C∆1 の対象 f は Cの射なので x, y ∈ Cを用いて, f = [f : x → y]と表せる. また C∆1

での射 τ : f → gは, 大雑把には次の図式である:

x
τ1 !!

f

""
ψ
!!

!

##!
!!!

z

g

""
y

τ0
!! w.

ここでψ : x → wと gτ1 : x → w, τ0f : x → wは一致する必要はなく, Cの中でホモ
トープであれば良い. C∆1における射 τ : f → gの正確な定義は [Lur09]に譲るが, 大

5つまりD = h(C)とし rankK0(h(C)) < ∞を仮定する.
6これらの記号については [Kaw19](本質的には [Lur17])に譲る.
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雑把には τ1, τ0,ψにホモトピー h1 : gτ1 → ψと h0 : τ0f → ψのデータを加えた五つ組
(τ1, τ0,ψ, h1, h0)である7.

(3) 代数多様体X が体 kのアフィンスキーム Speckの時, 射の圏 h(Db
coh(Speck)

∆1
)は,

A2型クイバー • → •の有限次元表現の導来圏Db(• → •)と圏同値である ([Kaw19,

Corollary 6.2]). 射の圏はA2型クイバーの表現の導来圏の拡張ともみなせる.

以上の背景のもとで, Stab h(C)と Stab h(C∆1
)の関係について研究したい. 問うべき基本

的な問いは以下である:

問題 3.6. (1) Stab h(C∆1
)は存在するか？

(2) 位相空間として Stab h(C)と Stab h(C∆1
)はホモトピー同値か？

定理 2.8にあるように, 安定性条件の存在は自明ではない. また作業仮説 3.1により安定性
条件の空間の可縮性が期待されているので, (2)は自然である.

4. 射の圏

以下, 安定無限圏 Cの射を対象とする無限圏 C∆1 のホモトピー圏 h(C∆1
)を h(C)の射の圏

(または単に射の圏)と呼ぶ. 射の圏に関する基本事項を復習する.

はじめに h(C)と h(C∆1
)の間には三つの自然な関手が存在することに注意する.

定義 4.1. d0, d1 : h(C∆1
)⇒ h(C)を

d0([x → y]) = y, d1([x → y]) = x

と定める. また s : h(C) → h(C∆1
)を s(z) = idzと定める.

これらの三つの関手 d0, d1, sは随伴対となっている. つまり次が成り立つ:

補題 4.2 ([Lur09, Chapter 4]). Cを安定無限圏とする. d0は sの左随伴であり, sは d1の左
随伴関手である.

h(C) s !! h(C∆1
)

d0$$

d1
%% ; d0 0 s 0 d1.

h(C)は, s : h(C) → h(C∆1
)により h(C∆1

)の充満部分圏とみなせる. これと補題 4.2の随伴
対から h(C∆1

)は二つの自然な半直交分解を持つ. これを述べるために, 三角圏の半直交分解
を復習する.

定義 4.3. Dを三角圏としD1,D2をDの部分三角圏とする. 組 (D1,D2)が次の二つの性質
を満たすとき, DはD1とD2による半直交分解を持つと呼び, D = 〈D1,D2〉などと書く.

(a) 任意のEi ∈ DiについてHomD(E2, E1) = 0である.

7h(C∆1

)の射は五つ組のデータ (τ1, τ0,ψ, h1, h0)のホモトピー類 [(τ1, τ0,ψ, h1, h0)]である.
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(b) 任意のE ∈ Dについて次を満たすDの完全三角が存在する:

(4.1) p2(E) !! E !! p1(E) !! p2(E)[1]

ただし pi(E) ∈ Diである.

注意 4.4. (a)から E に対して pi(E) (i ∈ {1, 2})は関手的に決まる. つまり, 半直交分解
D = 〈D1,D2〉に対して次の “射影”関手が定まる:

(4.2) pi : D → Di.

自然な包含関手を ιi : Di → Dとすると, ιiと piは次の随伴の関係にある:

ι2 0 p2 and p1 0 ι1.

補題 4.5. Cを安定無限圏とする. また h(C∆1
)の部分圏を次のように定める.

h(C/0) := {[x → 0] ∈ h(C∆1
) | x ∈ C},

h(C0/) := {[0 → y] ∈ h(C∆1
) | y ∈ C},

h(Cs) := {[id : z → z] ∈ h(C∆1
) | z ∈ C}.

このとき h(C∆1
)は, 随伴対 (d0, s)と (s, d1)に応じた半直交分解を持つ:

(1) h(C∆1
) = 〈h(Cs), h(C/0)〉,

(2) h(C∆1) = 〈h(C0/), h(Cs)〉.

h(C/0), h(C0/), h(Cs)は自然に h(C)と圏同値なので, 以下では h(C)と同一視する.

注意 4.6. 半直交分解 h(C∆1
) = 〈h(Cs), h(C/0)〉に対する対象の分解 (4.1)は次の図式で与え

られる:

(4.3) fib f !!

"" ##!
!!

!!
!!

!!
x

f
!!

f

""

f
""
""

&&"
""

"

y

id

"" ''#
##

##
##

##
##

!! fib(f)[1]

""

0 !! y
id

!! y !! 0

ただし fib f は [f : x → y]の写像誰 cone(f)に対し fib f = cone(f)[−1]である. 図式における
h(C∆1

)での射 f → idyは, 随伴対 d0 0 sから定まる自然な射 f → s · d0(f)である.

(2)での対象の分解に対応する図式は (4.3)の矢印を全て反転することで得られる.
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5. 半直交分解と安定性条件

射の圏 h(C∆1
)での安定性条件の存在について言及する. そのために Collins-Plishchukに

よる三角圏の半直交分解を用いた安定性条件の構成を復習する. そこで鍵になるのが “rea-

sonable”な安定性条件である.

定義 5.1 ([CP10]). σ ∈ StabDが次を満たすとき, reasonableであると呼ぶ.

• inf{|Z(E)| | E is σ-semistable} > 0.

また reasonableな安定性条件のなす集合を Stabr Dとする.

注意 5.2. σが台条件を満たせば reasonableである. また reasonableな安定性条件は局所有
限なので Stabr Dは StabDの部分集合である (cf. [CP10, Lemma 1.1]).

命題 5.3 ([CP10]). Dを三角圏, D = 〈D1,D2〉をDの半直交分解, σi = (Ai, Zi) ∈ Stabr Di

(i ∈ {1, 2})とする. Dの部分圏AとZ : K0(D) → Cを次で定める:




A = {E ∈ D | pi(E) ∈ A}

Z(E) := Z1 (p1(E)) + Z2 (p2(E)) .

また σ1と σ2は次を満たすとする:




∃a ∈ (0, 1) s.t. Hom≤0

D (P1(a, a+ 1],P2(a, a+ 1])

Hom≤0
D (A1,A2) = 0

ただしPiは σiの slicingである.

この時 σ = (A, Z)はDの reasonableな安定性条件となる.

定義 5.4. 命題 5.3で定まる安定性条件 σを, σ1と σ2による張り合わせ構成 (gluing construc-

tion)と呼び gl (σ1, σ2)で定める.

定理 5.5 ([Kaw19, Theorem 1.2]). 関手 d0, d1 : h(C∆1
)⇒ h(C)は, 連続写像

d∗0, d
∗
1 : Stab

r h(C)⇒ Stabr h(C∆1
)

を導く. d∗0と d∗1は閉埋め込みで二つの像は交わらない. さらに σが full, d∗0σが full, d∗1σが
fullであることは同値である.

d∗0の構成の概略を述べる. 随伴対 d0 0 sに付随した h(C∆1
)の半直交分解を 〈h(C/0), h(Cs)〉

とする. 自然な同一視 h(C) ∼= h(Cs) ∼= h(C/0)のもとで

(5.1) d∗0σ := gl (σ, [−1]σ)

と定める. ただし [−1]σは自己同値 [−1] ∈ Aut h(C)の安定性条件への自然な作用である.
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d∗1σでは, 半直交分解 h(C∆1
) = 〈h(C0/), h(Cs)〉 に対し次で定める:

(5.2) d∗1σ := gl ([1]σ, σ).

注意 5.6. 定理 5.5から, h(C)に fullな安定性条件が存在すれば, h(C∆1
)も fullな安定性条件

を持つ. これにより問題 3.6の (1)に対する答えを得る.

6. 安定性条件の空間の位相型について

本節では問題 3.6 (2)対する部分的な解答を紹介する.

6.1. アフィンスキームの場合. h(C)がネター環RのアフィンスキームSpecRの導来圏Db(SpecR)

の場合に問題 3.6 (2)が正しいことを紹介する. つまり次が成り立つ:

定理 6.1 ([Kaw20, Corollary 4.11]). C = Db
coh(SpecR)の時, Stab h(C∆1

)と Stab h(C)はホモ
トピー同値である.

証明の概略を述べる. dimR > 0の時, 定理 2.8から Stab h(C) = ∅である. 定理 2.8と同じ手
法を用いることで射の圏 h(C∆1

)について Stab h(C∆1
)の存在と dimR = 0が同値であること

が示せる.

また dimR = 0の時 Stab h(C) ∼= Cなので, 安定性条件の空間は可縮である (cf. 例 2.10).

加えて射の圏 h(C∆1
)について, Stab h(C∆1

)はA2型クイバーの表現の導来圏Db(• → •)の安
定性条件 StabDb(• → •)と同型であることが分かる ([Kaw20, Theorem 4.8]). [Qiu11]によ
り StabDb(• → •)は可縮なので, 問題 3.6 (2)が成立することが分かる.

6.2. 射影的な場合. 次に射影的な場合に問題 3.6 (2)を論じる. 残念ながらアフィンスキーム
の場合のような完全な解答は得られておらず, 限定的な解答のみである.

定理 5.5から σ ∈ Stab h(C)が fullであれば d∗0σと d∗1σも fullである. fullな安定性条件の
集合で非連結な例は知られていないので, d∗0と d∗1は連結成分レベルで同じ写像だと自然に期
待できる. この期待に対する根拠を与えるのが次の定理である:

定理 6.2 ([Kaw19, Theorem 1.4]). C = Db
coh(P1) の時, Im d∗0と Im d∗1は道で繋がる.

証明の概略. StabDb(P1)は [Oka06], [Mac07]により連結である. σ0 ∈ StabDb(P1)とし
て Z0(OP1) = Z0(OP1(−1)[1]) = −1を満たす安定性条件が一意的に存在する. この σ0 ∈
StabDb(P1)について d∗0σ0と d∗1σ0を道でつなげば良い.

注意 6.3. 証明の概略での σ0は種数 1以上の曲線の安定性条件の空間には存在しない. 故に
定理 6.2の証明は種数 1以上では適応できない.
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