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Lr -Helmholtz-Wey I decomposition in 3D exterior domains 

小蘭英雄

1 序

早稲田大学理工学術院基幹理工学部・東北大学数理科学連携研究センター

Waseda University & Tohoku University 

本稿の内容は， MatthiasHieber氏， AntonSeyfert氏 (Darmstadt工科大学），清水扇丈氏（京

都大学），柳澤卓氏（奈良女子大学）との共同研究に基づくものである ([2],[3], [4]) . 

本稿では， 3次元Euclid空間におけるコンパクトな滑らかな境界をもつ外部領域における r乗

可積分であるベクトル場のHelmholtz-Weyl型直和分解について考察する．境界のあるコンパクト

Riemann多様体上の滑らかなp次微分形式のdeRham-Hodge-Kodaira分解については，よく知

られている（例えば， Morrey[9, Chapter 7]). しかし，ベクトル場を滑らかなではないL亡空間ま

で拡張すると，対応する直和分解定理が得られたのは比較的最近である (Fujiwara-Morimoto[1], 

Solonnikov [15]) . ベクトル場は 1次微分形式と同一視できるが， 3次元Riemann多様休に閲し

ては， Hodge の＊—作用素によって 2 次微分形式もベクトル場と対応がつくので， 3 次元空間では

ベクトル場の構造がp次微分形式を支配すると言える．そこで，ここでは最も基本的な股3におけ

る外部領域Q上の L凡ベクトル場uのHelmholtz-Weyl型直和分解を考える．その際まず第一に，

調和ベクトル場，すなわち divu = 0, rot u = 0を満たすuの構造を決定しなければならない．

uのQの境界8!1における条件は， u-vl叩 =0または， ux vlao = 0の2種類である．ここで，

ッは8!1上の単位外向き法線ベクトルである.nが内部領域の場合，これらの調和ベクトル場の
次元は有限次元であることが知られている．この事実は，有界領域における楕円型境界値問題の

核空間が有限次元であることに起因するが，非コンパクトである外部領域においては，決して自

明なことではない．またさらに，その次元数は， Betti数と呼ばれる Qの位相幾何学的な不変量

によって特徴づけられる．外部領域において対応する結果は，筆者の知る限り得られていない．

さて 9上のベクトル場uのHelmholtz-Weyl型直和分解とは，その調和部分h,ベクトルポテン

シャルw,スカラーポテンシャルpを次の等式を満たす様に選ぶことに他ならない．

(1.1) u=  h+rot w十▽p. 

調和部分hがh-vlao= 0なる境界条件を満たすとき，スカラーポテンシャルpは， Simader-Sohr

[13]によって divuを与えられた質量とする Poisson方程式の Neumann境界値問題の弱解を求

めることと同値であることが明らかにれた．一方， hがいまひとつの境界条件hx vlari = 0を

満たすとき，スカラーポテンシャルpは，対応する Dirichlet境界値問題の弱解を求めることとな
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る．両者は内部領域においては，すべの l<r<ooについて一意的に可解であるが，外部領域に

おいては， Dirichlet境界値間題の弱解の一意存在のための必要十分条件は， 3/2< r < 3である

(Simader-Sohr [12]) . この事実は，外部領域における調和ベクトル場のなす空間の次元数が，内部

領域とは異なり可積分指数rに依存することと密接に関係している．同様にベクトルポテンシャ

ルwは， rotuを与えられたデータとして，ある連立系楕P3型境界値問題の弱解をじ空間で求め

ることに帰着される．この連立系楕円型境界値問題の核空間が将に調和ベクトル場であり，その

可解性は内部問題の場合， Fredholmの択一定理が適用出来る．しかし，外部領域に対しては，コ

ンパクト作用素の Riesz-Schauder理論が適用できないので困難さを生じる．

2 調和Eベクトル場の特徴付け

本節では， Oc配をコンパクトで滑らかな曲面aoを境界に持つ外部領域とする．境界条件に
応じて調和 Lr-ベクトル場を次のように定める．

(2.1) X~""(O) := {h E Lr(O): div h = 0, rot h = 0 in 0, h・vlan = O}, 

(2.2) V:0,(0) := {h E U(O): div h = 0, rot h = 0 in 0, h x叫n= 0}. 

x~ 叫）と v:""(O)の空間次元に対し次が成り立つ．

定理 2.1{[3, Theorem 2.1)) 0を滑らかな境界をもっ配の外部領域とし， 1< r < ooとする．

(2.1)と(2.2)で定義される x;""(O)とv,:;,"(O)は共に有限次元ベクトル空間である．

有界領域の場合と同様に，外部領域においても， Qが更に以下の仮定を満たすとき，位相幾何学的

不変量で X~""(O) と Vi,';.,(O) の空間次元を明示的に与えることができる．

仮定 2.1(i)互い交わらない L個の滑らかなコンパクトな曲面r1,... ,r£ が存在して， Qの境界
aoは

L 

ぬ=Uり
J=l 

と書ける．

(ii)各jE {1, ... ,L}に対して，互い交わらない N(j)個の滑らかな曲面叫］），．．．ぶ怠いが存在

して，すべての kE {1, ... , N(j)}に対し Eいは几に横断的に交わり，かつ

[l~jり (0\ 〗／い）
は単連結である．

(iii)各jE 1, ... ,Lに対して， N(j)個の有界で滑らかな境界を持つ配内の開曲面SiJ),... S(j) 
, N(j―) 

とN(j)個の関数h『l,... ,h悶L)E c0,1(D) n C00(D ¥恥）が存在して，以下を満たす．ただし，
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D。<;De配は，各j= 1, ... ,Lとは無関係なP3盤である．

sいns?l= 0, 
副<;:sr,fl c (rj u副），

（几UEい） nsい={x = (x', 邸） E配；x'ED, 功 =hい(x')},
副={x = (x',x3) E配；功＝副(x'),x'E Do}, 
Bj n {(x', x3) E訊 X3> hい(x'),x'E D} c D 

をすべのk,l E {1, ... , N(j)}に対して満たす．ここで， {Bj}f=lは配における互いに交わらない

L個の閉球の族で，各jE 1, ... Lに対して r-cB・ を満たすものである．

定理 2.2{[3, Theorem 2.2}) Dを仮定2.1を満たす配の外部領域とする．次が成り立つ：

(i)すべての l<r<ooに対して， dimX(以D)=N:=1: 如N(j).

(ii) 3/2 < r < ooのとき， dimV{.r(D) = L. 

(iii) 1 < r ::; 3/2のとき， dimV{.r(D) = L -1. 

注意 2.1(i)定理 2.2と有界領域の結果/6,Theorem 2.4)と比較すると， xrar(D)の空間次元は有

界領域と外部領域の場合では，境界をなす曲面の種数の総和Nによる類似性が伺える．

(ii)一方， V{.JD)の空間次元は有界領域と外部領域の場合では異なる．実際，外部頷域の場合，

V{.,(D)で現れる閾値r= 3/2は，後述の定理4.3で見るように外部領域における Laplace方程式の

Diriclet境界値問題の可解性の臨界値である．

定理 2.2に閣しては， Laplace方程式のNeumann境界値問題およびDirichlet境界値間題を解くこ

とによって，それぞれx;.,(n),v:.,(n)の基底を構成する．特に Dirichlet境界値問題の解は， rj

(j=l, ... ,L)上に密度をもつL個の一重層ポテンシャルによって構成されるが，それらの無限遠

方の挙動を Lr(D)で考察することによって， r= 3/2を閾値として一次独立性が異なることが分

かる．

3 Lr -Helmholtz-Wey I分解定理

最初に幾つかの関数空間を導入する.Hl,r(D)とH訳(D)を

(3.1) H1•r(D) = {[u]; u EL[.。c(O),▽ u E U(D)}, iI, 訳(D)= {u E k1,r(D); ulan = O} 
と定義するここで[u]はuの定数を法とする同値類を表す.Hl,r(D)とH訳(D)はノルム llullif,,r
三 IIVullu によって Banach 空間となる-~店(D)をノルム IIVulluによる C!f(D)の完備化とす
る．定義から明らかに fjl,r(D)C Hl,r(D)がすべての 1< rく ooについて成り立つ．また， r=3
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を閾値として2つの関数空間H訳(fl)と凡ド(fl)は異なるが，この差異が分解定理に相応の影響を
及ぼす．さらに，空間xr(n),vr(n), x;(n), 均(fl)を

xr(fl)三 {uE jJl,r(fl); U・vla11 = O}, vr(fl)三 {uE jJl,r(fl); u x vla11 = O}, 

x;(n)三 {uE xr(fl); div u = O}, 匂(fl)三 {uE Vr(fl); div u = O} 

で定めるただし，レはan上の単位外向き法線ベクトルである．ここで， xr(n),vr(n)は共に

ノルム II▽ulluによってBanach空間となる．実際， uE Xr(fl)がu(x)=c,VxEfl(cE良3は

定ベクトル）を満たせば， c=Oであることに注意すればよい.uEVパ切に対しても同様である．

調和部分を x;a)fl)に選ぶ分解定理は次で与えられる．

定理 3.1flを滑らかな境界を持つ配の外部領域とし， l<r<ooとする．任意のuE LT(fl)に

対し， hE xrar(fl), w E内(fl)及びpE j/1,r(fl)が存在して

(3.2) 

と分解され，評価式

(3.3) 

u = h+rot w十▽p

llhllu + IIVwllぃ+II▽Pllu=::::Cllullじ

を満たす．ここでC= C(O,r)は正定数である．分解 (3.2)は次の意味で一意的である．すなわち，
uが別の分解

(3.4) u = h+rot面＋▽§

をある hEXに(0),面€匂(0)及びpE fil,r(O)に対して持つならば，

(3.5) h = h, rot w = rot砿▽p=▽9 

が成り立つ．

注意 3.1(i)定理3.1より

L叩） =X: 氾）①rot匂(!1)①ifl,r(!1), 1 < rく 00 (直和分解）

が成り立っ.L只!1)= {v Eび(!1);div v = 0, v・vlan = O}とおけば， Hr(n)= L;(n)/rot匂(!1)
は Q の 1 次元コホモロジ一群と見なせる．上の直和分解から，同型対応 Hr(n) 竺 X~_,(!1) が得

られる．これは，外部領域における Hodgeの定理の一般化と言える．

定理3.1は有界領域の場合の結果 [6,Theorem 2.1 (2)]に対応し，双方に類似性がみられる．一方，

調和部分をv:a,(切に選んだ場合のベクトル場の分解は次の定理で与えられるが，その結果は対応
する [6,Theorem 2.1 (3)]とは著しく異なる．
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定理 3.20を滑らかな境界を持つ艮3の外部領域とする．

(i) 1 < r ::; 3/2の場合任意の uE Lr(O)に対して， hE V,;.,(O), w E X~(O) 及び p E Il, 訳(0)
が存在して

(3.6) 

と分解され，評価式

(3.7) 

u = h+rot w十▽p

llhllu+II▽ wllu+II▽ Pllu ::::::Cllullu 

を満たす．ここでC= C(O,r)は正定数である分解(3.6)は次の意味で一意的である．すなわち，
uが別の分解

._. 

(3.8) u = h+rot面＋▽9

をある hE v,:;,r(O), w E x;(n)及びpEH, 訳(0)に対して持つならば，

(3.9) h = h, rot w = rot面，▽p=▽ p. 

が成り立つ．

(ii) 3/2 < T < 3の場合任意のUEじ(!.1)に対して， hE V{a)!.1), w E x;(n)及びpE且訳(!.1)

が存在して， uは(3.6)の形に分解され評価式 (3.7)を満たす．この分解 (3.6)は次の意味で一意的

である．すなわち， uが(3.8)の別の分解をある hE V{ar(!J), 面EX;(!.1) 及びpE~店(!.1)に対し
て持つとすると， (3.9)が成立する．

（出） 3:::; rく ooの場合．任意の uE U(!.1)に対して， hE V{.r(!.1), w Ex;(切及びpE~訳(!.1)
が存在して， uは(3.6)の形に分解され評価式 (3.7)を満たす．この分解 (3.6)は次の意味で一意的

である．すなわち， uが(3.8)の別の分解をある hE V{.r(!J), 面Ex;(n) 及びpE~訳（切に対
して持つとすると，

(3.10) h-h=入▽qo, rot w = rot w, p -p =入qo

がある入€ 股に対し成り立つ．ここでqoは， qoEn企3iI, 訂(0)かつ▽qo E ns>3/2 L8(0)であ
り，国→ ooのとき qo(x)→ 1を満たすQ上の調和関数である．

注意 3.2(i)定理3.2の1< r ::; 3/2の場合は，スカラーポテンシャルpをH訳(0)に取らなけ
れならない実際，分解 (3.6)において pE H, 店(0)とは取れない uE U(O)が存在する．他方，
3/2 < r < 3の場合には， (3.6)における pをより狭い空間jj店(0)に取ることができる．このこ

とは，分解の一意性 (3.9)のために本質的である.l<r<3の場合には， B店(0)C lI, 訳(0),
かつ jj店(0)ヂ”訳(0)であることに注意する．定理2.2から， 1< r ::; 3/2のとき， vhar(O)

はdimvhar⑰ = L-Iであり， 3/2< r < ooのときの事実dimvhar(O) = Lと比較すると，
1次元痩せた空間である．その欠損を補填する意味で，スカラーポテンシャルpをより広い空間

”店(0)から選ぶことによって直和分解 (3.6)を実現していると見なせる.3;£r<ooの場合は，

且訳(0)= iI, 訳(0)である（命題4.1).
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(ii) Lr (D) 
工
三{vEL叩）；rot V = o, V X 叫n= 0}とおき，いまひつの Qの1次元コホモロ

ジ一群Hr(D)を

戸）三｛ 叫）／｛▽p;p E雇 (!1)} 1 < r :::; 3/2のとき，
L;(D)/{▽ p;p E局叩）} 3/2 < r < 3のとき

により定義する．このとき定理3.2(i),(ii)から，同型対応ifr(n)竺 v,:,(D)がl<r<3のとき

成り立つ．これも外部領域におけるコホモロジ一群の調和ベクトル場による表現と見なせる．

(iii)定理3.2の3:::;r<ooの場合には，調和部分hとスカラ一ポテンシヤルpは°上の調和関

数qoを法として一意的である．この点は有界領域における分解定理の一意性と大きく異なる．

(iii) u E Hm,r(D), m = 1, 2, ・ ・ ・ であるとき，分解(3.2)及び(3.6)において， w とpがさらなる
正則性w E Hm+l,r(n), p E Hm+l,r(n)を持つかどうかは興味ある問題である．実際， Qが有界

領域の場合には対応する結果が成り立つ (/6,Theorem 2.41). 

4 定理3.1,3.2の証明の概略

4.1 一般化されたLaplace作用素

命題 4.1{Simader-Sohr /12, {7.6)}, Kozono-Sohr /5, Lemma 2.2}) [lを滑らかな境界を持つ股3
の外部領域とする．

(i) 1 < r < 3とする．

(4.1) 且訳(fl)={u E~ 訳(D);uE Lr祖）｝．

が成り立つ．ここで， r,は1/八=1/r -1/3によって定まる指数である．

（社） 3;; rく ooとする．このとき， H店(!1)= if, 訳(!1)が成り立っ．さらにH訳(!1)の閉部分空
間H店(!1)が存在して

(4.2) ”店(n)=~ 訳(0)① ｛入qo;入€ 股｝

が成り立っ．ここで， qoはQ上の調和関数で， I叫→ ooのとき qo(x)→1を満たす． 更に，
qo En企3如 (D),かつ▽qo E ns>3/2 L叩）である．

1 < r く oo に対して，一般化された Laplace 作用素—△r: H, 訂(D)→jjげ(D)*を次で定義する：

(4.3) <—• P,<P〉=(▽P, ▽ <j;), pE~ 店(D),<j; E~ 討I(D). 

ここで，〈•，•〉は fit,r'(D)* と jjげ (D) の双対組である．
一般化されたLaplace作用素ーふの核Ker(―△r)と値域R(―△r)に対して次が成り立つ．
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命題 4.2{Simader-Sohr /12, Theorem 7.2}, Kozono-Sohr /5, Corollary 3.4/) 

(i)すべての 1< rく ooに対して， Ker(―△r)は有限次元ベクトル空間であり， R(―△r)は
恥,r'(O)*における閉部分空間である．
(ii) 1 < r < 3に対して， Ker(―△)= {O}. 
(iii) 3/2 < rく ooに対して， R(―△r) =且t,r'(O)*.

(iv) 3 ;::; r く oo に対して， Ker(—ふ）＝｛入qo; 入€股｝．

命題4.2と閉値域定理より， 1< r < 3/2のとき
~1 r' 

= ,fEH,。,(O)*に対して

(4.4) （▽ P, ▽ ¢) =〈f,cp〉, Vcp E且t,r'(0)

を満たす一意なpEH, 訳(0)が存在することと， fが直交条件〈f,qo〉=0を満たすことは必要＋
分である他方， 3/2< r < ooの場合には，任意の fERド(O)*に対して， fに対する直交条件
を課すことなく pER店(0)は存在するが，一意性は3/2< r < 3のときにのみ成り立つ．しか
し， 1< r;;; 3/2の場合には， fが直交条件を満たさなくても， (4.4)における試験関数¢ の空間を
月侶I(0) = iI訳'(o)から， (4.2)によって定まるより狭いH訳I(0)に置き換えると次の様な制限
された意味での一意存在の結果が得られる．

補題:._,4.1 {Simader-Sohr /12, Theorem 7. り） 1 < r;;; 3/2, 0を滑らかな境界を持つ配の外部領
域 HJ,r'(0) を (4.2) で r を 3~r'< ooに置き換えた空間とする．このとき，任意のgEH, 訳I(O)* 
に対して，

（▽ q, ▽心）＝〈g,心〉， V心EJi: ド(!1)
を満たす一意な qE H, 店(!1)が存在する．ここで〈・,・〉はfit,r'(!1)*と元t,r'(!1)の双対組である．
さらに qは次の評価式を満たす：

II▽ qllじ::;Cllglliiげ(fl)*

ここで， C= C(!1,r)は正定数である．

4.2 ベクトルポテンシャルの構成

(3.2)及び(3.6)で与えられるベクトルポテンシャルwは，次の定理4.1を示すことで得られる

定理 4.1!1を滑らかな境界を持つ良3の外部領域とし， l<r<ooとする．

(i)任意の uE Lr(O)に対し

(4.5) (rot w, rot <I>) = (u, rot到，沖 E汀 (!1)

を満たすwE x;(nJが存在し，次の評価式を満たす：

(4.6) II▽ wllu::; Cllullu, 
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ここで， C= C(O,r)は正定数である．

(ii)任意のuE U(O)に対し

(4.7) (rot w, rot剣 =(u,rotlJt), 匹€ げ (D)

を満たすWE匂(0)が存在し，次の評価式を満たす：

(4.s) 11▽ wllu:::::Cllullu・

ここで， C= C(O,r)は正定数である．

4.3 スカラーポテンシャルの構成

まず，定理3.1の(3.2)で与えられるスカラーポテンシャルpE ifl,r(!1)を， Poission方程式に対

する Neumann境界値問題の弱解として求める

定理 4.2(Poission方程式に対する弱Neumann問題） (Simader-Sohr {13, Theorem 1.4}) 

Qを滑らかな境界を持つ配の外部領域とし， l<r<ooとする．任意のuE Lr(D)に対して，

(4.9) (▽ P, ▽心） = (u, ▽ゆ）， V心Eifl,r'(!1) 

を満たす一意的なpE ifl,r(!1)が存在して，次の評価式を満たす．

IIVPIIじ ~Cllullu­

ここで， C= C(D, r, R)は正定数である．

次に，定理3.2の(3.6)で与えられるスカラーポテンシャルpを構成する.(4.9)のpとは異なり，

(4.3)で定義した一般化された Laplace作用素ー△r : fiJ,r (!1)→fi討I(!1)*に対する， Poission方
程式の Dirichlet境界値問題の弱解の考察に基づく．定理4.2で示された弱Neumann問題はすべ

ての 1< rく ooに対し一意可解であるが，弱Dirichlet問題の可解性はrに依存して異なる．

定理 4.3(Poission方程式に対する弱Dirichlet問題） 9を滑らかな境界を持つ JR3の外部領域

とする．

(i) 1 < r~3/2 の場合．任意の u E Lr(D)に対して，

(4.10) (▽ P, ▽ ¢) = (u, ▽の）， ¥:/¢EH, ド(!1)

を満たす一意的なpE JI, 訳(!1)が存在し，次の評価式を満たす．

(4.11) IIVPIIじ ~Cllullu-

ただし， C= C(D,r, R)は正定数である．

(ii) 3/2 < r < 3の場合任意の uE U(D)に対して， (4.10)を満たす一意的なpEfj店(D)が
存在して，評価式 (4.11)を満たす．

(iii) 3~r く 00 の場合．任意の u E U(D)に対して， (4.10)を満たす一意的なpEH, 訳(!1)が
存在して，評価式 (4.11)を満たす．
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注意 4.1命題4.2{iii)で指摘されているように， 1< rさ3/2の場合，ー△rは全射とはならない．

従って，より広い空間であるH訳(fl)を(4.10)の可解性のための解の空間として採用するこれに
ついては， Simader-Sohr/14, Threorem 1.2}, P吋ss-Simonett{10, Theorem 7.4.3}, Shibata /11, 

Theorem 3.2}に詳しい．

4.4 定理3.1と定理3.2の証明

調和部分の境界条件を確認するため， Eふ(0)とE;0,(0)を

E;,)n) 三 {uE Lr(n); div u E U(n)}, llullEdiv = llullu + lldiv ullu, 

E;0JO) 三 {uE U(O); rot u E Lr(n)}, llullE;o, = llullu + llrot ull£r 

で定義する.Eぶ(0),Eぶ(0)から，それぞれ境界anへの一般化された法線方向および接線方向
のトレース作用素1ッ， Tッは，それぞ以下の様に有界線形作用素として定義される．

和： uEEぶ(0)→和uEH1ー占（ぬ）*, '四=U・vla11, U E Q血）叫

T..,: u EE;, 血）→T..,U E H1--!r(an)*, T, 匹=u x vla11, u E C, 間）3_ 

実際， 一般化された Stokesの公式

(4.12) 

(4.13) 

(u, ▽ q) + (div u,q) =〈"fvU,"(oq〉8!1,

(u,rotゆ） = (rot u, ゆ）＋〈ルu,'rOゆ〉8!1,

uEEぶ(0),q E ifl,r'(!.1), 

uEEぶ(!.1),ゆEifl,r'(!.1) 

が成り立つ様に， 7ッ及びTvが定義できるここで， 'YOは通常の ifl,r'(!J)から H1-;;,(an)へのト

レース作用素，〈・,・〉anは

Hげ (80)*とHl一?(ぬ）の双対組である.l<r<ooに対して

x~ 叫） {h EEぶ(0)n E;0,(0); div h = 0, rot h = 0, "fvh = O}, 

v:a,(D) = {h EEぶ(D)n E;0,(D); div h = 0, rot h = 0, T,_,h = O} 

が成り立つ．

4.4.1 定理3.1の証明の概略

l<r<ooとする.u E U(!l)に対し，定理4.2のpE j/1,r (!l)と，定理4.1(ii)のWE均(!l)を
用いて h三 u-rot w―▽pと置き， hE x;a,(!l)を示す．明らかに hEじ(!l).(4.9), (4.13)より

(h, ▽ゆ） =(u―▽ P, ▽ゆ）一 (rotw, ▽ゆ）＝ー(w,rot▽心） =0, 

が成り立つ．また (4.7)と(4.13)より

如 EC/5°(!1). 

(h, rot w) = (u -rot w, rot w) -(▽ p, rot w) = (p, div rot w) = 0, ¥:/([I E C0(0)3 
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が成り立っ．故に， 9上の超関数の意味で， divh = 0とroth = 0を満たすことが証明された．

次に境界条件和h=Oを示す.(4.9)と(4.12)より

O=(u-v'p, ▽ q) =〈加(u-v'p),"foq〉ao, Vq E ill,r'(0). 

"/0: H1• 国）→ Hl--;,(叩）は全射で，この恒等式より加(u-v'p)=Oが従う．更に， wE vr(O) 

より TvW= 0である．故に (4.13)から

(rot w, ▽ q) = (w, rot▽ q) -〈TッW,"(O▽q〉ao= 0, Vq E H2,r'(0) 

を得る.H2,r'(0)はHl,r'(0)で欄密であるから，上式から

(rot w, ▽ q) = 0, Vq E H1•r'(0) 

が成り立つことが分かる．他方， (4.12)より

0 = (rot w, ▽ q) = -(div rot w,p) +〈"(,,rotw, "(oq〉ao, Vq E H1,r'(0). 

が成り立つ．再び'Yoの全射性とこの恒等式より "(,,rotw = 0となり，これより和h=Oを得る．

表現(3.2)の一意性については省略する．

4.4.2 定理3.2の証明の概略

uEL叩）とする．定理4.3より 1< r < 3/2の場合は pEH, 訳(!1)に， 3/2< r < 3の場合は
ご

p E ii: 店(!1)に， 3'.','.r < ooの場合はpE If, 訳(!1)と取る．まず， (3.6)で定めたh= u-rot w-v'p 
が， v;.,(n)に属することを示す．明らかに hE U(O)であり，定理3.1の証明と同様に，超関数の
意味で0でdivh = 0及びroth = 0を満たすことがわかる．従って，境界条件Tvh=0を満たす

ことを確認すればよい．

"fop= 0であるので， (4.12)と(4.13)より

これより

(4.14) 

〈Tv(v'p),"/0ゆ〉an=(▽ p,rotゆ）＝〈"/OP,"/v(rotゆ〉叩 =0, V心EHl,r'(!1). 

ル(v'p)= 0 

が従う．任意のゆ EHl,r'(!1)3に対し， ifl,r'(!1)において次のPoisson方程式の弱Neum皿 n問題

を考える．

｛翌二divゆ inn,
av 
ゆ・V Oil 80. 

任意の cpE fll,r(O)に対し，（▽q, ▽ cp) = (ゆ，▽cp)を満たす一意解qE ifl.r'(O)の存在と， D2qE 

Lr'(O沢は知られている.<I? 三ゆ―▽qと定めれば， <I?E Lr'(0)叫div<I? = 0, rot <I? E Lr'(0)汽及び
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<l>-vlan = 0. 従って， <I>Ex;'(0)である.rotゆ=rot <I>及びrot(u-rot w) = rot (h十▽p) = 0 

より， (4.13)と(4.5)から

〈r,.,(u-rot w), "(oゆ〉8!1 (u -rot w, rotゆ）ー (rot(u -rot w), ゆ）

(u -rot w, rotゆ）

(u -rot w, rot剣 =0

が従うここで，ゆ EHl,r'(f2)3は任意であるから，

(4.15) T,,(u -rot w) = 0 

を得る. (4.14)と(4.15)よりルh=Oであり，表現式 (3.6)において hE v;.Jn)が従う．評価式
(3.7)は(3.6),(4.6)及び (4.11)を合わせて成立する.(3.6)の表現の一意性については省略する．
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