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孤立特異点を持つ completeintersectionに沿う

対数的ベクトル場の計算法について

By 

田島慎一；渋田敬史 7鍋島克輔＊＊＊

§1. 序

斉藤恭司により導入された対数的ベクトル場の概念は，特異点の幾何と複素解析を結

びつける懸け橋の役割をはたす重要な概念である．対数的ベクトル場に関しては，現在に

至るまで様々な観点から研究されてきたが，特異点の近傍における局所的性質に限っても，

未だに明らかにされていないことが多い．本稿では複素解析の観点から，孤立特異点を持

つ completeintersectionに沿う対数的ベクトル場について考察する．

さて， J.WahlとA.Aleksandrovは独立に， weightedhomogeneousなcompletein-

tersectionに沿う対数的ベクトル場を与える公式を得ている ([3,28]). また，本稿の著者

らは論文 [11,14]において，孤立特異点を持つ semiquasi-homogeneousな超曲面に沿う

対数的ベクトル場を求める計算法を与え， [15]において，孤立特異点を持つ (semiquasi-

homogeneousとは限らない）一般の超曲面に沿う対数的ベクトル場を求めるアルゴリズム

を与えた．これらのアルゴリズムは， Bruce-RobertsMilnor数の計算， torsion微分形式の

計算等に応用されている ([15,24]). しかし，現時点では，超曲面以外の一般の varietyに

対しその対数的ベクトル場を求める構成法は末だ確立しておらず，対数的ベクトル場の複

素解析的な構造を具体的に決定したり諸性質を解明することが一般には困難である．

本稿では，孤立特異点を持つ completeintersectionの場合を考察する.Local cohomol-

ogyとMatlisd叫 ityに基づくことで，対数的ベクトル場を求めるアルゴリズムを構成す

ることが可能であることを示す．

§1.1. Matlis duality 

この節では，局所コホモロジーの概念を用いて，収束幕級数環を係数とする加群にお

ける Matlisdualityに関し，基本的事項を復習する.xは Cれの原点 0 の近傍， X=
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(x1,X2,・ ・・,xn)はその局所座標系とする.xにおける正則関数のなす層を Oxで表し，

その 0における stalkをOx,oで表す.Xにおける正則 n微分形式のなす層を Q文で表

し，その原点 0 における局所コホモロジーを甘『o}(n文）で表すことにする．

正の整数 fに対し

res{o}(*, *): (Ox,o/ x (叩o}(n茂））£ —• C 

なる pairingを考える．ここで res{o}は，

p=(h1,h2,・・・, 加） E (Ox,o)cとw=t (w1,w2, ...'四） E (均O}(噂））£

に対し，局所コホモロジー類pW=Lいh凸 EH{o}(n伐）の Grothendiecklocal residue 

res{o}(区:=lh凸）を対応させる写像

res{o}(p,w) := res{o}(~ い）
i=l 

である．この pairingres{o}は， (Ox,0)£ と(1-l『0}(0文））tとの双対性を与える．より正確

には，両者は局所凸位相ベクトル空間の構造を持ち，局所凸位相ベクトル空間として互い

に双対の関係にある（詳しくは FrechetSchwartzベクトル空間と dualFrechet Schwartz 

ベクトル空間に関する双対性を参照されたい ([8,27])). 

いま， (Ox,o/の部分加群 Nは Ox,o上 P1,P2,・・・,Pmにより生成されるとする．こ

の Nに対し，（叩O}(悶）Vに属す局所コホモロジー類であり， N により annihilateされ

るもの全体のなす集合 WNを考える．

叫={w =t (w1,w2, ・ ・ ・,wR) E (叩o}(n文））£ILhiWi = 0, ¥:/p = (h1,h2,・・. ,ht) EN}. 
i=l 

部分加群 N のcolengthは有限であると仮定する．即ち，商空間 (Ox,o//Nはベクトル

空間として有限次元であるとする．このとき， resから次の pairingが誘導される．

res(*, *): (Ox,ol/N x WN→ cc. 

古典的な Matlisduality ([10])により，この pairingは非退化である ([5]).

次に，収束稲級数環の代わりに形式票級数環 Ox,oを係数とする加群の場合を考える．

まず，次の式で定義される代数的局所コホモロジー Hfoi(0茂）を考える．

加ai閲） =Extに00(0x/m尺Q文）．

ただし m= (互砂，・・・,Xn)はm心2,・・・，％により生成される極大イデアルを表すとす

る.N=叫，o0NC鳴，0とおき，先程と同様に

p_ 

応＝｛山 =t仰，五・・・，西） E (1-l伽(0文）llLh凸 =0,咋＝（柘，加，・・・，応） E JV} 
i=l 
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と定める．このとき，次の pairingは非退化である ([10]).

res{o}(*, *): (応，o)'!N x応→C. 

通常，可換環論ではこの非退化な pairingをMatlisdualityと呼んでいるようである ([5]).

§1.2. algebraic local cohomology 

前の節と同様に Nc (Ox,olは Ox,o上P1,P2,... ,Pm E (Ox,olにより生成され

た (Ox,o)Rの部分加群であり，その colengthは有限であるとする.Nに対し，

応={a E (閏o}(Ox))RI Pia= O,i = 1,2,・ ・・,m}, 

恥 ={aE(1i似(Ox)/I Pia= O,i = 1,2, ・ ・ ・,m} 

と定める．以下，微分形式dx= dx1 A dx2 A・ ・ ・A dxnをfixして考える．このとき，次が

成立する．

WN = {adx Iび E応}, WN={adxlaE凡¥T}. 

加群 N は条件 dimc((Ox,0)£/N)< oo を満たしているので iIN~HN が成り立つ．ま
た，微分形式dxをfixしているので WNとHNを同一視できる．本稿ではさらに HNと

HNを同一視する．

部分加群 N が多項式の組Pi=(hi,1,hi,2,・・・,hi,£) E Q[x]R, i = 1,2,・・・,mにより生

成されている場合は，論文 [21]にあるアルゴリズムにより HNのベクトル空間としての

基底を求めることができる．

この節のまとめとして， Matlisdualityの最も基本的な応用を一つ上げておく．

p= (h1,h2,・・・,ht) E (Ox,olとする．このとき， pa=0,¥/a EHNはpENが成り立

つ必要十分条件である．

収束幕級数環を係数にもつ部分加群 Nc (Ox,olが， algebraiclocal cohomologyに

より完全に特徴付けられることに留意されたい．

§2. logarithmic vector fields along ICIS and Matlis duality 

前の節と同様に X は Cれの原点 0 の近傍とし， h,h,・・・,Jcは X 上の正則関数と

するまた， h,h,・・・,fcの定める variety

V={xEXIJ心） =f如）＝・ ・・=fc(x)=O}

はcompleteintersectionであり， X における特異点は原点 0のみであると仮定する．局

所環 Ox,oにおいて fぃh,・・・,Jcが生成するイデアルを Io=(fぃh,... ,Jc)で表す．

定義 ([4,20]). V はX 上の正則ベクトル場の germであるとする．イデアル Ioに属すす

べての正則関数の germfに対し v(f)がIoに属すとき， vは Vに沿って対数的であると
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いう.vに沿って対数的なベクトル場全体のなす集合は Ox,o加群の構造を持つ．この加

群を Derx,o(-Iog V)で表す．

いま
8fi 8h 8!£ 

防 =(・  • ・)  E (Ox,o)R, i = 1,2, ・ ・ ・,n, 
釦 i'axi''axi

加 =eふ E(Ox,o/, i,j = 1, 2, ・ ・ ・,£, 

とおく．ただし ei= (0, 0, ・ ・ ・, 0, 1, 0, ・ ・ ・, 0) E zRは i番目の単位ベクトルである．

さて，原点 0 における正則ベクトル場の germ

a a a 
v = a1(x) +叫x) + ・ ・ ・+ an(x) 

釦 1 8x2 釦 n

が与えられたとする．ここで係数はすべて aiE Ox,o, i = 1,2, ・・・，n,即ち，正則関数の

germである．このとき， vがVに沿って対数的なベクトル場となる必要十分条件は，次を

満たす正則関数の germの組ci,jE Ox,o,i,j = 1,2,・・・,£ が存在することである．

区叫x)pi= L ci,1(x)Pi,j・

そこでいま贔の係数に注目し， P2,p3,・ ・ ・,PnとPi,j,i,j= 1,2,・・・,£ が (Ox,olに

おいて生成する Ox,o加群 Nrを考える．

Nr = (P2,P3, ... ,Pn,Pl,l,Pl,2, ... ,Pn,£) C (Ox,of 

正則関数の germa E Ox,oに対し，差「の係数が aであるような正則ベクトル場

a a a 
v = a(x) —+ a2(x) —+··· — + an(x) 

釦 1 8x2 釦 n

を考える．このとき， vが Derx,o(-logV)に属す対数的ベクトル場である必要十分条件

は Nrを用いて， a(x)p1E Nrにより与えられることは明らかである．

以下， dimic((Ox,ol/Nr)< ooであると仮定し，

HNr={aE(閏o}(Ox)/1Pia=0,i=2,・・・,n, Pi,1a=O,i,j= 1,2,・・・,£}, 

H心={p1び Ia E HNr} C閃o}(Ox)

とおく．さらに HN△ のOx,oにおける annihilatorAnrゆx,o(H狐）を考える．

Annox,o(H心） = {a E Ox,o I a8 = 0, ¥:/8 EH心｝．

このとき，次が成立する ([22])

定理 a(x)E Ox,oとする．次の形の正則ベクトル場

a a a 
v = a(x)一＋知(x) —+··· — 

8x1 8x2 
+ an(x) 

8xn 
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でDerx,o(-Iog V)に属するものが存在する必要十分条件は， a(x)E Annox,0(H心）が

成り立つことである．

例 lf孔x,y,z)=丑+yz汽h(x,y,z)=炉+z3とし V= {(x,y,z) EX  I fi(x,y,z) = 

鼠x,y,z)= O}と定める． ここで X は，びの原点 0の近傍とする. V は weight

vector(7, 6, 4)を持つweightedhomogeneous complete intersectionである．変数zに注目

し， Pl=(恰，恰）， P2= (紛，恰）， Pl,l= (!1, 0), Pl,2 = (h, 0), P2,1 = (0, Ji), P2,2 = 

(0ふ）とおき， P1,P2, P1,1, P1,2, P2,1, P2,2が生成する加群を Nrとする．このとき， HNrは

13次元であり，そのベクトル空間としての基底は

([+l)'([,~zl)'([,~,])'([xu;,,l)'([,>,JH[Li).

([,>"]).([,,>,,]).([,>~.l)'([ ,,!,, l)'(-[ l:::f l) 
(-'[,~ いl+2 [,:,,]) C'[~ いl+'[xu'.'z'l) 

［ふ] ' [xyい］―［企し］ ＇ 

で与えられる．

これらの localcohomology classesに加＝（紐，紐） = (2yz, 3丑）を掛けることで

H△ の基底

い]'[x:2 z]'[ x;yz] 

を得る．論文 [13,23]にあるアルゴリズムを用いることにより，イデアル Anrゆx,o(H心
のstandard基底 {x叫y叉xy,z}を得る．

先程の定理により， Vに沿う対数的ベクトル場 V= a1羞＋四羞 +a羞の羞の係数

aは， {x汽炉，xy,z}が生成するイデアルに属することになる．

対数的ベクトル場の構成に関する議論を先に淮める前に，いままで用いた Nrの構造

について考える必要がある．そのために，び EHNrに対し p1aを対応させる写像ァを考

える．ここで，

Pl= ( 
afi ah afc 
OX1'OX1''OX1 

) E (Ox,o) 

である．また， H巧 C(均o}(Ox))£ を次で定める．

H巧 ={TE(叩o}(Ox))cIP汀=0, i = 1, • • • , n, p可=0, i, j = 1, 2, ・ ・ ・, £}. 
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このとき， Ker('Y)= HNTが成り立つことから，次の完全系列

0→ HNT ---+ HNr ---+ HN△ ---+ 0 

を得る．したがって

dimc(Ox,o/Annox,o(HN,:,.)) = dimc(HNr) -dimc(H巧）

が成り立つ事がわかる ([22]).

ベクトル空間 HNTの次元は varietyVの複素解析的不変量であるが ([7,9]), HN△ の

次元は計算に用いた座標系，より正確には超平面の選び方に依る．左辺にある

dimc(Ox,o/Annox,a(H心）），

即ち dimc(H心）は対数的ベクトル場の偏微分羞了の係数が原点でどの程度vanishする

かを数値的に測っている．このことから，対数的ベクトル場の複素解析的な構造に着目す

る際は， dimc(Ox,o/Anrゆx,o(H心））がもっとも小さくなるような座標系を予め求め，そ

の座標系を用いて対数的ベクトル場を構成すべきであることが分かる．

§3. genericity 

この節では，対数的ベクトル場の複素解析的構造を調べるのに適した座標系をどのよ

うに選べばよいか，その方法についての概要を与える． この方法は，理論的には polar

varietyに関する B.Teissierの結果 ([25,26])に基づいている．算法として実現するため

に， parameter付で Matlisdualityを計算するアルゴリズムを用いる．

§3.1. Teissier's results on polar varieties 

t = (ふふ，...ふ） E (C八(0,0, ・ ・ ・, 0), に対し超平面

L~= {x E en I fax1 +む四十...十品Xn= O} 

を考える．一般性を失うことなく，ある tk= 1となる Kが存在するとしてよい．

線形の座標変換

均＝ 叩 fori # k, 
咋 =6x1+・・・十tk-lXk-1+ Xk + tk+l咋 +i+・・・十品Xn

を用いて

gj(z,t) = Jj(z1,・・・,Zk-1,Zkー 6z1-t匹 2-・ ・ ·-~k-lZk-1 

と定め

-~k+l咋+1 -... 一 ~n知， Zk+l, ・ ・ ・, Zn) 

8g1 8g2 ogc 
叫z,~) = (一ー・・・ —) E (Ox,o/,i = 1,2,・・・,n, 

釦i'OZi''OZi

叩(z,~) = eigj(z,~) E (Ox,o/, i,j = 1, 2, ・ ・ ・,£, 
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とおく． ここで~= (丘む，・・・，品）は parameterとみなしている. (Ox,o/において

qi,iヂKとqi,j,i,j= 1,2,・.. ,cが生成する Ox,o部分加群を Nrとで表す．

Nr< = (q1, q2, ・ ・ ・ , qk-1, qk+l, ・ ・ ・ , qn, q1,1, q1,2, ・ ・・ ，叩）．

Nr1; は伝のみによることに注意し，自然数 vを次で定める．

v = min (dimic((Ox,o/ /Nい・
[~]Eil'n-1 

ただし，[(]は(=(6ふ，...,(り E(C八(0,0, ・ ・ ・, 0)の同値類が定める射影空間 lP'n-1の

元を表す．

射影空間の部分集合 Uを

U = {[(] E lP'n-l I dimc((Ox,o//Nい=v} 

で定める.B. Teissierの結果 [26]より UはlP'n-1のZariskiopen dense subsetであるこ

とが従う．前の節と同様に

底 I;={び E(叩o}(Ox)/ I qia = 0, i -/-k, qi,ja = 0, i, j = 1, 2, .. ・, £}, 

H心 1;= { qka Iび EHNr1;} 

とおく．このとき，[(]に対し， dimc(H心 I;)が最小となることと dimc((Ox,o)'/Nr.)= v 

が成り立つことは，同等であることに注意する．

§3.2. parametric Matlis duality 

一般に，集合 u,あるいは pn-1¥Uを求めることは極めて困難である．しかし幸いな

ことに，以下に述べるように， Matlisdualityを求めるアルゴリズム [21]をパラメータ付

きに拡張し [16]に与えた方法を加群の場合に適用することで， uの値を求めることは可能

である．

いま Ji,h, ・ ・ ・, !£E (Q)[x] = (Q)[x1, x2, ・ ・ ・, Xn]は£ 個の多項式の組で，原点 0の近傍

XcCれにおける共通零点集合 V= {x EX  I fi(x) = f心） =・ ・ ・= h(x) = O}は，原点

0 を孤立特異点としてもつ completeintersectionであるとする．

パラメータ~=(も， 6,···,~n-1,l) に対し， H囮 ((Q)(~)[z]) は有理関数体 (Q)(~) を係数

に持つ localcohomologyであるとする．

H贔 ((Q)(~)[z]) = Extば→00((Q)(~)[z]/(z1, z2, ・ ・ ・, Zn)尺 (Q)(~)[z]).

次のアルゴリズムにより，ツの値を求めることが出来る．

Algorithm I 

Input: fi(x), h(x), • • • , !£(x) E (Q)[x]: defining polynomials of an ICIS V 
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Output: v 

BEGIN 

叫z,~) ← Ji(z1, ・ ・ ・, Zn-l, Zn -6z1 -~ 四—・．．— ~n-1Zn-1) E (Q)(~)[z],j = 1,2,・・・,£; 

叫z,~) ←(謄笥..・，盟） E (Q)(~)[z], i = 1, 2, • • • , n; 

qi,j(z,~) • eの (z,~) E ((Q)(~)[z])f, i,j = 1,2,・ •·,£; 

刃 ← compute a basis of the vector space HNr in H贔((Q)(,;)[z])R;
€ 

/* use a parametric version of the algorithm on Matlis duality * / 

v← I~I; /* the number of the elements of~* / 

return v; 

END 

次のアルゴリズムは，選んだ超平面が genericか否か判定し， genericな場合には対数的

ベクトル場の構成に用いる localcohomologyを出力する．

Algorithm II 

Input: Ji, h, ・ ・ ・, !£, v, (3 = ((31, (32, ・ ・ ・, (3砂E(Q)八(0,0, ・ ・ ・, 0) with f3k = l 

Output: a basis of HNrf3, if (3 is generic. 

BEGIN 

gj(z,(3)← Jj(z1, ・ ・ ・, Zk-1, Zk -(3戸 1-(3匹 2-... 

-f3k-1Zk-l -f3k+l咋 +1-・.•-f3n年， Zk+1,···,zn),i = 1,2,・・・,£; 

叫z)←（謄謄・・・，控） E (Q[z])£, i = 1, 2, • • • , n; 

如 (z)←eigj(z) E (Q[z])R, i,j = 1,2, ... ,£; 

均 ← compute a basis of the vector space HNrf3 in H伽(Q[z])£;

if IE/31 exceeds v, then 

return "the hypersurface is not generic" ; 

else if I応I=v, then 

return均；

END 

計算例をふたつ与える．最初の例は，既に前の節において扱ったweightedhomogeneous 

な特異点の例である ([6]).2つ目の例は， quasihomogeneousでないcompleteintersection, 

即ち，どの様に座標変換しても weightedhomogeneousに変換できない特異点である ([2]).

例 1の続き. fi(x,y,z)=呼 +yz汽h(x,y,z)=炉＋性とおく.Algorithm Iを実行す

ると v= 13を得る．従って，第 2節の計算より，超平面 z=Oは genericであることが分

かる．
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例 2fi(x,y,z) = xy+z叫h(x,y,z) =炉＋炉+y砂とする.Algorithm Iょり， V = ll 

を得る．

(i) 超平面 z=Oを考え,/3 = (0, 0, 1)とおく.Algorithm IIょり， z=Oはgenericでな

いことが分かる．実際，このとき， dimic(HNr ) = 12である．
(0,0,1) 

(ii) 次に，超平面 y= 0を考え， /3= (0, 1, 0) とおき， AlgorithmIIを実行すると，
dimic(HNr = 11であり， y=Oは genericであることが分かる・HNr の基底は

(0,1,0) 
） 

(0,1,0) 

次で与えられる．
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{[x~z]'[x:2z]'[炉し],[x:3z]}, {しし]'[x:z2]'[丑し］—嘉 [x~口］｝

である．対応するスタンダード基底を求めると，夫々 {x汽xy,y汽z},{x汽x+lOy,xz, 丑｝

で与えられる．これらの事から， Vに沿う対数的ベクトル場のなす加群の羞の係数のな

す（局所環 Ox,oにおける）イデアルは {x叫xy,y叫z}で生成され，烏の係数のなすイデ

アルは {x汽x+ lOy,xz, 丑｝で生成されることが分かる．

§4. algorithms 

以下，すでに必要な座標変換を行い，ある自然数 Kに対し f3k= lを満たすgと'(3が

定める超平面に付随する localcohomologyの加群 HNr13の基底幻 cH贔(Q[z]/を求め

てあるとする．また， qk= (盟ぃ続，・・・喩闘） E (Q[平を用いて

H△ 13 = SpanlQl{qkび 1 び€ 均｝
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の基底も既に求めてあるとする． 収束幕級数環 Ox,oにおける H△/3の annihilator

Annox,o(H心 fJ)のスタンダード基底を Aで表す．このとき， aEAに対し a(z)qkE Q[zjl 

は叫，o-加群 Nrf!に属す．従って， Vに沿う対数的ベクトル場であり羞；の係数が aで

ある正則ベクトル場が存在することは，第 2,3節で既に述べた通りである．

この節では，これらの生成元が与えられたとしそれに対応する対数的ベクトル場を構

成する方法についてその概略を述べる．この問題は基本的には収束幕級数環を係数とす

るような加群におけるシジジーの計算と捉えることができる．しかし，局所環を係数とす

る加群の世界における問題であるため，計算コストが非常に高い．既存のアルゴリズムを

そのまま用いても相当量のメモリーと時間が必要となり，実際には答えを得ることが極め

て困難であることが多い．以下に紹介する計算法では，この計算上の困難を避けるために

新たな技法を考案し，改良を施すことで計算の効率化を図っている

まず， qi,i = 1, 2, ・ ・ ・, k -l, k + l, ・ ・ ・, nとqi,j,i,j= 1,2,・・・,£ がQ[z]J::: 生成する

Q[z]'の部分加群を考え Mr13とおく．次に， 2つの加群の多項式環 Q[z]における colon

ideal MrfJ : (a(z)qいを考える ([1]).このとき， colonideal MrfJ : (a(z)qk)に属す多項式

u(z)であり， u(O)-/c 0を満たすものが存在する．明らかに u(z)a(z)qkE Mぃを満たす．

QQ = [q1, q2, ... , qk-1, qk+l, ... , qn, q1,1, q1,2, ... , q1,£, q2,1, ... , q2,£, ... , q£,£] 

とお<.QQが生成する加群 Mrf3のグレブナ基底を GMrf3= {gr1,gr2, ・ ・ ・,gハ｝とおく．

グレブナ基底 grjと生成元 QQの間の関係式のリストを Rqqで表す．

grj'= Lri', ふ +L巧I,i,jqi,j・

浮 k i,J 

ただし乃，i'乃，i,j'E(Q)[z]である．さらに， Q= [q1, q2,''', qk-l, qk+l,''', q月のシジジ一

のグレブナ基底を泌とする．次の procedureを用意する ([12]).

procedure 

Input: GMr13, Rqq, Sq, -u(z)a(z)qk 

Output: [b1, b2, ・ ・ ・, bk-l, bk+l, ・ ・ ・, 加]such that there exist di,j, i,j = 1, 2, ・ ・ ・, £ 

that satisfy 

-u(z)a(z)qk(z) = b1(z)q1(z) + b2(z)q2(z) +・ ・ ・+bk-1(z)qk-1(z) + bk+1(z)qk+1(z) 

＋・・・十似(z)qn(z)+d1,1(z)q1,1(z) + d1,2(z)q1,2(z) +・ ・ ・+ dR,R(z)qR,R(z) 

BEGIN 

stepl: divide -uaqk by the Grobner basis GMr/3; 

-uaqk = c1g門+c2g乃＋・・・＋似gr入

step2: rewrite the relation above by using Rqq : 

-uaqk = L(L  cj'rj, 鼻+L(L  Cj'Tj',i,j)qi,J 
icpk j' ー.

J
 

.
J
 ，
 

.
9
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step3: simplify the expression above by using Sq; 

-u(z)a(z)qk(z) = b1(z)q1(z) +的(z)卯 (z)+・ ・ ・+ bk-1(z)qk-1(z) + bk+1(z)qk+1(z) 

＋・・・十如(z)qn(z)+d1,1(z)qぃ(z)+ d1,2(z)q1,2(z) +・ ・ ・+ de,e(z)qe,e(z) 

return [b1, b2, ・ ・ ・, bk-1, bk+l, ・ ・ ・, b叶；

END 

Algorithm I, IIを実行した後，次の AlgorithmIIIを用いることで対数的ベクトル場

のなす加群の生成元を構成することができる．

Algorithm III 

Input: 応/* a basis of HN1, , associated to /3 s.t. 森 =1 */ 
Output: a set of generators of germs of logarithmic vector fields along V 

BEGIN 

D=[]; T=[]; 

GMr/3← compute a Grabner basis of the module Mぃ
恥 Q←compute a list of relations between GMr/3 and QQ; 

泌← compute a Grabner basis of the syzygies of Q; 

△ ← compute a basis of the vector space HNふ

/* use the algorithm in [23] * / 

A← compute a standard basis of Annox,o (H心，） by using△ f3; 

/* use the algorithm in [23] * / 

while Aヂ0do 

select a(z) from A; 

A← A¥{a(z)}; 
Colon← compute a Grabner basis of the colon ideal of modules; 

Mr13: (uaq砂={u(z) E (Q)[z] I u(z)a(z)qk C Mぃ｝；

u(z)← select u(z) E Colon s.t. u(O)ヂO;

{b1,b2,・・・,bk-l,bk+1,・・・,bn} 

← compute bi, b2, ・ ・ ・ , bk-1, bk+l, ・・・ ，如 thatsatisfy 

-u(z)a(z)qk(z) = b1(z)q1(z) + b2(z)q2(z) +・ ・ ・+ bk-1(z)qk-1(z) + bk+1(z)qk+1(z) 

＋・・ ・+ bn(z)qn(z) +d1,1(z)q1,1(z) + d1,2(z)q1,2(z) +・ ・ ・+ de,e(z)qe,e(z); 

by using procedure for solving the extended membership problem 

for u(z)a(z)保 (z)with respect to 

QQ = [q1, q2, ... , qk-l, qk+l, ... , qn, ql,l, ql,2, ... , q£,£]-
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v← bi晶+b2晶＋・・.+ bk-lは_1 + u(z)a(z)晶+bk+l az~+l 十・・・十加羞；

D← DU {v}; 

end-while 

Syz← compute a Grobner basis of syzygies of 

QQ = [q1, q2, ... , qk-l, qk+l, ... , qn, ql,l, ql,2, ... , qf,£]; 

while Syz # 0 do 

select syz = (s1, s2, ・ ・ ・, Bk-1, sk+1, ・ ・ ・, Sn, d1,1, d1,2, ・ ・ ・, dt,£) from Syz; 

Syz← Syz¥syz; 

if (s1, s2, ...'Sk-1, Sk+i, ...'Sn)# (0, 0, ...'0) 

w← s1晶+s2晶＋・・・Sk-1az~-t + Sk+l {)z~+i +・ ・ ・+ Sn此；
T← TU {w}; 

end-while 

return DUT 

END 

本稿で紹介したアルゴリズムは，数式処理システム Risa/Asirに実装してある ([17]).

以下に，実行例を与える．

例 1の続き. fi(x,y,z) =丑 +yz汽h(x,y,z)=炉 +z釘(3= (0,0,1)である．超平

面 z=Oに対応する standard基底は A={x汽y汽xy,z}である．このとき， Aの元 aに

対する多項式環における加群の colonideal Mr(o,o,i) : aM3のグレブナ基底は 1である．

Algorithm IIIを用いて，対数的ベクトル場を求めると， D= [v1,v2,vぁ叫と Tを得る．

ただし

v1 = -7xyz羞― 6炉噂 +4x噂， v2= -7xz噂 +6x囁 +4y噂，

V3 = -7炉噂— 6xz鳴 +4x疇 V4 = 7疇 +6疇 +4z羞，

T=[fi 羞， h羞， (x2z ―炉）羞，（砂 +y4z) 羞，（砂＋炉）羞ふ紛， h羞， (x2z —炉）島，
(x4 + y4z)羞，（砂＋炉）島］

である．ここで Tはh羞ふ羞ふ羞， h羞で生成されるので， Ox,o加群'Derx,o(-log V) 

は，
f) f) f) f) 

釘，V2,V3, V4, f1面,h面,f冗 ,f富

により生成されることが分かる．ベクトル場 V4はオイラーベクトル場である．
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例 2の続き.fi(x,y,z)=xy+z汽h(x,y,z)=呼＋炉 +yz乞

(i) /3 = (0, 0, 1), 即ち超平面 z= 0に対する standard基底は A ={x叉xy,y汽z}であ

る．この場合超平面 z= 0はgenericではないが， AlgorithmIIIを使えば対数的ベク

トル場を構成することができる.Aの元 aに対し，多項式環における加群の colonideal 

Mr (0,0,1) : aM3のクレフナ基底を求めると

{6y -25, 18x -125,108召+3125} 

を得る．いま u= 6y-25とおき， AlgorithmIIIを実行する．出力としてD= [v1,v2, 屈叫

とTを得る．ただし

釘＝（ー8x2z-30y2z -32砂）羞+(20xz -2y2z + 4砂）島 +ux囁，

四=(30xz + 2y2z + 8z3)羞+(2xz -6y2z + 20yz)翡 +uxy羞，

v3 = (6x2z+30y2z+6y丑+2丑）羞+(6x2z -20xz+ 22y2z + 6yz3 -6丑）島+uy囁

四＝（ー30x-2炉ー 8丑）羞＋（ー2x+6炉ー 20y)島＋疇

T =  [f沿， f噂，（企— yデ— zり羞，（企— xz4 +釘）羞ふ翡，f噂，

（企— yデ—砂）翡 (x4-xz4+ 厨）島］

である.Tは h羞ふ羞ふ羞ふ島で生成されるので， Verx,o(-log V)は，

[) [) [) [) 

釘，V2泣3,閲，Ji面,h面,f冗 ,h面

により生成されることが分かる．

(ii) /3 = (0, 1, 0)が定める超平面 y=Oは， genericである．対応する standard基底 Aは

A=  {x汽x+ lOy,xz, 召｝

である.Aの元 aに対し，加群の colonideal Mr13 : aM2のグレブナ基底は

{x -8, y -4, 召+32} 

である．ここで U=y-4を選び， AlgorithmIIIを実行する．出力として D= [v1, v2, v3, 叫

とTを得る．ただし

釘=(4企+14x丑— 12y丑）羞 +2皿囁+ (3x2z + l0y2z + 11投）羞，

v2 = (-120x + 4x2 -8炉ー 26丑）羞+2u(x + lOy)羞＋（ーlOOz+ 3xz + 19yz)羞，

蜀=(4x2z + 12y2z + 14丑）羞 +2uxz島+(10丑+3xz2 -yz2)羞，
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四=(12研+4xz2 -2y砂）羞 +2四囁+(lOxz + y2z + 3分）羞，

T=[fi 羞， f噂，（企— y亨— zり羞，（企— xz4 +戸）羞，f沿，h羞，

(x3 -炉z2-zり羞，(x4-xz4 + yzり羞］．

従って，対数的ベクトル場のなす加群の Ox,o加群としての生成元として

a a a a 
釘， V2,V3, V4, f1面,h面,Ji玩,h面

を得る．
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