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カスプ辺と曲線折りの異性体

梅原雅顕（東京工業大学・情報理工学院）

Masaaki Umehara 

Department of Mathematical and Computing Sciences, Tokyo Institute of Technology 

概要

本稿では，筆者の最近の本田氏（横浜国大），直川氏（広島工業大），佐治氏（神戸

大），山田氏（東工大）との一連の共同研究 [5],[ 6], [7]および [8]の解説をする．

図 1.P3に沿うカスプ辺，可展面，曲線折り

Cを 3次元 Euclid空間 R3に埋め込まれた（長さ有限の）曲線弧とする．このとき，

Cを丁度，特異点集合とし，そこにカスプ辺をもつ帯状の曲面を 「Cに沿うカスプ辺」

とよぶ図 1(左）は円に沿うカスプ辺の例である．この例は回転対称であるが，本稿で

は主に， Cは対称性をもたない（つまり R3の等長変換 Tで T(C)= Cを満たすもの

ば恒等写像に限る）場合を扱う．
2次元多様体から R3への C竺写像 fが与えられたとき，この写像による R3の標

準的な内積の fによる引き戻しを第一基本形式という．本稿では，実解析的なカテゴリ

で，同じ第一韮本形式をもつが合同でない Cに沿うカスプ辺が，一般に 4個存在する，

という筆者等の最近の結果を紹介する．この 4個のうち 1個を与えたとき，残りの 3個

を，与えられたカスプ辺の「異性体」とよぶ．

次に，「折り紙」についてであるが， CをT度，折り目 (crease)にもつ曲線折り紙とし

て得られる帯状の曲面を 「Cに沿う曲線折り」とよぶ．図 1(右）は円に沿う曲線折りの

例である．折り紙についても，

• 「Cに沿う曲線折り」で，紙に展開したとき，「折り目に相当する平面曲線 (crease

pattern)が同じになるもの」が一般に 4個存在する，

という，カスプ辺に類似の結果を紹介する．この 4個のうち 1個を与えたとき，残りの

3個を，与えられた曲線折りの「異性体」とよぶ．曲線折りについては， 1個の異性体

の存在は既知であったが，残り 2つの異性体の存在は，筆者等の研究で初めて明らかに

なったことである．

本稿では，まず，第 1節で平面曲線として一般化されたカスプの「半弧長パラメータ」

について説明したあと，第 2節でカスプ辺の福井氏の表現公式を紹介し，それがカスプ

辺の第一基本形式の性質を調べるのに大変有用であることを説明する．次に，第 3節に

おいて，カスプ辺の第一甚本形式を特徴づける Kossowski計量を導入し，韮本事項を説

明する．第4節では，カスプ辺の異性体について説明し，与えられた実解析的なカスプ

辺には，一般に 3個の異性休が存在することを示す．また空間曲線 Cが閉曲線の場合に

ついても言及する．この場合には一般に，カスプ辺には無限個の異性体が存在する．第

5節では，折り紙の「曲線折り」を定義する準備として可展面について解説し，最後に

第 6節において，「カスプ辺の異性体に関する結果」の「曲線折り」についての類似結果
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を紹介する．特に「曲線折り」においても Cが閉曲線の場合には一般に無限個の異性体

が存在する．

1. 一般化されたカスプ辺と正規化された半弧長パラメータ

本稿では Cに級という用語で r= ooのときは「無限回微分可能性」を表し， r=w
のときは「実解析性」を表すものとする．

次節で，カスプ辺の福井公式について説明するために，本節ではまず，平面曲線とし

てのカスプの「正規化された半弧長パラメータ」について説明する.t = 0を含むある

開区間で定義された er_級の平面曲線 ,(t)が t=Oに一般化されたカスプをもつとは，

1'(0) = 0かつ 111(0)=J 0を満たすときを云う．ただしプライムは tに関する微分を表

す．（この状況で det(,"(0), 1111 (0))が消えないことと， t=Oがカスプであることが同値

になる．）

この場合， t=Oは特異点なので，そこを碁点とする弧長

s(t) := /げ(u)ldu

は，曲線の Cに級レベルでの助変数表示にとることはできないが，その絶対値の平方根

に tの符号をつけた

sgn(t)/j可
は tについて C亡級で，かつ t= 0における微分が消えないため，曲線の新しい助変

数に採用することができる．論文 [17]では，これを半弧長パラメータ (half-arclength
parameter) とよんだ．福井氏の論文 [3]では諸公式の係数の簡略化のため，これを定数

倍で補正した

v := sgn(t)-J'. 事阿
を一般化されたカスプの標準的なパラメータとして採用した．本稿では，この vを，曲

線の正規化された半弧長パラメータ (normalizedhalf-arclength parameter)とよぶこと

にする．

注意 1.1.er_級の関数m:(-E,E)→ R (E > 0)が与えられていたとすると

JV (1.1) 1(v) := 0 (ucos0(u),usin0(u))du, (e(v) := 1 m(u)du) 

なる表示（芝ー梅原公式 [17])で「一般化されたカスプ辺」を表現できる．このとき

n(v) := (-sin0(v),cos0(v)) 

によって洋位法線ベクトル場が与えられ， vは自動的に正規化された半弧長パラメータ

になる．さらに m(O)=J 0であることと 1がv=Oにカスプをもつことは同値である．

以上の準備のもと，一般化されたカスプについて次のことが示せる．

補題 1.2(cf. [5, Appendix]). 1(v)をv=Oに一般化されたカスプをもつ平面曲線で， v
は正規化された半弧長パラメータとすると， R3の向きを保つ等長変換 Tと定数μj(ER) 
(j = 0, 1, 2)が存在して以下の展開式が成り立つ．

(1.2) To 1(v) = (己-~-圏1V5 三三(-µ~+2四）v5 
2 8 10'3 8 30 

) +o(炉）．

ここで o(炉）は炉より次数が高い項を表す，また Tは R2のある向きを保つ等長変換で

ある．

特に μoをカスプ的曲率 (cuspidalcurvature)とよぶ． これを用いて，カスプ辺と

5/2—カスプの判定条件に代入すれば以下のことを示せる．
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命題 1.3.(cf. [5])上の補題 1.2の状況で次が成り立つ．

(1) V = 0が，カスプであることと μo=I 0は同値，
(2) V = 0が， 5/2-カスプであることと μo= 0かつ μ2=J 0であることは同値である．

主張 (1)は，よく知られたカスプの判定条件の言い換えである．本田ー佐治 [11,Prop 
2.2]では 5/2カスプ辺に関する第ニカスプ的曲率 (secondarycuspidal curvature)およ
びバイアス (bias)とよばれる不変量が定義されているが， μi とμ2は，それぞれ第ニカ
スプ的曲率とバイアスの定数倍となる．係数 μ1が 5/2ーカスプの判定に影響を与えてい
ないことは注目に値する．

2. 一般化されたカスプ辺の福井公式

lを正の数とし， JはRの原点を含む有界閉区間 [-l/2,l/2]か， 1次元トーラス R/lZ
とする．また， 0で R の原点に対応する R/lZの点を表す. C: J→ R3を自己交叉の
ない正則曲線とし

C := c(J) 

とおく.JxRにおいて Jx {0}を含む開集合 Uで定義された er_写像 f(u,v)の制限

uc-+f(u,0) 

が，曲線 Cの正則曲線としての助変数表示を与えているとき， fを C に沿う帯とい

う．さらに fが(Cに沿う） C亡級の一般化されたカスプ辺であるとは， JxRにおける
J x {0}を含む開集合 V(cU)から R2への中への er_級の微分同相写像と， f(Jx{O})
から R3への中へ Cた級の微分同相写像① が存在して

<I> o J (u, v) = Jo o r.p, Jo(u, v) := (u, v2, a(u, v)岱）

という形に書けるときをいう．但し a(u,v)はr.p(V)(cRり上で定義された er_関数と

する．
一方， W を R2の領域とし，写像 J:W→R3が er_級のフロンタルとは， fがU

上で（特異点までこめて）なめらかな洋位法線ベクトル場を許容するときを云う．以下
のことが示せる．

命題 2.1([5, Remark 3.2]). 一般化されたカスプ辺は，特異点の近傍でフロンタルになる．

贔e,,_鴫‘
plau .IC 

A 

C 

ここで，一般化されたカスプ辺の表現公式として有用な「福井公式」を紹介しよう．空

間曲線 cの曲率関数は零点を持たないとし，その箪位接線ベクトルを e(u),巣位主法線
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ベクトルを n(u),単位従法線ベクトルを b(u)とすると， 0:J→R なる er_関数を用

いて，充分団が小さいときに

(2.1) f(u, v) := c(u) + (A(u,v), B(u,v)) (~ 悶災悶 ―~~~n0誓〗）） (~iり） (u E J) 

によって写像を定める．ただし A(u,v), B(u, v)は2変数の Cた関数で，各 uEJに対

して

A(u,O) = Av(u,O) = 0, Avv(u,O) =J 0, 

B(u,O) = Bv(u,O) = Bvv(u,O) = 0 

を満たすとする．すると fは「Cに沿う一般化されたカスプ辺」となる．さらに

Bvvv(u,0) =J 0 

なら fは，「Cに沿うカスプ辺」（つまり C上の点はすべてカスプ辺に対応）となる．こ

の表示において， 0(u)を c(u)におけるカスプ角 (cuspidalangle)とよぶ．そして

cos0(u)n(u) -sin0(u)b(u) 

をカスプ方向 (cuspidaldirection)といい， C上の各点において曲線に直交する平面を法

平面 (normalplane)という.fの像を， c(u)における法平面で切った切り口としてでき

る平面曲線が

(2.2) V→ (A(u, v), B(u, v)) 
であり，これを断面カスプ (sectionalcusp)とよぶ1. さらに，以下の定義を与える．

定義 2.2.上の表示において，もしも

• uは曲線 u曰 f(u,0)の弧長パラメータであり，

• 各 uEJに対する断面カスプの表示 (2.2)でvは正規化された半弧長パラメータ

(normalized half-arc-length parameter)を与えている

とせよ．このとき，このような助変数表示 (u,v)で与えられた fを，カスプ辺の芽の

(f (O, 0)を基点とする）正規形 (normalJornりとよぶ．

注意 2.3.第 l節の注意 1.1により，いま m(u,v)を2変数の関数として

(2:>(u,v), R(u, v)) ,~[ (tcos0(u, t), tsin 0(u, t)) dt, (u(u, v) ,~[ m(u, t) dt) 

によって定まる関数 A,Bを(2.1)に代入して得られる「一般化されたカスプ辺」 fは正

規形であり，逆にすべての正規形の「一般化されたカスプ辺」は，この方法で得られる．

以下 f(u,v)を正規形とし， K(u)を空間曲線 c(u)= f(u, 0)の曲率関数とするとき

(2.4) K8(u) := K(u)cos0(u), Kv(u) := K(u)sin0(u) 

によって定まる J上の C亡関数は，それぞれ fの特異曲率 (singularcurvature, cf. [18]) 
と極限法曲率 (limitingnom叫 curvature,cf. [5])に一致する．さらに

均 (u):= T(u) -0'(u) 

は cusp-directionaltorsionとよばれるカスプ辺の不変量である．正規形の fの写像

芽は

(0(u), A(u, v), B(u, v)) 

で決まってしまう．これを Fukui-dataとよぶ (cf.[5]). 以下の命題により，「一般化さ

れたカスプ辺」の性質を調べるには正規形に限定してよいことになる．

1これは一般化されたカスプとなる．
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命題 2.4([9]). Cに沿う一般化されたカスプ辺は，すべて正規形に右同値である．

特にカスプ辺の場合には，この命題の帰結として，さらに以下のことが成り立つ．

命題 2.5([5], [6]). Cに沿う 2つのカスプ辺の芽が互いに右同値であるための必要充分

条件は，両者が像同値であることである．

正規形で脅けている一般化されたカスプ辺の Gauss曲率 K(u,v)(特異点集合上では

K が定義されない）について，以下のことが成り立つ．

命題 2.6([3], [5]). 正規形で表されたカスプ辺の帯 f(u,v)のGauss曲率は

K(u, v) = 

という形に展開できて

Ko(u) 
V 

+ K凸）＋応(u)v+応 (u,v)v2 

Ko(u) :=μoK,v(u), K1(u) := -K,s(u)μo(u)2 -K,t(u)2 + Kv(u)μ1(u), 

応 (u):= -
K,v(u)μo(u)3 K,s(U)K,v(u)μo(u) _ 3K,s(u)μo(u)μ1(u) 

＋ 
2 

と書ける．ただし

2 2 
μo(u) , 

＋尻(u)四 (u)-2μ仙(u)均 (u)+凡(u)
2 

叫u) (j = 0, 1, 2) 
は， uを固定するごとに定まる断面カスプ (cf.(2.2))に対して補類 1.2によって定まる

4つの不変量に一致する．特に応(u):= 2μo(u)は，カスプ的曲率（関数）という．また

叫(u):=如(u)/duである．

注意 2.7.K。と K1の式は福井 [3,Theorem 1.8]で， K2については [5]で与えられた．

特に，この命題の帰結として

K。(=μo励）＝
KcKv 
2 

は，第一基本量だけで決まってしまうことがわかる．これは積曲率とよばれ [14]で導入

された．特に，系として以下のことが示される．

系 2.8([12], [3], [11]). 正規形で与えられた「Cに沿う一般化されたカスプ辺」 J(u,v) 
の極限法曲率励(u)が U=Cで零でないとき，以下のことが成り立っ．

(l) fが，ある点 (c,0)にカスプ辺をもっための必要充分条件は，積曲率 Ko(c)が非

零となることである，

(2) fがある点 (c,O)にカスプ状交叉帽子をもっための必要充分条件は， Ko(c)= 0 
かつ dK。(c)/du=J 0となることである，

(3) fが 5/2ーカスプ辺となるための必要充分条件は， Ko(u)= 0かつ K2(c)=J 0を

満たすことである．

特にこれらの条件は， fの第一基本形式だけに依存する．

主張 (1)は論文 [12]で， (2)は福井 [3],(3)は論文 [11]で与えられた．

（証明） 極限法曲率尻が零でないのでKo(c)-/0とμo(c)-/0が同値である．すると u=cの
近傍で，曲面はカスプと直線の直積となるので (1)が得られる. (2)については，カスプ状交叉
帽子の判定条件 (cf.[2])と命題2.6から直接計算により求まる.(3)を示そう．まず各 uがカス
プ辺でないのでμo(u)= 0である．このとき

応 (u)= 2四 (u)四(u)
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であり，しかも仮定より知(u)=/0であるから K2(u)=/ 0であることと四(u)=I 0であること

が同値となる．すると，各 uにおける断面カスプは，命題 1.3により 5/2ーカスプとなることがわ

かる．これは，曲面が直線と 5/2ーカスプとの直積であることと同値である． ロ

次節では，一般化されたカスプ辺の第一基本形式について解説する．

3. KOSSOWSKI計量と一般化されたカスプ辺

いま M2をer_級の 2次元多様体とする．この上に Kossowski[13]によって定義され

た半正定値計星 (Kossowski計量）を定義し，その韮本事項を説明する．そこで， M2上

の C亡級の半正定値計量 ds2を 1つ固定する．与えられた点pEM2が正則点 (regular
point)であるとは， d茫が pで正定値であるときを云い，そうでないときそれを特異

点 (singularpoint)あるいは半正定値点 (semi-definitepoint)という．いま，半正定値計

量が

(3.1) ds2 = Ed研+2F du dv + G dv2 

という形に害かれていたとせよ．

定義 3.1.計量の特異点 pEM2が K 許容的 (admissible)であるとは， pの局所座標近

傍 (U;u,v)が存在し，

(3.2) F(p) = G(p) = 0, Ev(P) = 2凡(p), Gu(P) = Gv(P) = 0 

を満たすときを云う．また，すべての座標近傍内の計量の特異点が

(3.3) F = G = 0, Ev = 2Fu, Gu = Gv = 0 

を満たすような局所座標系を（ここだけの造語であるが）K-許容的な座標系とよぶ竺

元々の Kossowski氏の定義は座標不変な形で与えられている．オリジナルの定義，お

よび，上記の定義との同値性については [4,Section 2]を参照せよ．この条件を半正定値

計量に課す理由は，以下の命題が成り立つからである．

命題 3.2.f: M2→かを er_写像とせよ．このとき fの特異点はすべて，第一某本形

式の特異点として K許容的となる．

（証明） いま pEM2がfの特異点であったとせよ．すると pの座標近傍 (U;u,v)で fv(P)= 0 
を満たすものがとれる.p = (0,0)として一般性を失わない．このとき， F,Gの定義により

F(p) = fu(P)・fv(P) = 0, G(p) = fv(P)・fv(P) = 0 

である．さらに以卜の計算により結論が得られる．

Gu(P) = (fv・fv)u = 2fv(P)・f uv(P) = 0, 
(u,v)=(O,O) 

Ev(P) = (Ju・fu)v = 2(fv・fu)u -fv(P)・fuu(p) = 2Fu(p). 
(u,v)=(O,O) (u,v)=(O,O) 

ロ

次に，フロンタルに現れる「性質のよい」特異点（注意 3.4参照）を特徴づける概念と

して 「Kossowski計量」を以下のように定義する．

2本稿では詳しく述べないが，計量の各特異点の近傍で Kー許容的な座標系の存在が示せる．特に，本稿で
扱う I型の特異点 (cf.定義 3.5)のみをもつような ds2については，有界閉区間上で定義された特異曲線の
管状近傍としての K許容的な座標系の存在が [5,Lemma 3.5]に告かれている．一般の特異点の近傍におけ
るK許容的な座標系の存在については [10]を参照せよ．
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定義 3.3.M2上の与えられたび級の半正定値計量 d茫が Kossowski計量であると

は，すべての計量の特異点が K許容的で，各特異点 p(EMりにおける (3.2)を満たす
び級の座標近傍 (U;u, v)を1つとると pの近傍で定義された er_関数入が存在して以

下の性質を満たすときを云う汽

(3.4) EG -F2 =入叫

(3.5) (入u(P),入v(P))-/c (0, 0). 

注意 3.4.たとえ波面の第一基本形式であっても，一般には Kossowski計量とは限らな

ぃ.[18, Example 1.11]をみよ．

Kossowskiは， Kossowski計量の概念を 2次元多様体上に定義したが，高次元の多様

体上に Kossowski計量の概念を自然な形で拡張することができる．詳しくは [16]をみよ．

上の定義で定まる関数入は，正負の不定性を除いて一意である (cf.[10]). そこで入を

符号つき面積密度関数という．この名称の由来は， d茫が正定値のときは

dA= I入lduI¥ dv 

が面積要素を与えていることによる．このことを踏まえて， (U;u,v)を K-許容的な座標

系とするとき，

(3.6) dA :=入duI¥ dv 

で定まる U上の er_級の 2次微分形式を符号付き面積要素という.(d茫が多様体 M2上

で定義されている場合には符号つき面積要素は， K-許容的な座標の取り方によらず，結

果的に M2上で定義された Cた級の 2次微分形式が定まる．）定義から Kossowski計量

の特異点集合は

入=0

で特徴づけられる. (3.5)より，陰関数定理が適用できて，与えられた計量の特異点 p

に対して U上の正則曲線 "Y(t)が存在して d茫の特異点集合の助変数表示を与える．こ

の曲線を特異曲線 (singularcurve)という. (3.5)より， ds2の特異点における退化次数

は常に 1であることがわかる．特にァに沿う Cに級のベクトル場 t→TJ(t) E T,(tiUが

存在して dfの核に属する．これを 1に沿う fの退化ベクトル場という．

以上の考察により Kossowski計量の特異点は，常に孤立しないことになる．したがって

交叉帽子などの第一基本形式は， Kossowski計量にはならない．（交叉帽子の第一某本形

式を特徴づける 「Whitney計量」という概念がある．これについては [4]を参照せよ．）

定義 3.5([4]). 与えられた Kossowski計量の特異点 pEM2が1型であるとは，その点

における退化ベクトルが，特異曲線の接方向と一次独立となることを云う. I型でない

特異点は II型であるという．

以下の命題は，一般化されたカスプ辺の第一基本形式としての Kossowski計量の特徴

づけを与える．

命題 3.6([5]). f : U→ 圧を (2.1)の形で与えられた一般化されたカスプ辺とすると，

その第一基本形式は Kossowski計量となり，その特異点は，すべて I型となる．

（証明） 重要な事実で証明も簡単なので，ここに記す．命題 2.1により， fの単位法線ベクトル
場が存在するが，誘導される Gauss写像を v:U→32とする，但し炉は原点を中心とする単
位球面とする.uには fu(P)= 0となる座標系 (u,v)が入っているとしてよい．このとき，命題
3.2よりこの座標系は (3.2)を満たす．特に pはK許容的である．また

入：= det(Ju, fv, v) 

3実際，ここで述べる性質は (3.2)を満たす局所座標の取り方に依存しないことが確かめられる．
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とおくと，ベクトル積に関する Lagrangeの恒等式より

入2= det(fu, fv, v)2 = lfu X fvl2 = If』2lfvl2-Uu・fv)2 = EG -F2 

となる．さらに一般化されたカスプの定義から， u-軸が特異点集合で fv(u,O)= 0でかつ fu, fvv, 1/ 
が U—軸に沿って一次独立な座標系 (u,v) がとれるので入v(u,O)=/= 〇となり f の第一基本形式が
Kossowski計量であることがわかる．

最後に， J(u,v)が一般化されたカスプ辺とすると u軸がカスプ辺であり， u>--+ f(u,v)が正

則空間曲線であることから特異曲線の接方向 8/8uはfの退化方向と一致しないので，特異点は

すべて 1型であることがわかる． ロ

ここでツバメの尾は， II型の特異点になることを注意しておく .pをI型の特異点と

すると，そこに積曲率 (poduct curvature)を定義することができる．詳しい定義は [4]
と [14]をみよ．以下の事実が大事である．

命題 3.7(cf. [4], [14]). 一般化されたカスプ辺の積曲率は，第一基本形式としての Kos-

sowski計量に現れる I型の特異点としての積曲率に一致する．

次に積曲率が零かどうかの便利な判定法を紹介する.Kossowski計量 ds2の正則点に

おける Gauss曲率を K とすると，以下のことが成り立つ．

命題 3.8([13, 18]). ds2の正則点で定まる微分形式 KdAは， U上の C亡級の 2次微分

形式 Qに拡張される．ただし， dAは(3.6)で定まる符号付き面積要素である．

このようにして定まる U上の 2次の微分形式 QをEuler形式とよぶことにすると，

以下のことが成り立っ．

命題 3.9(cf. [13, 4, 10]). Euler形式 Q の零点は積曲率の零点に一致する．

この事実は積曲率が零かどうかの判定が簡単であることを意味する．以上を踏まえ，

下記の「Kossowskiの実現定理」を述べる．

定理 3.10(Kossowaki [13]). d茫を，実解析的な 2次元多様体 M2上の実解析的な

Kossowski計量とし， pE M2において計量の特異点で積曲率は零でないとすると， p 

のある近傍 U(cMりで定義された実解析的な波面4/:U→炉が存在して，その第一

基本形式は d茫に一致する．

この事実に「実解析性」が必要なのは，証明に Cauchy-Kowalevskiの定理を使うため

である．「積曲率が零でない」という仮定を払拭して上の結果を以下の形に拡張できる．

定理 3.11([10]). d茫を，実解析的な 2次元多様休 M2上の実解析的な Kossowski計量

とし pEM2は計量の特異点とすると， pのある近傍 U(cMり上で定義された実解析

的なフロンタルf:u→炉が存在して，その第一基本形式は d茫に一致する．もしも

さらに pの積曲率が零でなければ fは pの近傍で波面となる．

とくに特異点が I型のときには，より精密な結果が示せる．それを説明するため I型の

特異点に関して， Kossowski計量の「特異曲率」の定義を与えよう．いま ds2をI型の特

異点だけからなる Kossowski計量とし， u→ 1(u)を，その特異曲線の 1つとする．この

曲線は局所的には自己交叉がないとしてよく，そうすると K許容的な座標近傍 (U;u,v)
が存在して， u-軸上の点 (u,O)が 1(u)に一致するようにできる．このとき， u-軸に沿っ

て定まる関数

r;,s(u) = 
2EFuv -EEvv -FvEu 

2入vE3/2
v=O 

4! はフロンタルで，そこで定まる Gauss写像 V:U→炉と対にして定まる写像 L:= (f,v): U→ 
R3x炉がはめ込みとなるとき fは波面 (wavefront)という．
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は，特異曲線 1上の点の特異曲率とよばれる．ただし入：= det(fu, fv, v)は，計量から

定まる符号付き面積密度関数である．各uにおける値 K8(u)は，積曲率と同様に Kー許容
的な座標系の取り方とは無関係に定まる計量の特異点の不変量とみなせる．以下のこと

が成り立つ．

命題 3.12([18]). 一般化された C凡級のカスプ辺 fに対して定まる特異曲率の値は， f
の第一基本形式としての Kossowski計量から誘導される特異曲率に一致する．

以上をふまえて，カスプ辺の異性体に重要な役割を果たす以下の結果を紹介する. I 
は Rの有閉区間とせよ．

定理 3.13([12], [5]). d茫を，実解析的な 2次元多様体 M2上の実解析的な Kossowski
計量とする．また 'Y:I→ M2 /ま， I型の特異点だけからなる曲線で，自己交叉を持たず，

d妥に関して弧長による助変数表示を与えているとせよ．そして K8(t)(t EI)を1(t)に

おける計量の特異曲率とする．一方， c:I→ R3を自己交叉を持たない正則な空間曲線

で，その曲率関数 K(t)は I上で

(3.7) IKs(t)I < K(t) (t EI) 

を満たしていたとすると， 1(I)を含む開集合にと，そこで定義された C已級の一般化

されたカスプ辺f土：広→炉が存在して以下の性質を満たす．

(1) f士o1(t) = c(t), 
(2) f士の第一基本形式は UT上で d茫に一致する，

(3) f+ (resp. f-)の特異曲線 1(t)に沿う極限法曲率は

✓K(t)2 -Ks(t戸 (resp.- ✓ K(t)2 -K8(t)り

で与えられる．

(4) f+あるいは f-に対して ds2の特異点がカスプ辺であるための必要充分条件は，

その特異点における（計量の）積曲率が零でないことである．

さらに，この f士について以下のような一意性が成り立つ，つまり 1(I)を含む開集合

viと，そこで定義された C竺級の一般化されたカスプ辺 g: vi→ R3が存在して，

g(t, 0) = c(t)を満たし，かつ gの第一甚本形式は ds2に一致するならば g= f+あるい

は g= f-が u1n V1上で成立する．

論文 [12]では， pでの積曲率が零でないときに，この事実を示したが，論文 [5]では，

この仮定なしで上の事実を証明している．

（証明） 実際， ,(I)を含む M2の管状近傍に座標 (u,v) を入れて U—軸が特異曲線にすること
ができる．さらにその座標は [5,Fact 3.5]を満たすように取り直せる．このようにして論文 [5,

Theorem 3.9]を適用すれば，定理 3.13の主張が得られる． ロ

定理 3.13の系として，以下の計量の対称性についての結果が得られる．これは，あと

で異性体の合同類の数を調べるときに重要な役割を果たす．

系 3.14([5]). d茫を実解析的な 2次元多様体 M2上の実解析的な Kossowski計量で，

pE記は積曲率が零でない I型の特異点とする．もしも pの近傍 U(cMりと微分同

相写像 cp:u→ cp(U)が存在して cp*d茫 =d茫かつ cp(p)= pを満たせば，中は対合で

あり，恒等写像でなければ pを通る特異曲線の向きを反転させる．

（証明） いま (u,v)はUの座標近傍で pが原点で u軸が特異曲線で a;auはd茫に関して大き
さlのベクトルを与えているとしてよい．定理 3.13を適用することにより pの近傍 Vと上述の
ように 2つの波面 f土： V→応が存在して pはカスプ辺となり， f土の第一基本形式は ds2と
なる．もしもゃが特異曲線の向きを保存していたとせよ．すると

c.p(u,O) = (u,O) 
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を満たす．いま g=f+o'Pとおくと gとf+は同じ第一基本形式をもち，カスプ角も同じなの
でf+0'P = f+となる.f+はカスプ辺なので単射であり，¢ が恒等写像であることが導かれる．

今度はゃが特異曲線の向きを反転していたとせよ．すると cpocpは向きを保つので上の議論

より恒等写像となり¢ が対合であることがわかる． ロ

4. カスプ辺の異性体

前節の結果をふまえて，本節では，与えられた一般化されたカスプ辺にまず，「異性体」

の概念を定義しよう. Ji (i=l,2)を Rの有界閉区間か 1次元トーラスとする．そして

JixR(i=l,2)の中の曲線 JX {O}を含む近傍5に上で定義された C文写像

Ji: ui→ R3 
は Ji上に一般化されたカスプ辺をもつとする．まず， 2つの写像 Jiとhの間の「等

長性」を定義する．

定義 4.1.2つの一般化されたカスプ辺 h,hが等長的 (isometric)であるとは， J1X R 

における J凸 {O}の管状近傍 V1(CU1)とhxRにおける hx{O}の管状近傍 V2(CU2) 
および微分同相写像 cp:V1→ V2が存在して

d戎=cp*dsJ2 

となるときを云う. ds; は Jiの第一基本形式とする．もしも h=hで¢ が恒等写

像でないなら f:=Ji= hの第一基本形式 dsjは対称性をもつといい，ゃは dsjの

symmetryとよぶ

前節の系 3.14により， fがカスプ辺の帯で Jが有界閉区間なら dsjの symmetryは，

特異曲線の進行方向を逆転させる．上の定義から明らかに以下のことが成り立つ．

命題 4.2.一般化された f,gが右同値ならば，両者は等長的である．

そこで以下の定義を与える．

定義 4.3.与えられた Cに沿う一般化されたカスプ辺の芽に対して， Cに沿う一般化さ

れたカスプ辺の芽 gが異性体 (isomer)である (cf.[5])とは， gが以下の性質を満たすこ

とである．

(1) gは fに等長的であるが，

(2) gは fに右同値ではない．

与えられた一般化されたカスプ辺から，その異性体をつくる手段を与えるため，以下

の定義を用意する．

定義 4.4.Jを Rの有界閉区間か 1次元トーラスとする.U(cJxR)を Jx {0}の管

状近傍とし， f:u→圧を一般化されたカスプ辺とする．このとき fが許容的である

とは Jに沿う fの特異曲率 r;,s(t)と，空間曲線 J3 t f-t J(t, 0)の曲率 r;,(t)との間に

(4.1) lr;,s(t)I < minr;,(s) (t E J) 
sEJ 

が成り立つときをいう．尚，一点 t= c E Jにおいて

囚(c)I< r;,(c) 

が成り立つときは fは (c,0) EUにおいてジェネリックであるとよぶことにする．

5以下，このような U;をJ,X {0}の管状近傍という．
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fが許容的ならば，空間曲線 Cの曲率関数は零点を持たず，主法線ベクトルと従法線

ベクトルが定まる．

注意 4.5.fが正規形のとき，許容的という条件を課すと

(4.2) 10八<7f 

という範囲に，カスプ角町の取り得る範囲を限定できる．この角度は，曲面を曲線の法

平面で切った切り口としてできる「一般化されたカスプ」の接方向が主法線方向からな

す角度の情報を与えており， fが正規形でなくても定義できる．

以下， Jが Rの有界閉区間 I=[-l/2, l/2] (l > 0)の場合に与えられた「一般化され

たカスプ辺」の「双対」の存在を示す.cを，自己交叉を持たない空間曲線 c:I→ R3 
の像とする．いま， Ix{0}の管状近傍 U(cixR)上で定義された C叫級の一般化され

たカスプ辺f:u→ R3で f(Ix {O}) = Cかつ IX{O}となるなものを 1つ固定する．

命題 4.6(cf. [5, Fact 0.6]). (Cに沿う）一般化されたカスプ辺 fが，条件

(4.3) lr;,s(t)I < r;,(t) (t EI) 

を満たせば見 IX{O}のある管状近傍 V(cU)上で定義された CWー級の一般化されたカ

スプ辺g:V→炉で，以下の条件を満たすものが存在する：

(1) g(t, 0) = f(t, 0)が tEIについて成り立つ．

(2) I x {0}上の点はすべて一般化されたカスプ辺である．

(3) gは fとV上で同じ第一基本形式をもつ．

(4) gのカスプ角 0gとfのカスプ角町との間には

09(t) = -01(t) (t EI) 

なる関係がある．

さらに，上の条件を満たす gは写像芽として一意に定まる．

（証明） 実際 fの第一基本形式 d茫は， I上に I型の特異点をもつ Kossowski計量となる．した

がって，定理 3.13により， Cに沿って 2つの一般化されたカスプ辺 f士の存在が示せる．その

一意性により f=f+あるいは f=f-となるが，そのとき f= f+ならばg= f-とし， f= f-
ならば g= f+とすれば，上の条件を満たす gが得られる．一意性は，定理 3.13の最後の主張

から従う． ロ

こうして一意に定まる gを jで表し fの双対 (duaりという．

命題 4.7([5]). (Cに沿う）一般化されたカスプ辺 fが (4.3)を満たすとき，その双対 j
について以下のことが成り立っ．

(l) jも「Cに沿う一般化されたカスプ辺」で， fの異性体である．

(2) p EUが f上のカスプ辺ならば，この点は jに対してもカスプ辺である．

(3) p EUが f上のカスプ状交叉帽子ならば，この点は jに対してもカスプ状交叉

帽子である．

(4) fが5/2カスプ辺ならば， jも5/2ーカスプ辺である．

（証明） 実際 jはfと同じ第一基本形式をもつので fと等長的である.jはfと異符号のカス
プ角をもつので jの像は fの像とは一致しない．よって］は fとは右同値にならない．ょって
jはfの異性体である．

許容的な fに対して，「カスプ辺」，「カスプ状交叉帽子」，「5/2-カスプ辺」という性質は系 2.8
により第一基本形式だけで決まるので， (2),(3), (4)は， jがfと同じ第一甚本形式をもつこと

6! が許容的なら，この条件は自動的に満たされる．
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から従う． ロ

こうして， (4.3)を満たす fについて，「双対」の存在がわかり，しかも，場合によっ

ては，特異点の種類が保持されることががわかった．もしも Cがある平面上に横たわっ

ているなら， fの平面に関する折り返しは，カスプ角を反転させるのでそれが jとなる．

しかし， Cが一般の対称性を持たない空間曲線の場合には jの存在性を示すのは，明示

的な構成法がないため， fが実解析的でない場合に fの双対が一般に存在するかどうか

は現段階では不明である．

ところで，双対写像 j以外に fに異性休は存在するだろうか．実は，あと 2つ， f 
には異性体の候補が存在する．それは Cの向きを反転させて，前節の定理 3.13を適用

することで得られる．ただし，反転しても，曲線の曲率が特異曲率より大きいことを保

証するため fは許容的（定義 4.4参照）であることを仮定する必要がある．

命題 4.8(cf. [5, Theorem II]). Cに沿う CW級の一般化されたカスプ辺 f:u→ R3は

許容的であるとせよ．このとき IX{O}のある管状近傍 V(cU)上で定義された CWー級
の一般化されたカスプ辺g士： V→炉で，以下の条件を満たすものが存在する：

(1)胆 (t,0) = f (-t, 0)が tEIについて成り立つ．

(2) g士は fとV上で同じ第一華本形式をもっ．

(3) 9+ (resp. 9-)のカスプ角 0土と fのカスプ角ルは同符号 (resp.異符号）で
ある．

さらに，上の条件を満たす g士しま写像芽として一意に定まる. I= [-Z/2, Z/2]のとき g土
のカスプ角は，以下の式を満たす．

(4.4) 0_(u) = -0+(u), cos釦(u)= /'£~ り~) cos0t(u) = :(~~> (u E J). 

（証明） 写像 fの特異曲線の像としての空間曲線の向きを逆にした曲線c(t):= J(-t, o)を考え
る.fが許容的なので fの第一基本形式から定まる Kossowski計量の特異曲率 K8(t)は， c(t)の
曲率関数 ii(t)(=r.(-t))との間に

1凡 (t)I< minr.(u)さii(t)
uEI 

なる関係を満たすので，前節の定理 3.13を適用できて， fと同じ第一甚本形式をもつ「一般化

されたカスプ辺」が 2つ定まる．カスプ角の符号が fと一致する方を g十とし，そうでない方を

g_とすれば，それらが求めるものである． ロ

ここで一意に定まる g+(resp. g_)をそれぞれfの逆 (inverse)および逆双対 (inverse

duaりといい， f*(resp. /*)で表す．

命題 4.9([5]). cw級の Cに沿う一般化されたカスプ辺 f:u→ R3は許容的であると

せよ．このとき fの逆 J.について以下のことが成り立っ．

(1) !*は， CW級の Cに沿う一般化されたカスプ辺で， fと同じ第一基本形式をもっ．

(2) p EUが f上のカスプ辺ならば，この点は!*に対してもカスプ辺である．

(3) p EUが f上のカスプ状交叉帽子ならば，この点は!*に対してもカスプ状交叉

帽子である．

(4) fが 5/2ーカスプ辺ならば，!*も 5/2ーカスプ辺である．

（証明） この命題の証明は，ほとんど命題 4.7と同様である．実際 J.,J. は定義から fと同じ第
一基本形式をもっ.pにおいてジェネリックな fに対して，「カスプ辺」，「カスプ状交叉帽子」，

「5/2カスプ辺」という性質は系 2.8により第一墓本形式だけで決まるので (2),(3), (4)が従う．

ロ
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以上で fに付随する 3つの異性体の候補を作ったことになるが Cが閉じてない場合

には，これが異性体候補のすべてである，つまり次が成り立つ．

命題 4.10(cf. [5, Theorem II]). C を有界閉区間 I上で定義された実解析的な空間曲

線の像とせよ．このとき (Cに沿う）許容的なカスプ辺の芽 fの異性体はJ,f*あるいは

!*に右同値である．

これは，前節の定理 3.13の丘の一意性に関する主張からの帰結である．さらに，異

性体の個数について以下のことが成り立っ．

定理 4.11(cf. [5, Theorem III]). Cを有界閉区間 I上で定義された空間曲線の像とせ

ょ.c上で許容的なカスプ辺の帯fが定める 4つの写像（芽） f, J, f*, !*の右同値類

の個数を nとすると n=4であることと fの第一基本形式 d茫が対称性を持たないこ

とは同値である．また d茫が対称性をもつ場合には n=2となる．

ここで，以下 R3における図形の合同類についての定義を与える．

定義 4.12.いま刃：= {S1, …， Sr}をr個の R3の部分集合の族とする．ただし，我々の

表示では r 個の集合のうち，軍複も許すものとする．このとき#~ で，この r個のう

ち集合として異なるものの個数を表す．また， 〈Si〉はふの合同類を表す．つまり等式

〈S〉=〈S1)(iヂj)は，ある R3の等長変換 TでT(S』=S1を満たすものが存在する

ことを意味する．定義から

(4.5) #{〈S1〉,…，〈Sr〉}:S #~ 
が成り立っ．

異性体の合同類については次が示せる．

定理 4.13([5, Theorem IV]). Cを有界閉区間上で定義された空間曲線の像とせよ.c
上で許容的なカスプ辺の芽 fが定める 4つの写像（芽）の像の合同類の個数

N:=#{〈Im(!)〉，〈Im(!)〉，〈Im(!』〉,〈Im(!ふ｝
について以下のことが成り立っ．

(1)もしも Cが対称性をもたず， d茫も対称性を持たなければ N=4である．

(2)上記以外の場合 N :S 2が成り立つ．

(3) N = 1となるのは，以下のとき，そのときに限る．

(a) Cが平面上にあり，さらに C 自体が非自明な対称性をもつか d茫が対称性

をもつ，または

(b) Cが平面上になく，正の対称性をもち（つまり R3の向きを保つ等長変換 T
で T(C)= C を満たすものが存在し），さらに d茫も対称性をもっ．

カスプ辺の異性体を具体的に作るのは，偏微分方程式の解を求めることに対応するの

で，一般には非常に困難である．しかし特別な場合として， Cが平面曲線で，しかも対

称性をもつ場合には， 4つの異性体は全部合同となり，しかも像としては全部異なるた

め，明示的な具体例を作ることができる．詳しくは論文 [5]をみよ．今度は Cが閉曲線

の場合を考える（図 2参照）．この場合には，以下の事実が成り立つ．

定理 4.14([6]). C を自己交叉のない閉じた空間正則曲線とせよ.cが円ではなく，与

えられた C上で許容的なカスプ辺の芽の第一華本形式が高々有限個の対称性しか許容し

なければ， fの異性体は無数に（正確には連続体の濃度で）存在する．

異性休が無限個に存在する理由は Cが閉じている場合には， fの異性体を作るとき

Cの向きを反転させる自由度に加えて， C上の任意の点を基点にして異性体をつくる自

由度が加わるためである．
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圏 2.空間単純閉曲線に沿うカスプ辺の例

5. 可展面の双対性

lを正の数とし， JはRの原点を含む有界閉区間 [-l/2,l/2]か， 1次元トーラス R/lZ
とする．また， 0で R の原点に対応する R/lZの点を表す. C: J→ R3を自己交叉の
ない正則曲線で，弧長をパラメータとし，曲率関数 K(t)(t E J)は零点を持たないもの

とし，

C := c(J) 

とおく．€ を充分小さな正の数として， COOー写像f:J X (-E, E)→ R3を

f(t, v) := c(t) + v~(t), 

と(t):= cos(3(t)e(t) +sin(3(t)(cosa(t)n(t) +sina(t)b(t)) 

と定義する．但し

7r 

o < la(t)I < -, 
2 

0 < f3(t) < 1r (t E J) 

とする．ここで a(t)を第一角度関数， f3(t)を第二角度関数という.fが可展面（つまり
Gauss曲率が恒等的に零）であるための必要充分条件は

cot f3(t) = 
a1(t) + T(t) 

r;,(t) sin a(t) 

で与えられる（つまり第二角度関数は第一角度関数から決まってしまう）．但し T(t)は，
空間曲線 c(t)の捩率関数とする．また fの第一基本形式は

記=((sin/3―v(/3'+μf)『+cos2 f3)叫+2 cos f]dtdv + dv2 

で表される，但し μJ(t):= r;,(t) cos a(t)は， Cの曲面 f上の曲線としての測地的曲率で

ある．可展面 fは第一角度関数 a(t)で一意に決まってしまうので f= f°'と記す．す
ると

j := f―a, 

も， Cに沿う可展面となるが，これを fの双対可展面とよぶ.jの第二角度関数りは，

cot S(t) = 
a1(t) -T(t) 

叩）sina(t) 

を満たす．双対可展面 jは，以下の性質をもっ．

• jは，曲線 Cに沿う可展面で， Cをj上の曲線と思ったとき，その測地的曲率

μjは fに対する測地的曲率 μfに一致する．
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可展面 fと双対写像 jの像は，一般には，互いに非合同で，相異なる第一基本量を

もつ．カスプ辺の場合には「異性体」は，同じ第一某本形式をもつが，可展面について

の類似の概念としての「異性体」は，第一基本形式ではなく，測地的曲率関数の一致で

定義する．詳しくは論文 [8]あるいは [9]を参照されたい．

｀ `  医 3.常螺旋に沿う可展面とその双対，および互いに双対な「曲線折り」

6. 折り紙写像

前節で定義した可展面 fとその双対 Jを用いて

(6.1) ［町](t,v):= {f(t,v) (v~0), 
J(t,v) (v < 0) 

によって定まる写像を fが誘導する折り紙写像という．論文 [7]では [<I>flを <I>tと記し

ているが，本節では読みやすくするため， <I>tの代わりに［屯flと記している．

図 4.crease pattern r (left)と，それを空間曲線 Cに沿う creaseとして

実現する曲線折り．

ここで，「曲線折り」を定義する．

定義 6.1([8]). いま

• 紙（つまり平面 Rりを用意する．

• 変曲点のない7弧長パラメータで表示された正則曲線 ,:J→R2の像を rと記

す．たとえ Jが 1次元トーラスであっても rが閉曲線であることは要請しない．

（とくに rは C と同じ長さである．）

• rには，ァが誘導する向きも付随しているものとする．

7変曲点があると，折り方に制限があるため，ここではこの仮定をつけている．
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(*) 

• rを折り目として紙を折り，その折り日が作る空間曲線がちょうど Cであるよ
うにする．特に c:J→R3は弧長パラメータとする助変数表示で，折ったあ

とで r上の点 ,(t)が C上の点 c(t)に対応しているとすると c(t)の曲率関数を

K(t)は

0 < lμ(t)I < K(t) (t E J) 

を満たす．

このとき，作られた折り紙を Cの充分小さな管状近傍で切り取ったものを曲線折りとい

う．またrを creasepattenといい， Cを creaseとよぶ（図 4参照）．また

(**) 0 < lμ(t)I < mint,,(s) (t E J) 
sEJ 

を満たすとき，「曲線折り」は，許容的であるという．

以下のことが知られている．

定理 6.2.(Fuchs-Tabachnikov [1]) rが条件（＊）を満たすとき，この平面曲線を crease
patternとし， Cをcreaseとしてもつ「曲線折り」はある可展面 fから作られる折り紙

写像 <I>[f]の像として実現される．このとき， Jが誘導する折り紙写像

<I>[f] 

も「曲線折り」として <I>[flと同じ creasepattern をもっ．ここで第二角度関数 (3,~ は，
紙の上での曲線 rの左右における線織面の線となる方向を指し示す．

つまり，「曲線折り」には，常に，もう一つの「曲線折り」が同伴し，両者の creaseと
crease patternは同一である．一般には 2つの折り方は，合同ではないが，特別な場合は

合同になる．例えば，円に沿って等角度で折った場合が固 3(中央と右）で， 2つの「曲
線折り」は像としては一致するが，互いに合同である．

いま，与えられた「曲線折り」に対して，それと同一の creaseとcreasepatternが存
在することを示したが，以下の問いが自然に生じる．

（問）与えられた「曲線折り」と（曲線の向きを考慮に入れずに）同一の creaseとcrease
patternをもつ「曲線折り」で互いに合同でないものを「異性体」とよぶことにすると，

「異性体」は，一般にいくつあるだろうか？

この答として，今回，以下の結果を得た．

定理 6.3(本川直川ー佐治—山田ー梅原 [5]). 条件（＊＊）を満たす rに対して「曲線折り」の
異性体の可能性は4つである．また，実際， 4つが全て互いに非合同となるような Cと

rの具体例が存在する．

調べたところ， 4つの可能性については，我々の研究以前に指摘されたことはないよ

うである．この定理の証明の概略を述べる．まず，与えられた「曲線折り」は， fとそ
の双対が Cの向きに依存していることに着目する.cの向きを反転させて，もう 2つの

Cに沿う可展面

f*, !* 
を構成することができて，その測地的曲率関数が「rの曲率関数」に一致するようにで

きる．ただし f*(resp. f*)は Cの向きを逆転させたとき，その第一角度関数の符号が

fと一致する (resp.逆符号となる）ものとして定義し，カスプ辺のときと同様， f*をf
の逆といい， Lをfの逆双対とよぶ．すると f*とJが誘導する 2つの折り紙写像

<I> [f * J, <I>[!* l 
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が定まる．その像として定まる 2つの「曲線折り」は， fと同じ creasepatternをもっ．
筆者等の論文 [7]では，こうして作った4つの「曲線折り」

剥fl, <l> []J, <l> [!* l, <l> []* l 
が，すべて合同でない例を具体的に作成した．それが図 5の曲面である. 4つが合同で

ないことを示すのに f,J, f*, j*のCに沿う平均曲率を計算した．下固は， 4つの異な
る可展面で，同じ曲線に沿い，かつ同じ測地的曲率をもつものの例で，曲線に沿う平均

曲率関数も図示している. 4つの「曲線折り」が合同でないことは，このグラフから読
み取れる．

2
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図 5.Cに沿って同じ測地的曲率をもつ4つの可展面と， C上の平均曲率

カスプ辺に対する定理 4.13の類似として，「曲線折り」に関しては次が成り立つ．

定理 6.4([8, Theorem Al). 有界閉区間上で定義された C竺級の空間曲線の像を C と
せよ.cに沿う「曲線折り」 P に対して， rを fの測地的曲率関数の絶対値が，（零点

を持たない） coo関数μ に一致する平面曲線とする．もしもμ が（＊＊）を満たすならば，

ある可展面の帯 fが存在し，その可展面が誘導する折り紙写像の像Im(<P[f])が Pに一
致する．このとき，

Im(<P[f]), Im(<P[!]), Im(<P[f*]), Im(<P[!*]) 

が， P と同じ creaseとcreasepatternをもつ曲線折りのすべてである．さらに，この4
つの曲線折りの合同類の個数を N'とおくと，（カスプ辺のときとまったく同じく）以下
のことが成り立っ．

(1)もしも Cが対称性をもたず， rが平面曲線として対称性を持たなければ N'=4
である．

(2)上記以外の場合では N':S2が成り立つ．
(3) N'= lとなるのは，以下のとき，そのときに限る．

(a) Cが，ある平面上にあり， Cが非自明な対称性をもつか， rが対称性をも
つ，あるいは

(b) Cが正の対称性をもち（つまり R3の向きを保つ等長変換 Tで T(C)= C 
を満たすものが存在し），さらに rが対称性をもっ．

ここまでは Cが閉曲線でない場合を考えていたが， Cが閉曲線のときは， rとCの

始点を合わせる自由度があるため，無限個の異性体ができる．つまり次が成り立っ．

定理 6.5([8, Theorem B (d)]). Cを自己交叉のない閉じた空間曲線とせよ.cが円で
はなく，与えられた C上で許容的な「曲線折り」の creasepatternが高々有限個の対称

性しか許容しなければその異性体は無数に（実は連続体の濃度で）存在する．
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定理 4.13と定理 6.4は，ほとんどパラレルな内容であるが，定理 4.14と上記の定
理 6.4も同様の関係にある．この類似は偶然ではなく，実は，実解析的カスプ辺から，「曲

線折り」への射が存在し，カスプ辺の双対，逆，逆双対を，対応する 4つの「曲線折り」
ヘ写す．さらに，その射を使って， 2つの対象の異性体に関する性質の類似にある程度

の根拠を与えることができる．詳しくは [9]を参照せよ．

（最後に一言）福井先生，御還暦おめでとうございます．今回の研究は，福井先生の御論
文 [3]のカスプ辺の表現公式を用いた Gauss曲率，平均曲率の計算に剌激を受けたのが

きっかけです．

参考文献

[1] D. Fuchs and S. Tabachnikov, More on paperfolding, The American Mathematical Monthly, 106 

(1999), 27-35. 
[2] S. Fujimori, K. Saji, M. Umehara and K. Yamada, Singularities of maximal surfaces, Math. Z. 

259 (2008), 827-848. 

[3] T. Fukui, Local differential geometry of cuspidal edge and swallowtail, to appear in Osaka J. Math. 

(www.rimath.saitama-u.ac.jp/lab.jp/Fukui/preprint/CE_ST.pdf). 

[4] M. Hasegawa, A. Honda, K. Naokawa, K. Saji, M. Umehara and K. Yamada, Intrinsic properties 

of surfaces with singularities, Internat. J. Math. 26 (2015), 1540008, 34pp. 

[5] A. Honda, K. Naokawa, K. Saji, M. Umehara and K. Yamada, Duality on generalized cuspidal 

edges preserving singular set images and first fundamental forms, preprint (arXiv:1906.02556). 

[6] A. Honda, K. Naokawa, K. Saji, M. Umehara and K. Yamada, Cuspidal edges with the same first 

fundamental forms along a knot, preprint (arXiv:1908.06609). 
[7] A. Honda, K. Naokawa, K. Saji, M. Umehara, and K. Yam叫 a,Curved foldings with common 

creases and crease patterns, preprint (arXiv:1910.06533). 

[8] A. Honda, K. Naokawa, K. Saji, M. Umehara and K. Yamada, On the existence of four or more 
curved foldings with common creases and crease patterns, preprint (arXiv:1911.07166). 

[9] A. Honda, K. Naokawa, K. Saji, M. Umehara and K. Yamada, A relationship among isomers of 

developable strips, curved foldings and cuspidal edges, in preparetion. 
[10] A. Honda, K. Naokawa, M. Umehara, and K. Yamada, Isometric deformations of wave fronts at 

non-degenerate singular points, to appear in Hiroshima Math. J. (arXiv:1710.02999). 

[11] A. Honda, K. Saji, Geometric invariants of 5/2-cuspidal edges, Kodai Math. J.42 (2019), 496-525. 

[12] K. Naokawa, M. Umehara, and K. Yamada, Isometric deformations of cuspidal edges, Tohoku 

Math. J. 68 (2016), 73-90. 

[13] M. Kossowski, Realizing a singular first fundamental form as a nonimmersed surface in Euclidean 
3-space, J. Geom. 81 (2004), 101-113. 

[14] L. Martins, K. Saji, M. Umehara and K. Yamada, Behavior of Gaussian curvature and mean cur-

vature near non-degenerate singular points on wave fronts, Geometry and Topology of Manifolds, 

247-281, Springer Proc. Math. Stat.,154, Springer, Shanghai, (2016). 
[15] S. Izumiya, K. Saji and N. Takeuchi, Flat surfaces along cuspidal edges, J. Singul. 16 (2017), 

73-100. 

[16] K. Saji, M. Umehara and K. Yamada, An index formula for a bundle homomorphism of the tangent 
bundle into a vector bundle of the same rank, and its applications, J. Math. Soc. Japan. 69 (2017), 

417-457. 

[17] S. Shiba and M. Umehara, The behavior of curvature functions at cusps and inflection points, Diff. 
Geom. Appl. 30 (2012), 285-299. 

[18] K. Saji, M. Umehara, and K. Yam叫 a,The geometry of fronts, Ann. of Math. 169 (2009), 491-529. 


	2156RH1
	HYO02
	講究録2156-00
	講究録2156-01
	講究録2156-02c



