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1 はじめに

P3周上に値を取る角度データは，イベント発生時刻を記録したデータや風向や方角等，

自然科学や環境科学等様々な分野に表れる. 2つの異なる角度データの確率分布を記述す

るためには，単位円を Sで表せば， SxSで定義されるトーラス上の確率分布を定義する

必要がある．角度変数の同時分布をトーラス上で記述することができれば，回帰分析やマ

ルコフ過程といった統計解析へのアプローチが可能になる．一方，重回帰モデルや高次マ

ルコフモデルヘの拡張は実軸上の統計解析と同じように容易に拡張することができない．

このように，角度データの時系列解析は，その状態空間を表現する多様体上の確率モデル

を用意する必要があり，実軸上の時系列解析とは異なるアプローチが必要になる．

角度変数と実数変数の同時分布を円柱（シリンダー）分布という．周期 21rの周期性

をもつ角度データと正の実数データの同時分布は，自然科学や環境科学等においてよく

現れる例えば，気象学における風速と風向のデータが円柱データである．風速と風

向の時系列モデルの構築は Breckling(1989)や Ailliotet al. (2015)等で紹介され，主

に，風向を表す確率変数 0 と風速を表す確率変数 Rの極座標変換を用いた 2変量分布

(X,Y) = (Rcos8,Rsin8) E配を用いて分析されているまた，その時系列モデルに

は， 2変量自己回帰 (VAR)モデルを用いて分析されることが多かった．

生態学における動物の移動行動の統計モデルには，移動距離と移動佑度の観測データを

用いた隠れマルコフモデルが利用されることが多い.Morales et al. (2004)は，移動距離

の確率分布にワイブル分布，方向転換の角度の確率分布に巻き込みコーシー分布を用いた，

移動距離の回転角度の独立性を仮定した隠れマルコフモデル (HiddenMarkov Model; 

HMM)を提案している動物移動行動に応じた K個の状態を用意し，各状態推移にマルコ

フ連鎖を仮定したこのモデルは MultistateRandom Walk (MRW)モデルというその

後， Lagonaet al. (2015)は円柱分布を利用した HMMを用いて，風速と風向の時系列解

析を紹介している．

本稿の構成は以下の通りである.2章では円柱分布の紹介とその分布特性を紹介し， 3章

では，隠れマルコフモデルを含むP3柱データの時系列モデルを紹介する.4章では， P3柱分

布の隠れマルコフモデルの最尤推定量の漸近特性を紹介する最後に 5章で，本稿のまと

めと今後の研究の展望について述べる
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2 円柱上の確率モデル

本章では，円柱状に値を取る実変数と角度変数の 2変量分布を紹介する．紹介するモデ

ルは， Johnsonand Wehrly (1978) による指数—von Mises分布， Abeand Ley (2017)に

よるワイブル―vonMises分布， Imotoet al. (2019)による一般化パレート―vonMises分

布である．また，これらの分布に正弦摂動を行うことによって非対称性をもたせた分布も

紹介する

最もよく知られている円柱分布は Johnson-Wehrly分布 (Johnsonand Wehrly (1978)) 

であろう．本稿では，指数—von Mises分布と呼ぶことにするこの分布の密度関数は，指

数分布と vonMises分布を合わせた形をしている．密度関数は次のように定義される．

《「~X
fExpVM(x, 0; u, μ, r;,) = 2加. exp [--{1 -r;,cos(0 -μ)}]. 

〇-

ここで， μE[-1r, 1r)は円周分布の位僅パラメータ， /'i,E [0, 1)は円周分布の集中度を表す

役割と，角度変数と正の実変数の関連性を記述する役割をもつパラメータである.O'は指

数分布の尺度パラメータである./'i, = 0のときに X と0の確率分布は独立になる．図 1

には，指数—von Mises分布の密度関数と等高線図をプロットした．
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図1 指数—von Mises分布の密度関数のプロット（左）とその等高線図（右）．パラメー

タは,.,,= tanh(l), a= 0.5, μ= 0とした．

実変数が大きな値になるほどに，角度データの集中度が大きくなる傾向を指数—von

Mises分布が記述できていることが図 1から明らかである．このことは， X による 0の条

件付き密度関数が，位憧母数μ と集中度 Ii(xK,/ a)/ Ia(xK,/a)で与えられる vonMises分

布になることから明らかである，ここで Ip(ェ）は p次の第 1種変形 Bessel関数であるこ
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の分布の欠点は， Abe and Ley (2017)が指摘するように，正の実変数が常に 0でモードを

もつこと，そのために様々な値をモードにもつような実データ解析に不向きである．そこ

で， Abeand Ley (2017)は正の実変数の確率分布にワイブル分布を用いた次のようなP3

柱分布を提案した．

《「□厄- X l/8-l X l/8 
fweiVM(x, 0; a, 8, μ, K,) = (-) 2碕 a exp[-(-;;) {l-K,cos(0-μ)}]. 

ここで， a> 0, 6 > 0, -H  :::; μ< 7f, 0 :::; K, < 1はパラメータである．

図 2 には，ワイブル—von Mises分布の密度関数と等高線図をプロットした.eを与え

たときの X の条件付き分布にワイブル分布を用いることで，様々な値のモードを表現で

きる．
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゜固2 ワイブル—von Mises分布の密度関数のプロット（左）とその等高線図（右）．モデ

ルの定式化は (2)に従い，パラメータは ii,= 1, a = 1.5, /3 = 0.5, μ= 0とした．

Imoto et al. (2019)は，実変数の裾の厚さを表現するために，実数部分の条件付き確率

分布を一般化パレート分布に拡張した次の円柱分布を提案している．

!GPVM(x, 0; er, o, T, μ, K,) 

=~ に）1/6-1 [ T X 1/6 ―(6/r+l) 

21rcrO er 
1 + -(-) {1- -

O er 
i'i,COs(0μ)}] , (1) 

ここで，び>0, 8 > 0は実数部分の尺度パラメータと形状パラメータであり， T は実数部

分の形状と裾の厚さを表すパラメータである．図 3には，一般化パレート―vonMises分布

の密度関数と等高線図をプロットした．一般化パレート―vonMises分布に比べて，裾の厚

さを表現できることがわかる

ここに紹介した 3 つの P3柱分布の関係は，ワイブル—von Mises分布において 8=1とす
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゜圏 3 一般化パレート―vonMises分布の密度関数のプロット（左）とその等高線図

（右）．パラメータは"'=tanh(l),a = 1,T = 1.5,8 = 0.5,μ= 0とした．

れば指数vonMises 分布に帰着するし，一般化パレート分布—von Mises分布においては，

T→ 0 とすればワイブル—von Mises分布に帰辟する．

Abe and Ley (2017)や Imotoet al. (2019)では，上述の円柱分布の角度変数の確率分

布に正弦摂動によって非対称性を取り入れたP3柱分布の正弦摂動による確率分布を提案し

ている．今，円柱分布のパラメータを 'flEHとして， 0に関して対称な任意のP3柱分布の

密度関数を fcy1(x,0; 11)と表すと，正弦摂動による円柱分布は，非対称性を表すパラメー

タ入 E[-1, 1]を用いて次のように定義される．

fsscy1(x, 0; 入， 11)={1+入sin(0-μ)} fcy1(x, 0; 11). 

正弦摂動による円柱分布は，ワイブル—von Mises分布の場合も，一般化パレート分

菰 vonMises分布の場合においても， 0とX の周辺密度関数と条件付き密度関数が陽に

与えられることである.eの周辺分布は次の巻き込みコーシー分布の正弦摂動の確率分布

(Sine-skewed Wrapped Cauchy (SSWC)分布）に従う．

fsswc (0; μ, "', 入） = (1+入sin(0-μ)) 
《「二戸・

2叶1-K,COS(0 -μ 

入=0の場合，対称な巻き込みコーシー分布になり，その集中度は Pl=K,/(1 + ✓ 「二足り

で与えられる．

指数—von Mises 分布とワイブル—von Mises分布はそれぞれ次のような表現も可能で

ある．

(3 
!ExpVM(x, 0; (3, μ, Fi,) = _ exp{-/3x(l -tanh(Fi,) cos(0 -μ))}, 

21rcosh("') 
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ここで， f3> 0は実変数の指数分布の形状パラメータであり， r;,>0は，円周分布の集中度

パラメータである．

af3°' 
fweiVM(x, 0; a, /3, μ, r;,) = x°'-1 exp{-(f3x)°'(l -tanh(r;,) cos(0 -μ))}, (2) 

21r cosh(r;,) 

a> 0,/3 > 0は実変数のワイブル分布の形状パラメータと尺度パラメータである．

2.1 識別可能性

次に円柱分布の正弦摂動の確率分布の識別可能性について考える．今，パラメータ

ベクトルを,=(入，"IT汀 Erとする．ここで rはパラメータ空間である．パラメー

タ,Erをもつ確率密度関数 fsscy1(x,Bl,)の族を考える．このとき， fsscy1(x,Bl,) 

は rにおいて識別可能であるとは，任意の ,1グ 2 Erに対して， ,1ヂ,2のときに

fsscy1(x, Bl,1)ナfsscy1(x,Bl而）が成り立つことをいう.sswc分布のパラメータベク

トルを ,sswc= (μ, Ii, 入汀とし，そのパラメータ空間を

rsswc = {(μ, "', 入)I -1r:::: μ< n,"'> o, ー 1:S入:S1} 

と表し，ワイブル—von Mises分布の正弦摂動の確率分布のパラメータ空間を次のように

表す．

rweiSSvM = 1SSWC X {(0:,/3)10: > 0,(3 > 0}. 

また，一般化パレート分布と vonMises分布の正弦摂動の確率分布のパラメータ空間を次

のように表す．

rGPSSvM = 1SSWC X {(b,T,0')18 > 0,T > 0, び>O}. 

このとき，以下の結果が成り立つ．

定理 1(Miyata et al.(2020)) 

(i) ワイブル—von Mises分布の正弦摂動の密度関数は，パラメータ空間 rweiSSvMに

おいて識別可能である．

(ii) 一般化パレート分布と vonMises分布の正弦摂動の密度関数は，パラメータ空

間rGPSSvMにおいて識別可能である．

これらの定理は Miyataet al. (2020)において示されている.Miyata et al. (2019)では，

正弦摂動の円周分布の混合モデルに対する識別可能性を議論しているが，円柱分布の混合

モデルの識別可能性に関しては明らかにされていない．
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3 円柱データの時系列解析

時刻 tにおいて円柱上に値を取る確率変数 Xt= (Xt,0リ仄XtE [0, +oo), 0t E 

[-1r,1r)の時系列 X1,r= (X1, ... ,Xr)を考える．

まずは，隠れマルコフモデルを定式化する．今， K個の状態を推移するマルコフ連鎖

に従って，ふが生成されるとする．マルコフ連鎖は離散時間に値を取る多項過程とす

る.Zt = (zt,1, ... , Zt,K汀は，時刻 tにおいて， Xtが K番目の状態から得られたときに，

Zt,k = 1, それ以外の場合は Zt,k= 0をとる潜在過程とする．観測される時系列は，潜在状

態の確率変数 Ztを用いて次のように表す

Xtl(Zt = eり~kth state with density fssc1y(X佃），

ここで''T/kは，状態 Kにおける円柱分布の正弦摂動の確率密度関数のパラメータベクトル

であり， ekは第 k要素が 1,それ以外の要素が 0であるベクトルである．また，マルコフ

連鎖を次のように表現する

p(Zt =叫Zt-1= ej) = a応

ここで ajkE [0,1)は状態遷移行列 Aの (j,k) 要素であり， ~[=1 ajk = 1を満たす．

初期状態の確率分布を表すベクトルを Q= (q1, ・ ・ ・, qK)互保=p(z1,k = 1), k = 

1, ... ,K, 江 qk= 1とすると，状態遷移の同時分布は次のように表すことができる

K T K K 

p(Z1,r; q, A)= p(Z叶q)IJp(ZtlZt-1; A)= II砧,kIT IT IT吼―1,戸t,k• (3) 
t=2 k=l t=2j=l k=l 

観測変数 Xtと潜在変数 Ztは条件付き独立であるとすると，状態過程を与えたときの観

測値の条件付き分布は次のように表すことができる．

T K 

f(X1,rlZ1,r; 叩...りK)= II II fssc1y(xt, 0⑳ k)Zt,k_ (4) 
t=l k=l 

正弦摂動の円柱分布のすべての状態におけるパラメータベクトルを T/l:K = 

('IJ『,．．．，社）T と表すと，観測値と潜在変数の同時分布（完全尤度）はつぎのように表すこ
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とができる．

T 

p(X1,Tク1,rlq,A,'T/1:K) = p(z叶q)[ IJ p(ztlzt-li A)] IT f(Xtlzt;'T/1:K) 
t=2 t=l 

＝＂砧・[ITIIII吼―,,戸'•]IT II f ssrn, (x,, 0氏~·贋）
k=l t=2 j=l k=l t=l k=l 

また，硯測変数の周辺分布は，次のようになる．

p(X1,rlq,A,111,K) = LP(X1,r,z1,rlq,A,111,K), (6) 
Z1,T 

一般に，潜在過程と観測過程の完全尤度の最大化は困難であるため，最尤法による未知

母数の推定は次の EMアルゴリズムを用いる.(5)式で表される完全尤度から，対数完全

尤度は次のように表すことができる．

lnL(TJ1,K; X1,T, Z1,T, q) 

T T 

=lnp(Z叶q)+ L lnp(ZtlZt-1; A)+ Llnfssc1y(XtlZ四 1:K). (7) 
t=2 t=l 

潜在過程 Z1,Tは親測できないため， (7)式の最大化によって，，，l:KとAの最尤推定量を得

ることができない.EMアルゴリズムは，条件付き完全対数尤度を最大化しながら，最尤推

定量を得る繰り返しアルゴリズムである.j-lにおける条件を与えたときに，条件付き完

全対数尤度は次式で与えられる．

Q(q,Aりl:Klq(j-l),A (j-l),'TJi~ 訂）
K 

= LlE(z1,klX1,N,q(j-l),A(j-l),'TJi炉）lnqk 

k=l 
T K K 

+ LLLlE(Zt-1註t,klX1,T,q(j-l), A (j-l),'TJi~;-,1)) ln ajk 
t=2j=lk=l 
T K 

+L戸 (z叫X1,T,q(j-l), A (j-l),'TJi切）lnfssc1y(叩， 0暉）
t=l k=l 

K N K K 

＝又(z1,k)ln保+LLL~(zt-1,j,Zt,k)lnajk+ tt,(zt,k)lnf(叩， 0t叫）
k=l t=2 j=l k=l t=l k=l 

(8) 



47

ここで

"f(Zt,k) = IE(zt,k) = L 1(zt)Zt,k, 
Z1,T 

~(Zt-l,j, Zt,k) = IE(Zt-1, 戸t,k)= L~(Zt-l, Zt)Zt-l, 戸t,k・

Z1,T 

(8)式を，，，l:Kに関して最大化し， Qk('f/,'f/(j-l))= Lf=11(zt,k) lnfssc1y(叩，0t;11りと懺

けば， j回目の繰り返しにおける Eステップによる状態変数の更新は次のようになる．

(j) 
qk = 

"f(Z1,k) (j) 冗i=2~(Zt-1,j, Zt,k) 
, ajk = 

区f=l1(z1,k) Lf=l 区i=2~(Zt-1,j, Zt,k) 
また， M ステップにおける推定値はつぎのようになる．

() (j-1) 
，，，；： = argmaxQj('f/k,'f/k). 

'r/k 

この Eステップと M ステップを，収束条件が満たされるまで繰り返す．

4 最尤推定量の漸近的性質

円柱分布の正弦摂動の確率分布に対する HMMの最尤推定量の一致性から調べる．

，，，k = (μk, 入杞,nr,ま状態 Kにおけるパラメータベクトルであったこれより推定すべき

パラメータは TJ=(an,••·,aKK,T/『, ...'TJk)Tである.HMMモデルのパラメータ空間

を次のように表す．

K 

H={TJ L 句k= 1, ajk > 0, -Jr'.Sμk < Jr, -1'.S入k'.S1, 咋 Er, (k = 1, ... , K)}・ 
k=l 

，，，o = (a州，...,a炭K,µ~悶，1門...,μ 見，入炭，1緊）Tと表す．また，最尤推定量りMLは
'~,'~, 

哨
次のように定義された．

，，，ML= arg maxLz0,r('IJ) 
'T/ 

゜'1K 

T K 

Lz0,T(か=L如o)fssc1y(0。,xo; "lo) II az,_1,z, II fssc1y(0t, Xt叫）圧

z1,n t=l k=l 

今，ゆ(μ)= (cosμ, sinμ 汀と定義し，関数 II(y)= (1 + y)/2と連続写像 hr/k : [-1, 1]→ 

町，％：酎→町を定義すると，正脱化定数 cr/kを用いて，状態 Kの正弦摂動による円
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柱分布の密度関数は次のように表すことができる．

f贔~Cly(x, 0;'T/k) = (1十入ksin(0 -μ い）fc1y(x, 0;'T/砂

= 2C'1k恥 (x)h,..,k(ゆ(0f心（い）II {入砂（限）T (~1 ~)心(0)}'
ここでゆ(0)= (cos0,sin0汀また μk= (cosμk,sinμk)Tである．対応する HMMの完

備なパラメータ空間は次のようになる

K 

Hゆ＝｛，，，苔jk= 1, ajk > 0, μk E S1, -1~ 入k~1,"Yk E r, (k = 1, ... , K) }・ 

次のような H から Hゆへの全単射の写像を考える．

¥JJ {(μ ぃ"(i,・ ・ ・, μK, "fkl} = (心(μ1f,"Yi,・・・, 心(μKf,rk,)K・

また，叫：= w(,,,o)はH心における真のパラメータベクトルとする最尤推定量の一致性

のためには次の仮定が必要になる．

仮定 1 [Al] (コンパクト性） rは即におけるコンパクト部分集合とする．任意の 0E

[-1r,1r)とすべての kE {1, ... , K} に対して， sup枷ES以rf塁~Cly(x, 0i"fk) < 00が

成り立っ，またパラメータベクトルの真値,,,aはH心の元とする．

[A2] (有界性）任意の祝 ES1 X [-1, 1] X fに対して，，，；の近傍 U('TJJ)が存在して，

位 [10gsup7/kEU(71ぃ{max(! 塁~Cly(X, 0l'T/吐1)}]< oo, (k = 1, ... , K)が成り

立つ．

[A3] (クロスエントロピーは下に有界）すべての 0E [一1r,1r)と X E 股＋に対して

伍{log f!sciy(X, 0l'T/k)} > -oo. 

[A4] (連続性）すべての 0E [-1r,1r) と XE 股＋に対して f塁~Cly(0, X叩）は 'T/kに対し

て連続

[A5] N('T/砂：= {01ド(x,0l'T/k = 0}とする．任意の 'T/kE S1 X [-1, 1] X fに対して，

Po{N(叫}=0 である，ここで P。真の確率密度関数 f塁~Cly(x, 0l'TJZ)に対応する

確率測度である．

次の仮定は，マルコフ連鎖が定常でエルゴードであるための条件である．

仮定 2 マルコフ連鎖の遷移確率行列 A= [a1k]j,k=l, …，nは非再帰的で非周期的である．

また，円柱分布の正弦摂動の確率分布の K個の混合モデルは識別可能であることを仮定

する．
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仮定 3 次の本質的な識別可能性 (genericidentifiability)が成立する．すなわち

K K 

と叫ssc1y(x,0叩） =L峰fssc1y(x,0; r,U 
k=l k=l 

であるならば， k=1, ... ,K に対して位 =a~ また 'T/k='T/~ が成り立つ．

Holzmann et al. (2006)は， HMMにおいて混合分布モデルの識別可能性がどのように

適用されるかに閲して説明している. P3周分布の有限混合分布の識別可能性に関しては，

Fraser et al. (1981)や Holzmannet al. (2004)において議論されているが，円柱分布の

混合分布に関する識別可能性はまだ明らかにされていない．識別可能性が証明されると，

Leroux (1992)や Bickelet al. (1998)で示されるように，最尤推定量 (MLE)の一致性と

漸近正規性を示すことができる．

HMMは潜在状態の並べ替えに関して識別可能でないため，次のような真のモデルに

よって定式化されるパラメータ集合を考える．

H胃砂={'T/EH心立ri,kfssc1y(0,x;'T/k) =言1rri0,kfssc1y(0,x; 咄）｝
k=l 

このとき次の最尤推定量の一致性が成り立つ．

定理 2 仮定 1-3の下で，最尤推定量 T/MLの強一致性が成り立つ．

p。[nl鷹 dis(加L,H心('T/0))= o] = 1, 

ただし， 2つの集合に対する距離は次のように定める．

dis(01, 02) = inf inf llx -YII -
xES11 yES12 

ここで，仮定 2は， Miyataet al. (2019)におけるP3周分布の正弦摂動の混合分布におけ

るMLEの一致性の条件を円柱分布に拡張した仮定に相当する．一致性の証明は， Cappe

et al. (2005)の定理 130や， Doucet al. (2014)のProposition13.13および 13.14と同

様にして示すことができる．

5 まとめ

本論文では，既存の円柱分布の紹介をし，非対称化について述べた．また，その円柱分布

のクラスにおける識別可能性の現状について議論し，円柱データに関する時系列解析の手
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法について紹介した．さらに，最尤推定量の一致性の定理と証明の概略を述べた．非対称

な円柱分布の HMMにおいて最尤推定量を求めるための EMアルゴリスムには， Miyata

et al. (2019)による非対称パラメータの取り扱いのエ夫の余地や，加速法 (Louis,1982) 

などの計算時間を改善する取り組みが必要であるまた，ベイズ流のアプローチについて

考える必要がある．

今後の課題として，円柱分布に対する混合モデルの識別可能性が挙げられる．また， Abe

et al. (2020)で議論された尺度変換によって非対称性をもたせた確率分布に関して，円柱

分布への拡張の余地や HMMモデルのパラメータ推定問題について分析する必要がある．
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