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1. はじめに

行と列に順序のある同じ分類からなる正方分割表においては，多くの観測値が分割表

の主対角付近に集中する傾向がある．そのため，行変数と列変数の独立性が成り立た

ないことが多く，対称性に関するモデルが提案されている．例えば， Bowker(1948)の

対称 (S)モデル， Caussinus(1965)の準対称 (QS)モデル， Stuart(1955)の周辺同

等 (MH)モデルなどがある．また， Kateriand Papaioannou (1997)は!-divergenceを

用いて準対称性を一般化し (QS[f]モデルと記す）， Kateriand Agresti (2007)は順序

カテゴリ分割表に対する準対称性 (OQS[f]モデルと記す）を提案した．本講演では，

OQS[f]モデルと QS[f]モデルのギャップを補う !-divergenceに基づく非対称モデルを

提案する． このモデルは， Ireland,Ku and Kullback (1969)の情報理論的アプローチ

と関連が深く，ある条件を与えた下で!-divergenceに関してSモデルにもっとも近いモ

デルであることが示される．また，提案モデルは，多くの非対称性のモデルを特別な

場合に含む．

Caussinus (1965)は"Sモデルが成り立っための必要十分条件はQSモデルと MHモ

デルの両方が成り立つことである”を証明した.sモデルがデータに適合しない場合に，
この結果はその原因を探ることに有用である．本講演では， !-divergenceに基づく非対

称モデルを用いた Sモデルの分解も与える．さらに，適合度検定統計量の関係につい

ても考察する．

2. !-divergenceに基づく非対称モデル

順序カテゴリ rxr正方分割表において， (i,j)セル確率を1rijとし (i= 1, ... ,r;j = 

1, ... , r), 唸=(7rij +1rji)/2とする．また，周辺分布を7ri+=~;=1 和， 7r+i=どしげsi
(i=l, ... ,r)とし，｛糾｝を附＜匹＜．．．＜叫を満たす既知のスコアとする．

確率ベクトル（元）は，制約条件

冗 +1rji= tij = tji (i = 1, ... ,r;j = 1, ... ,r), (1) 

の下で対称性を満たし，固定されることに注意する.JCけ： 7rs)を（乃）と（疇）の
!-divergenceとする．すなわち
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である．ここに， fは(0,+oo)で二階微分可能な狭義凸関数でf(l) = 0を満たし，
f (O) = lirnt→ o J(t), 0・J(0/0) = 0, 0・J(a/0) = alirnい 00[f(t)/t]とする．制約条件 (1)



53

と制約条件
r 

ど砧'IT;+=忙 (h= 1, ... , k), (2) 
i=l 

の下で， JCけ三）を最小化することを考える．このとき，

k r r 

I叫 T勺＋苫入h(苫u71ri十―μh)+苫苫％（冗+1fji― tij) 

を1rijで偏微分して0と等しいとした方程式は

J'(~) +含国＋的＋伽 =0 (3) 

である.f'をFとし， (3)の解を元とすると，

k 

F 信）＝ーとパ—伽＋％）
h=l 

である．ただし， 1r1Jは制約条件 (1)と(2)を満たすことに注意する.fが狭義凸関数
であることから， Fの逆関数が存在するので，

喜=Fー1(—言パ— (</>ij + </>ji)) 
である．一心とー（的＋％）をそれぞれOchと"'/ijとすると，

元＝疇p-1位心+"'/ij)'
ただし，句="'/jiである．以上から，制約条件 (1)と(2)の下で， JC(7r : 7rS)は元に

おいて最小値に達する．

!-divergenceに基づく非対称 (AS叶fl)モデルを次のように定義する：任意に与えら
れたk(k = 1, ... , r -1)に対して，

冗＝略p-1(言u7叩 +"'/ij) (i=l, ... ,r;j=l, ... ,r), 
ただし，句="'/ji, 疇＝（巧+1rji)/2,F(t) =『(t)である．先の議論から，このモデルは

｛冗＋巧，｝と h= 1, ... ,kについて｛兄u7冗＋｝（または｛区，u711―+J)を与えた条件の下

で!-divergenceに関してSモデルにもっとも近いモデルである．特に0!1=・・・＝知 =0

のとき， Sモデルである．

ASr-1[!]モデルは， Kateriand Papaioannou (1997)のQS[f]モデルであり， AS1[f]

モデルは， Kateriand Agresti (2007)のOQS[f]モデルである．このことから， AS叶flモ
デル (k=2,... ,r-1)は， !-divergenceに基づく OQS[f]モデルの拡張であり， OQS[f]

モデルと QS[f]モデルのギャップを埋める．
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f(t) = tlog(t) (t > 0)としたAS叶flモデルは

冗＝疇exp[t砧位+'Yij―1] (i=l, ... ,r;j=l, ... ,r), (4) 
h=l 

ただし， 'Yij= "fjiである.f (t) = t log(t)とした !-divergenceはKullback-Leiblerdis-

tanceである．条件付き確率を元 =7rij/(冗 +'Trji)とする．式 (4)の下で

が
k 

砂—uJ
__!l_ = IT!3h'(i < j), 
吋i h=l 

ただし，趾 =exp[叫である．したがって，このモデルはセル確率（条件付き確率）の

比に関する非対称構造を示す.Tahata and Tomizawa (2011)は糾=i (i = l, ... ,r) 

としたモデルを提案し，多元分割表への拡張を行った．また， f(t)= (1 -t)2とした

AS叶flモデルは

冗=1rZ (区~=1 u~ +'rij + 1) (i = 1, ... , r; j = 1, ... , r), (5) 

ただし，句=/jiである.f(t) = (1 -t)2とした!-divergenceはPearsoniandistanceで

ある．式 (5)の下で
k 

唸—咋 =L(砂―吋）汎 (i < j), 
h=l 

ただし， f3h=位/4,区h(uクー叫）趾 <1である． したがって，このモデルは条件付き
確率の差に関する非対称構造を示す．このようにdivergenceに依存して，条件付き確

率に関する非対称構造が異なることに注意する．

3. 対称性の分解

行変数をX,列変数をYとする．既知のスコア｛糾｝は附＜匹＜．．．＜叫を満たすと

する．ここでg(i)=佑 (i=l,... ,r)とするとき，周辺K次積率一致 (MEけモデルを

次のように考える：任意に与えられた k(k = 1, ... , r -1)に対して，

E(g(Xt) = E(g(Y)り (h= 1, ... ,k), 

ただし，

E(g(X)り=L心「s+, E(g(Y)り=L心「+s
s=l s=l 

である．このモデルは， h= 1, ... ,kに対して， X とYのスコアに関する周辺h次積率
が一致する構造を示す.Tahata and Tomizawa (2008)はMEr-1モデルがMHモデルと

同値であることを示した．つまり， MEr-1モデルは行変数と列変数の周辺分布に関す

る同等性を示す． このとき，次の定理を得る．

定理 1.任意に与えられたk(k = 1, ... , r -1)に対して， Sモデルが成り立っための
必要十分条件はAS叶flモデルと MEkモデルの両方が成り立つことである．
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定理 1はCaussinus(1965), Kateri and Papaioannou (1997), Tahata and Tomizawa 

(2011)などの結果を含む．

モデルMの適合度検定は，たとえば，尤度比カイニ乗統計量
r r 

訊 M)= 2苫苔iilog (こ）
を用いる．ここに， n;jは(i,j)セル観測度数， 'lnijは(i,j)セル期待度数m;JのモデルM

の下での最尤推定量である．このとき，次の定理を得る．

定理 2.任意に与えられた k(k=l,... ,r-l)に対して， Sモデルの下でび(S)は

び(AS叶fl)とび(ME砂の和と漸近的に同等である．

定理1と定理2の詳細については， Tahata(2019)を参照されたい．また，定理1と定

理2のk=lとした結果は， Saigusa,Tahata and Tomizawa (2015)を参照されたい．

定理1より AS叶flモデルが成り立つとき， MEkモデルと Sモデルは同値である． し
たがって， AS叶flモデルが成り立つという条件の下でのM恥モデルの適合度検定は，

G2(ME日AS叶fl)=G2(SIAS叶fl)=G2(S) -G2(AS叶fl)

で与えられる．一方，定理 2はSモデルの下でび(S)がび(AS叶fl)とび(MEりの
和と漸近的に同等であることを主張する．以上から， Sモデルの下で条件付き検定

び(MEklAS叶fl)はび(MEりと漸近的に同等である．
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