
72

Laplace分布の再評価：

ベイズ法ど活性化関数から

統計数理研究所 柳本武美

Takemi Yanagimoto 

Institute of Statistical Mathematics 

§1. 序：確率分布の有用性

Laplace分布 LA(μ,T)の密度関数は、 μER,TE R+に対して

'T 
p(xlμ,-r) =ぅexp{--r[x -μ[} (1.1) 

で与えられる。平均 μは位附母数でもあり、標準偏差 1/Tは尺度母数で

もある。数学者 Laplace(1749 -1827)の名が冠せられるように古くから

知られている。この分布の詳細なレビューは Kotzら(2001)にある。

一方、 logistic分布 LG(μ,r)の密度関数は、 μER,TE R+に対して

p(xlμ, r) = 
rexp{r(x -μ)} 

{1 + exp{r(x―μ)}}2 
(1.2) 

で与えられる。共に平均値 μに関して対称で、 ,?;が大きいときに指数関

数のオーダーで減少する。また、分布関数も初等関数で容易に表現でき

る。この性質は順序統計量を扱う場合に便利である。一方、これら二つ

分布は指数分布族に属さないし、二次元の十分統計量もない。このよう

に二つの分布の役割は、大まかに見れば極めて良く似ている。

統計学においては確率分布はデータのばらつきを表現するために使わ

れる。確率分布は無数にあるが、実際に使われる分布は限られている。改
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めて確率分布の有用性を考えると、独自性と解析的な利便性の二面があ

る。データのばらつき方を表現する規則性はデータによって異なるから、

それに応じた特性が求められる。一方で大まかには似た確率分布であれ

ば、母数の推定などデータの効率的な解析に必要な解析的な性質を満た

すことが望ましい。解析的な利便性は、数学的な性質であって確率分布

の有用性とは関係がないように感じるかも知れない。しかし、正規分布

を初めよく使われる分布は便利な性質を満たしている。

本稿では、 Laplace分布と logistic分布を例にして、分布の有用性を議

論する。今日では、どちらかと言うと logistic分布の方が馴染まれてはい

るが、細かく調べてみても logistic分布には特に長所が見当たらないこと

を指摘する。そして深層学習のような分野、つまり自然現象の記述と言

うより人の認知過程に関する分野、では Laplace分布の欠点と考えられ

ていだ性質がなくなることを指摘する。

結論として、 Laplace分布の再評価が望まれることを強調する。

§2. Laplace分布の特性

確率密度 (1.1)から分かるように、平均値 μで二つの指数密度関数を

貼り合わせた密度関数になっている。その意味で doubleexponential分

布とも呼ばれる。正値上の分布としての指数分布の重要性は論を侯たな

い。しかし、その事実は Laplace分布の爪要性と直接の関係はない。

当初に注目された点は、標本中央値と μのMLEが一致することにあっ

た。 Laplace(1774), Kaynes (1911)らの関心を惹いた。しかし、推定量と

しての性能は良くない。実際、標本中央値が記述統計学で重要視される理

由は、母集団の分布の非対称性が強く強度に歪んでいる場合である。そう

したデータでは中央値によって集団を代表させる推定量としての統計量も

同様の働きが見込まれる。対称な分布の中央値、同時に平均値でもある、

の推定量として良い性質を保つかどうかについては何の保証もない上に懐

疑的でもある。また、 MLEについて標本サイズが偶数n=2mの場合の

μ の推定量を考える。標本 mぃ...,Xnの順序統計量を 四1)'・・・ 心(n)と書
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くと、尤度は (X(m)心(m+l))の区間で一定であり最大値を達成する。だか

らMLEは一意には定まらない。そこで、 (x(m)+ X(m+i))/2とする。しか

し、後に議論する事後分布から見ると、この操作には何らの妥当性もない。

だから、正当性がない二つの推定値が偶々一致しただけで、何らの格別な

意味もない。実際、 MLEを改良することは容易であり、 Govindarajulu

(1966), Akahira and Takeuchi (1990)などの研究がある。

注正規分布では標本平均と μのMLEが一致することに注目された。こ

の推定量 mの性能は良いことが知られている。逆に、この性質は正規分

布を特徴付ける。二つの推定量が一致することでは見かけ上同じである

が、その意味するところは全くの逆である。正規分布では MLEが望ま

しいことを含意するが、 Laplace分布では望ましいとは含意しない。

こうした欠点以上に従来Laplace分布が避けられてきた大きい理由は、

密度関数が中央値 μで折れている点である。素朴な自然観では、自然現

象とか生理反応は滑らかに変化すると考えられている。だから、多くの

応用分野でのデータの変動の記述には不適切と見なされている。もし分

布の中央部の細かい変動が重要であれば、折れ点の存在は大きな欠点で

ある。そうではなくて、分布の全体的変動に関心があるのなら、折れ点

は爪要ではない。

欠点が多いようであるが、様々な長所がある。本稿の後節では、母数

のベイズ推定と深層学習における活性化関数と対数尤度比との関係を議

論する。

その前に、 Subbtin(1923)が導入した exponentialpower分布族から

Laplace分布を俯職する。係数 r>Oを任意に固定したとき、この分布

族の密度関数は母数 (μ,T)に対して次のように表される。

71/r 

Pr(xlμ, T) = 
2f((r + 1)/r) 

exp{-Tlx -μ 「}. (2.1) 

係数 rを 1,2と憤くと、各々 Laplace分布と正規分布になる。また、

~=Tr と附いて、 r → 0 の極限分布として一様分布が得られる。この密
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度を μの関数と見ると同じ分布に従うと共に、 Tの関数と見ると gamma

分布の密度関数に比例する。係数が r> lの場合には密度関数は滑らか

で折れ点がない。従って、 Fisherの情報行列は r↓1の極限値として導

かれる。近年注目されている Lassoは正規標本分布の下で Laplace事前

分布を仮定したベイズモデルと見なされる (Parkand Casella, 2008)。こ

のような定式化が出来るのは、両方の分布が同じ exponentialpower分布

族に属して、尺腹母数 Tを見かけ上同一視出来るからである。

一方 logistic分布の特徴を調べる。既に述べたように、密度関数 (1.2)

は滑らかである。また、分布関数も Laplace分布より表現が簡潔である。

従って、打ち切りのある順序統計量の扱いではより容易である。分布関

数が成長曲線のモデルと関連する。 Logisticの名称の由来は成長曲線との

関連である。更に特筆すべき点は、二項分布 Bi(p)を指数分布族と見な

したときの自然母数 0との関連である。自然母数は

0 = log 
p 

1-p 

で表される。この関数は logistic分布関数で r= l, μ=  0と附いて、

p=xの関数と見た場合の逆圏数である。この関係は、二項分布を説明

する潜在分布と見なされる。広く川いられている logitモデルの枯礎を与

えている。

しかし、 logitモデルは回帰モデルであって、逆関数は回帰関数として

用いられている。通常のデータの変動を表現する訳ではない。また、潜

在分布としてもっともらしいとする正当化もない。 Logistic分布の良さ

を表していると言うより、二項分布の特性であると見る方が自然である。

実際logitモデルが歓迎されたのは、それ以前に毒性学・生物検定で用い

られていた probitモデルに無理があったと見なされている。多くの分野

では、潜在分布として正規分布を想定するのは無理があるからである。

指数分布族には属さないし、 MLEは陽には表現できない。尺度周数 T

にべき乗とか gamma密腹関数との関連もない。また、 Kullback-Leibler
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分離度は、 g(y)の密度p(y)の下での期待値をE{g(y);p(y)}と書いて

D(0, 0) = E{log{p(yl 0)/p(yl 0); p(yl 0)} (2.2) 

と表されるが、 logistic分布の間では陽に表現できない。更には、正規分

布など他の有用な分布を共に含む一般分布族もない。その結果、標本分

布を logistic分布としたベイズモデルでは事前分布の選択が限られる。逆

に事前分布として logistic分布を仮定する場合の利便性も見あたらない。

改めて logistic分布を評価すると、密度関数が折れ点のない滑らかな関

数であることを除いて格別な利便性は見当たらない。

§3. ベイズ推定における estimand

Laplace分布 LA(μ,T)の母数推定を考える。事前密度として無情報事

前関数として reference事前関数 (Garvanand Ghosh, 1997) 

1 
び(μ,T) CX -

T 
(3.1) 

を仮定する。他にも Jeffreys'prior,1r 1 (μ, T) ex: 1 / ftが知られるが、
reference priorの方が理論的な裏付けがある上に多くの例で性能の良い

推定量が導出されることが知られている。

もし μに閲しての情報が存在するときには informative事前密度も次

のように定義できる。

6。T
1r(μ, T; 0。,m) ex: —exp{-o。T l µ - ml}・ 一．

2 T 

主要項は Laplace密度であり、台としての測度がreference事前関数であ

る。このような簡明な informative事前分布が定義できて、演算が容易に

なるのは Tがべき乗係数と扱えるからである。この仮定下で事後密度は

簡潔になる。更に、 Tに関して事前情報が仮定できる場合にも、 gamma

分布を用いた簡単な仮定が可能である。

ベイズ推定では母数の推定は事後平均で推定することが原則である。問

題は事後平均を求める母数の選択である。ここでは選択した母数を esti-

mandと呼ぶ。通常は、応用上重要であるとかその母数に関心があるとか
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で選ぶと考えられている。説明が容易であるとの意味では、平均 μと標

準偏差 l/Tが候補に上がる。例えば、初期の研究である Govindarajulu

(1966)ではこの母数を選択した上で線形最小不偏推定量を求めている。

ところが、平均はともかく標準偏差の事後平均は直感的には違和感があ

る。何故なら標準偏差より分散の方が事後平均との相性が良さそうだか

らである。更には上でも述べたように、 Tのinformative事前分布を仮定

する際には Tの方が gamma分布との相性が良い。結局直感的に妥当と

見なされる estimandの候補として (μ,1/r), (μ, 1/召），(μ,r)が挙げられ

る。これらの中から一つを選択することは難しい問題である。選択の判

断規準として、応用上とか解析結果の解釈の容易さなどが議論されるが、

実際的ではない。むしろ、損失関数の選択とか推定の効率を上げる技術

上の都合を原則にする方がより建設的である。

理論統計学では、推定法はリスクを小さくするように選ぶことが原則

である。この原則では、予め損失L(0,0)を定めておく必要がある。ベイ

ズ法の入門書では、損失

—-L((fJ,, 1/T)), (μ, l/T) = (μ-μ)2 + (1/T-1/r)2 

の下で (μ,l/T)の事後平均がベイズリスクを最小にすること強調される。

しかし、この理論は estimandの選択に応じて狽失関数を決めているの

で、どんな estimandの選択も同等に正当化される。だから、適切なベイ

ズ法での estimandの選択には役立たない。

現在多くの研究者が認めている損失に Kullback-Leibler分離腹 (2.2)が

ある。この分離度は、母数間の距離 （分離度）を予測分布間の距離として

定義している。従って、同じ予測子を尊く同等な母数は同一視するので、

我々の議論にとって都合が良い。二つの Laplace分布間の距離は次のよ

うに表される。

D((fl: f); (μ, T)) 
'T 

ー 正 {exp(-チIP,-μI)+flμ-μI -1} 

:n に — log; -1 }- (3.2) 
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この損失は µ~µ のとき

l T T 

-Tf(且—研 ＋ ― - log-::-一 1
2 テ T

(3.3) 

で近似できる。これから (Tμ,μ)の事後平均が上の近似損失を最小にす

ることが、細々した計算から、得られる。

Estimandの選択についてのこの結果は、上での直感的な議論とは異

なる。しかし、奇妙な結果ではない。指数分布族では、 Kullback-Leibler

分離度を損失にしたとき、ベイズリスクを最小にする estimandは自然

母数である。例えば、正規分布 N(μ,庄） では (μ/a叫1/庄） となる。事前

密度として referencepriorを選ぶと、事後平均は (μ,炉）＝（元，Sり但し

惑=I:(叫一元）2/(n -1)と同等になる。導かれる推定量は頻度論の立場

でもごく自然である。しかも、上での議論したような直感的な estimand

である (μ,虎） は現れない。

推定量は次のように一次元の数値禎分を用いて計算でいる表現に帰着

される。

小喜—µ[}―(n+ildµ
T = 
j {I:lxi―μ[}―ndμ 

(3.4) 

µ(~ ロ） ~ jµ{区 Ix, ―μI}ー(n+ildμ
7 / {I:lxiー μ[}-(n+ildμ

(3.5) 

一次元の数値計算に帰着されるのは、 Tに関しての柏分はgamma関数の

栢分表現が適用できるからである。上式の被積分関数は区分的に μ-m

のべき乗の形であり、陽に積分できる。だから nが小さいときは計算量

は小さい。大きいときは近似式により計算できるとされている (Boxand 

Tiao, 1962)。

上の議論にも拘わらず estimandは (μ,T)とする方が魅力的である考

える研究者もいるかも知れない。理論的な裏付けはなくても、 Tμ より μ
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の方が意味も取りやすいからである。 Reference事前関数を仮定すると、

T の推定量は提案法と同じになるが、 μの推定量は

μ{I:I年 -μl}-ndμ

;:, ~ j{Dx,-µI}詞µ
と表される。推定量 (3.5)との違いはべき乗の係数だけに現れる。二つの

推定量は大きくは変わらない。しかし、 n=2の場合を比較すると、この

推定量の分子の積分は存在しない。この事実は明確な欠点である。一方

で、 estimandを (μ,T)と選択することによる長所は何らか見出しがたい。

ここで、改めて Laplace密度の exponentは ―ITx-T川 と書き換えら

れることに注意する。即ち、密度関数が μに依存するのは Tμ に通して

のみである。だから、分布間の距離に拮づいてい議論する限りには μが

孤立して現れることはない。

表 1.提案推定量の平均： l/Tの場合、繰り返し 10,000

標本サイズ：

平均

3
 
4
 
5
 
6
 
7
 

1.0015 1.0046 0.9989 1.0064 0.9935 

幾らかの数値比較を行った範囲では、上の推定量の性能は良好である。

その過程で得られた一つの興味深い観察結果は、表 1に与えたように、

1/チが近似的には不偏である事実である。表 1を一見すると、厳密にも

不偏性が成り立つように見えるが、推定量の表現式 (3.4)を見ても厳密

な不偏性は成り立ちそうもない。一方で全くの偶然でもなさそうである。

実際同じ exponentialpower分布族に属する正規分布では T= 1/a2の事
後平均が 妥 となって不偏である。しかも、 Laplace分布では必要な近似

(3.3)も不要である。

この観察結果は、恒感的な estimandの選択が危ういことを示唆してい

る。むしろ損失の選択から estimandを尊く方が理論的な扱いが可能に

なり、推定量の柔軟な選択を可能にさせる。また、 Laplace分布ではベイ
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ズ母数推定の理論的な展開を可能にする性質が満たされることが観察さ

れる。

上で観察された母数推定に対応する推定法は、 logistic分布の場合には

困難である。実際、 Laplace分布の場合に比べて推定法を構築するための

拮礎的な性質が見当たらない。対応する性質を調べる。

1)無情報事前分布では Jeffreys事前関数は得られるが、より魅力的な

reference priorは文献上見当たらない

2) Informative事前分布の定義が難しい。 Logistic分布の範囲内で定義

することは困難である。

3) Kullback-Leibler分離度は陽に表現されない。

4)推定量は二次元の数値積分が必要になる。

5) Estimandの選択についての理論的な辰開が出来ない。

これらの事実を要するに、ベイズ推定では logistic分布には有用な性質

は見当たらない。

§4. 対数尤度比としての活性化関数

活性化関数は深層学習で用いられる非線形関数である。深層学習では、

高次元のデータを隣り合う層の間で繰り返して逐次的に次元を縮小させ

る線形変換と、活性化関数によるデータの変換を通じて目的の情報に集

約させる。深層学習は、人間の知的営みである認知機能を機械的操作で

代用させる試みである人工知能の最大の成功例である。

当初のモデルは生体の反応でしばしば観察される閾値モデルであった。

筋繊維に対する電気的刺激に代表される生体の反応は、連続値から二値

R→ {0,1}への step関数である。生体反応の典型として、より複雑な
認知機能に際しても基本的な変換であると考えられた。しかし、そのよ

うな単純な変換に基づいて機械的に認知機能を表現することが不可能で

あるので、より一般的な R→[O, l]が用いられるようになった。この関
数に非滅少性の制約を入れると確率分布の分布関数に限られる。加えて、

潜在的な閾値の分布を表現しているとの説明もできる。この目的のため
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に用いられた分布関数が logistic分布関数である。伝統的にこの分野では

sigmoid関数と呼ばれている。この関数は出力層での softmax関数とし

ても現れる二項分布の自然母数と平均母数の関係式、自然連結関数、で

ある。しかし、これは logitモデルの場合と同じで回帰関数としての利用

であって logistic分布の関連は直接的ではない。

分類の精度を上げるために、中間層を多くする試みがなされて深層と

名付けられた。中間層を増やすと閾値分布の拡張したモデルでは、勾配

の喪失など扱いが困難になった。そのため広く用いられる活性関数とし

てReLU関数

aRL(x) = Max{O, x} (4.1) 

が提案された。この関数は分布関数ではなく、且つ原点 x=Oで折れて

いる。しかし、従来の統計モデルでは折れ点に格別な意味をもたせるこ

とが多いが、深層学習では特別な意味はもたせない。関数の全休的な傾

向に関心が払われる。

回帰関数を ReLU関数の一般形である Max{c,ax+ b}とした回帰モ

デルは hockey-stickモデルとして環境分野で利川された (Hasselbladら，

1973)。この場合には折れ点が健康影響を及ぼさない閾値と理解できるこ

とが、このモデルが用いられた動機である。しかし、そのような利用に

は十分な配慮が必要である (Yanagimotoand Yamamoto, 1979)。一方で

深層学習では ReLU関数の折れ点に閾値の関連した解釈は不要である。

ReLU関数から見れば、定数関数 ac(x)= 0とは大きく離れている。

また、 step関数 ast(x)= 0 for x < 0, = 1 for x~0 とも異なる。むしろ、

恒等関数 町(x)= Xの変形であり、その活性化関数と見なされる。恒等

関数、より一般的には線形関数、は変換しても活性化関数としては無意

味である。そもそも層を逐次進める際に、多次元の線形変換 (affine変換）

が成されているのからである。言い換えると、活性化関数を線形関数に

すると多層にする意味はなく、一層のみでの変数変換に帰着する。この

ことは、深層学習を線形モデルとして扱うことに帰着する。従来の正規



82

性の仮定の下での線形モデルである。

そこで、活性化関数を対数尤度比の視点から見直す。対数尤度比は二

つの密腹関数防(x)とPo(x)に対して

LLR(x) = log{p1(x)/p0(x)} (4.2) 

で定義される。対数尤度比は、 Neyman-Pearsonの基本補題に見られるよ

うに、二つの密度間の相対測度を表す基本量である。検定理論を含めて、

理論統計学における基本量である。なおここでの利用は尤度としてより

密度比を扱うが、慣例により尤度比の用語を使う。

例 4.1.(恒等関数）密度関数 ゅ(x)を標準正規分布，N(O,1): の密度関数

として、 Pi(x) = r.p(x -1/2) and Po(: ℃） = r.p(x + 1/2). 対数尤度比は

LLR(x) = x (4.3) 

と恒等関数になる。

恒等関数が平均を移動させた正規密度の比から導かれる。上の例では、

代表的な対の分布を選ぶためにある分布族の中で二つの異なる平均をも

つ分布を選んだ。この選択は分布の対見つけるためには最も枯本的であ

る。更に輿味深い点は、分布族として正規密度を用いて活性化関数を導

出している事実である。正規分布の仮定とデータの線形変換とは相性が

良い。だから多変贔解析では多変量正規分布が仮定されて、データが線

形変換されてきた。多変量解析を革新する深層学習では、線形変換を改

良する活性化関数が望まれる。有用な活性化関数は、定数関数を改良す

るより恒等関数を改良することにより得られると見込まれる。

例 4.2.(定数関数）二つの密度閑数Pl(ぉ） とPo(x)をが を台に持つ同

じ密腹関数p(x)とする。対数尤腹比は LLR(x)= 0となり定数関数に

なる。

対数尤度比から見ると、定数関数は自明な例である。一方で、定数関
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数と対をなす step関数 ast(x)を対数尤度比として導くのは困難である。

§5. Laplace分布が誘導する活性化関数

活性化関数 ReLUを対数尤度比として導くような密度関数の対を、

Laplace密腹関数とこれに関連した密度関数によって見つけることが出来

る。記号を簡単にするために、正値区間 (0,DO)の定義関数を I+(x)と書

き、非正値区間の定義関数を L(x)と書く。

例 5.1.(ReLU関数）密度関数 か(x)を Laplace分布 LA(O,1)とする。

別の密度関数を

Po(x) = (2/3) expx L(x) + (2/3) exp-2x I+(x). 

とする。その対数尤度比は

3 
LLR(x) = log 4 L(x) + (x +log!)以x)

と表される。従って aRL(x)= LLR(x) + log(4/3). となるから ReLU関

数である。

密度関数 Po(x)は非対称 Laplace密度関数と呼ばれる。異なる平均の

指数分布を原点で左右に貼り合わせた密度関数で、 Laplace密度の匝接的

な拡張である。

例 5.2.(Ramp関数）Laplace分布 LA(O,1/2)の密度関数を p(x)とす

る。ここで 防(x)= p(x -1/2), p0(x) = p(x + 1/2)と閥くと．

LLR(x) = -1/2 

- X 

- 1/2 

for -1/2 2 X 

for 1/2 2 X > -1/2 

for X > 1/2. 

右辺は Max{-1/2,Min{x, 1/2}}と簡潔に書くことも出来る。．

(5.1) 

この関数は x=ー 1/2and 1/2の二点で折れ点をもつ。この形状から

ramp関数と呼ばれる。深層学習では LLR(x)+ 1/2を hard-sigmoid関
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数と呼ばれて、一様分布の分布関数として扱われていた。また、回帰関

数 (Mudelsee,2000)あるいは損失 (Collobertら，2006)としても用いら

れる。

上の結果較べて、 logistic密度を用いた対数尤度比から ReLU関数を導

くことは折れ点が表現できないので不可能である。逆に活性化関数を分

布関数と見た場合、 logistic分布関数と Laplace分布関数は特に裾部分で

似ている。密腹関数での折れ点はなくなり び 級の関数になる。対数尤

度比の視点から見ると、 Laplace密度と logsiticを入れ替えても大きな差

はない。計算量が少し増加する上に、 ReLU関数のような既存の活性関

数との関連が弱くなってしまう。

4, 5節の内容の一部は大草孝介博士 （横浜市立大）との共同研究の結果

であることを記して、改めて感謝します。
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