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概要

アンバランスなパネルデータに対する固定効果推定量に対する一致性および漸近

正規性の厳密な証明を与える．さらに固定効果モデルを用いたグリーンボンドプレミ

アムの推定の仕方を説明し，実データ解析を行う．

1 はじめに

近年， H本を含む世界各地で，気候変動に伴う多くの自然災害により大きな被害を受け

ているこのような現状を改善するために， ESG投資といわれる環境(Environment),社

会 (Social),ガバナンス (Governance)の要素も考慮にいれた持続可能で責任ある投資を

行う動きが，ここ十年の間で大きく注目を集めている環境分野に関連する資金調達を目

的に発行されるグリーンボンドはESG投資対象として市場認知が高まっている．グリー

ンボンド (GreenBond)とは，企業や地方自治体等が，国内外のグリーンプロジェクトに

要する資金を調達するために発行する債券と定義される（グリーンボンド発行促進プラッ

*〒370-0801高崎市上並榎町 1300
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トフォーム*1(環境省）より）．このホームページによると， 2019年の世界のグリーンボン

ド発行額は2500億ドルを超えていることからも注目の強さがわかる．このとき，投資家の

観点から見ると，グリーンボンドと通常の社債や地方債（バニラボンド， VanillaBond)を

比較したときに，どちらに投賓すべきか？という問題があるなぜなら同一発行休による

グリーンボンドとバニラボンドは同じ社債格付けを有し，かつ一般的なグリーンボンドの

コベナンツ（資金調達に関する特約条項）はバニラボンドと同じであることが多いからで

ある．一方で，グリーンボンドヘの投資は，持続可能な社会を作ることに貢献するといっ

た，投資家の意志を反映する機会と捉えることもできる．グリーンボンドの持つ魅力を評

価する一つの手法として，グリーンボンドプレミアム*2が知られており，"同じ年限"を持

つグリーンボンドとバニラボンドの利回り差（スプレッド差）として定義される (Larcker

and Watts, 2020). Zerbib (2019)においては，グリーンボンドと満期までの残存期間が

近く，格付け，債券の支払い順位，元利払いの仕組みなどが同じバニラボンドを人工的に

構築し，そのグリーンボンドの利回り *3からこの人工的に作ったバニラボンドの利回りを

差し引いたものを考えた．そして，そこから流動性のもつ情報を，固定効果モデルを用いて

差し引いた量をグリーンボンドプレミアムとして定義した．

このため，本報告においては， Zerbib(2019)で与えられた固定効果モデルを用いたグ

リーンボンドプレミアムの推定方法を説明し，最近の債券の利回りのデータを用いて，グ

リーンボンドプレミアムの推定を行う．債券の場合，それぞれが異なる発行Hと満期日

を持っため，対象とする期間において，複数の債券のデータが全て揃っていない状況にあ

るこのため，このようなアンバランスなデータに対して，固定効果モデルを適用する必

要があるアンバランスなパネルデータに対する固定効果モデルを用いた推定について

は， Balestraand Krishnakumar (2008), Baltagi (2008), Greene (2003)のような多くの

書籍で触れてはいるが，大抵，通常の固定効果モデルにおける推定と同様のことがいえる

と述べるにとどまり，テクニカルな条件については説明していないことが多い．このため，

アンバランスな固定効果モデルの固定効果推定量に対して，時系列方向のサイズを固定し，

クロスセクショナルの方向のサイズを大きくしたときの，固定効果推定量の一致性ど漸近

正規性に対する条件についても補足を行う.2章および 3章では，グリーンボンドと比較

するバニラボンドをどのようにして作るのかを宮田，佐藤 (2020)に従って説明を行う．

*1 http://greenbondplatform.env.go.jp/policies-data/list/world.html 
*2しばしばGreenium,Green Premiumとも呼ばれる

*3ァスクサイドの利回りを使う考え方と，ビッドサイドの利回りを使う考え方がある
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2 マッチング法

グリーンボンドと，満期までの残存期間が近いもので，格付け，債券の支払い順位などが

同じようなバニラボンドを人工的に作るためには，グリーンボンドに似た特徴を持つバニ

ラボンド (Conventionalbondともいう．以後 CBと略記）を見つける必要があるここ

では， Zerbib(2019)の方法に従ったグリーンボンド (GreenBond, 以後 GBと略記）に

近い動きをするバニラボンドの選び方を説明するなお， Maturityはある時点（ここでは

2019年 12月12日とした）から満期までの残存期間（単位は年）を表す．それぞれの GB

に対して，以下の条件を満たす CBを選ぶ：

1. 同じ発行体

2. 同じ通貨（ドル，ユーロ，…）

3. グリーンボンドと同じ格付け AAA,AA, A, BBB, BB, non-rated. 3つの格付け

会社 (S&P,Moody's, Fitch)の格付けを利用するただし A+ゃAA一のような

＋とーは取り除く．そのうえで，多数決の原理で，最も多数を占める格付けをその

債券の評価とする例えば，ある債券の格付けが， S&P:AA, Moody's: AA, Fitch: 

AAAのときは，この債券の格付けは AAとなるまた債券に対する評価が2つし

かないときには，高い評価の方を採用した例えば，ある債券 Bの格付けが， S&P:

AA, Moody's: x, Fitch: AAAのときは，この債券の格付けは AAAとなる．

4. 同じ Bondstructure: 満期一括償還かコーラブル債か（本研究では満期一括償還の

みを取り扱う）

5. 同じ Seniority(発行体の投資家に対する支払い順位）

6. 同じ Collateral(債券の支払いに発行体が担保を付けているかどうか）

7. 同じ Coupontype (固定利率か否か）

8. 1GBのMaturity-CBのMaturity!< 2(年）

9. IGBの発行日ー CBの発行日 I<6(年）
1 GBの発行額
10. -< <4 
4 CBの発行額

ただし，上記の 9.,10. は流動性 (Liquidity)に関係している変数となる．もし，上記の条

件を満たす CBが2個以上ない場合には，その GBは対象から除外するこれらの操作に

より絞り込まれた， 2個以上の CBに対して，その GBと最も Maturityが近い CBを2

個選ぶここでは，これを CB1,CB2とする

なお，上記の条件を満たす各債券におけるアスクサイドの利回りのデータ
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{YR Bl'YR82'y例}(i = 1, …，N,t = tぃ…，ti―1+ Ti)を集める記号の簡略化のため，

今後は Tt= ti―1 +Tiとおく．この表記は，時系列データ方向については，開始時点 t,

と終了時点Ttが，各iについて異なってよいということである．

3 グリーンボンドプレミアムの推定

3.1 人工的なバニラボンドの作成

Zerbib (2019, p.43)による補間法を説明する ここで Maturitys,tは債券

s E {GB, CBl, CB2}の満期までの残存期間（単位は年）とする

Step 1. 3つの組 (GB,CB1,CB2)に対する利回りと Maturityの時系列データ

(M aturitycBl,t, y『Bl),(MaturitycB2,t,Y戸）， MaturitycB,tを準備する．
CBl CB2 

Step 2. それぞれの tに対して，直線の傾きを a;= Yt ―Yt 
MaturitycB1,t -MaturitycB2,t' 

および直線の切片を bt= y『Bl-a;MaturitycBl,tで計算する．
Step 3. 線形補間により，グリーンボンドとマッチングさせる人工のバニラボンドの利回

りを砥匹=a; M aturitycB,t + btにより推定する．
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園1 内挿（補間） 図2 外挿

3.2 流動性に対する代理変数のデータの作成

GBの流動性と人工的に作った CBの流動性の代理変数としては，それぞれの債券

のbidask yields spread(BA)を用いる例えば， i番目のグリーンボンドにおいては，

BAf匹：＝ビッドサイドの利回り (%)it―アスクサイドの利回り (%)itとなる．これは流

動性の指標として，実務においては，よく使われている（角間， 2012).ここで，マッチングさ

せた CBl,CB2, GBのi番目の系列の流動性を {BAりBl,BA臼B2,BA祖町t=t;,... ,T/とす
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る．また， d1= !Green Bond maturity-CBI maturity!, d2 = !Green Bond maturity-

CB2 maturity! とおく．これを用いて，人工的な CBのbidask yields spreadを以下のよ

うにして作成する：

BA仰＝
d2 
BA名Bl+ d1 

d1 +必 d1+d2 
BA名B2_

そして，これにより作られた系列 BAftBを用いて， GBとCBの流動性のずれを

△ BAit =BA肥ーBA仰

(1) 

(2) 

と定義する．

3.3 推定手法

△B心を説明変数とし，△如=yfiB -尻門を被説明変数とした，以下の固定効果モデ

ルを考える．

△如 =Pi+/3△BAit十印 (i = 1, …，N,t = tぃ…，Tt), (3) 

ただしPiを観測できない個別効果とし， Eitを撹乱項とする．ここで，
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とおき， Iを転罹行列を表す記号， lr,は1= (1, ・・・，1)'は1が1個並んだベクトルとし，

Ei = (Eit,,''', EiT,*)1とすると， (3)式は

Yi = lr;Pi + Xif3 + Ei (i = 1, …, N) (4) 

となる．これらはアンバランスなパネルデータモデルのため， Yiは冗次元のベクトルと

なる．これより (8)式の Within変換を行う行列 WN,i= Iri -lril伝/Tiを(4)式の左

から乗ずると， WN,ilTi= 0より， WN,iYi= WN,ilriPi + WN,iXif3 + WN,iEiとなる．

これより

払=Xi/3 + i., (i = 1, …, N) (5) 

となるただし払 =W応糾 xi= WN,ixi, Ei = WN,iEiとするよって， Fixed

Effect(FE) 推定量は ~FE= (こ~1 い）―1~!1 狐となる. FE推定量の漸近的
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な性質は 5 章で説明するまた， ~FE の分散に対しては， Arellano (1987)による White

型の推定を行う．これは，以下の形で与えられる： Ji:=払ー文虞FEとおく．そして，

VAce,,ono(い）＝（言x;x,)ー1(言心ぷx,)(言x;x,)-1 (6) 
を計算する これにより，グリーンボンドプレミアムをか

（ば△BAit)~FE として推定する．

4 実データ解析

4.1 データ

1冗
•一ー区△如一
Ti t=ti 

クロスセクションの数 N= 54, 計測期間は 2019年 8月1日から 2019年 12月20日

までであり，系列の長さ T= 52 ~ 102のアンバランスなパネルデータを使用する．尚，
データの総数は 5284個となる.2章に従って， 1つのグリーンボンドと，そのグリーンボ

ンドと似た特徴をもつ 2つのバニラボンドの組を作る．そして CBl,CB2, GBのi番目

の系列の流動性の組の代理変数 {BA;『Bl'BA;:fB2,BA;:PB}としては， 3.2章で述べた

bid-ask yields spread BAitを利用する．

4.2 Bloomberg Industry Classification System (BICS) levellについて

2020年 2月22日現在，以下の 11個のセクターカテゴリーに分類されていることを確

認した．この分類は，グリーンボンドプレミアムを推定した後のカテゴリー分けをすると

きに用いる．

• Communications (C) 
• Consumer Discretionary (CD, 一般消費財）
• Consumer Staples (CS, 生活必需品）
• Energy (E, エネルギー）
• Financials (F, 金融）
• Government (G, 政府）
• Health Care 
• Industrials (I, 工業）
• Materials 
• Technology 
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• Utilities (U, 公共事業）

今回使用するグリーンボンドのデータの所属しているセクターは， C,CD, F, G, I, Uの

6種類である

4.3 グリーンボンドプレミアムの推定

3.3章で与えたモデル (3)における固定効果推定量[3FEと， (6)式で与えた Arellano推
定量に碁づく標準誤差は下記の形で与えられる．

推定値 標準誤差 p値

/3 -0.8055 0.1329 8.57E-10 

また決定係数はR2= 0.055となる．この値は低い値ではあるが， Zerbib(2019)の決定係

数が0.013なので，ここではこの結果を認めることにする _*4

以下がグリーンボンドプレミアムかのデータに対する密度推定および要約統計量とな

る．グリーンボンドプレミアムかは，マイナスの値であればあるほど，グリーンボンドの

方が，投資家から好まれていると解釈できる．

*4実際，動的なパネルモデルを適用することができ，その場合は決定係数は劇的に改善することを確認した．

しかしながら，ラグ付きの説明変数△Yit-1は流動性の情報を含んでいるため，流動性の情報を 2回引い

てしまうことになる．
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-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 

N = 54 Bandwidth = 0.009378 

Min Ql Median Mean Q3 Max 

-0.2388 -0.0252 -0.0066 -0.0027 0.0058 0.5881 

ただし Ql,Q3は第 1四分位，第 3四分位点とする．なお，グリーンボンドプレミアムの

平均は一0.0027と極めて 0に近い値を取っているが，これは外れ値の影轡もあると考え

られる．これらのグリーンボンドプレミアムのデータに対して，分布の中心が0であるか

の検定を行うために， Zerbib(2019)はWilcoxonsigned rank testを用いている今回

も"形式的”に，この検定 H。:Me= 0 vs Ha: Me< 0を行う *5と， p値=0.0150とな
り，有意水準 5%の下では有意であるが，今回の推定値の列（か） (i = 1, …，N)において

は， Wilcoxonsigned rank testで条件で必要となる母集団分布の対称性は成り立たない

可能性が高いことが密度プロットからわかるこのため， Fisherの符号検定も併せて行っ

たところ p値=0.010となり，有意性を確認することができた．しかし，グリーンボンド

プレミアムの中央値が約ー0.7bpというのは非常に小さい値である．なお，

2つのノンパラメトリック検定については， Hollanderet al. (2013)を参照のこと．

ここで用いた

*5 Meはグリーンボンドプレミアムの母集団があったと考え，その母集団における中央値を表している
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4.4 各特長ごとのグリーンボンドプレミアムの推定

ここでは，前の章にて推定された 54個のグリーンボンドプレミアムか (i= 1, .. , 54) 

に対して，各カテゴリーに分けて，その巾央値に対する仮説検定 H。:Me = 0 vs 
Ha: Me< 0を行った.wはWilcoxonsigned rank test, FはFisherの符号検定の省略
記号とする．

rate size 中央値

AAA 

AA 

A 

BBB 

20 

13 

13 

10 

-0.0035 

-0.0043 

-0.0043 

-0.0164 

平均値

0.0118 

0.0217 

0.0217 

-0.0349 

p-value(W) 

0.1841 

0.2487 

0.2487 

0.0967 

p-value(F) 

0.1316 

0.2905 

0.2905 

0.0547 

また，それぞれの格付けのグリーンボンドプレミアムに対する密度推定は下記のとおりで

ある．

AAA AA 

O
N
 

g
↑
 

ン
吾
e

(

]

O
L
 

゜

゜

O
N
 

ン
1suaa

g
↑
 

O
L
 

゜

-0.2 

0.0 

0.0 

0.1 

0.2 

N = 20 Bandwidth = 0.008458 

A 

0.4 

0.2 0.3 

0.6 

0.4 

N = 13 Bandwidth= 0.00742 

ン―
s
u
a
a

,IJ1suaa 

O
N
 

9
(
 

0
(
 

゜
゜

寸

"' 

-0.3 

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 

N = 13 Bandwidth = 0.007 42 

BBB 

-0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 

N = 10 Bandwidth= 0.04318 
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以下は通貨別のグリーンボンドプレミアムに対する仮説検定および各種統計量となる．

currency size 中央値 平均値 p-value(W) p-value(F) 

USD 

EUR 

AUD 

CAD 

SEK 

JPY 

5

1

1

2

 

6

8

 

1

2

 

-0.0133 

-0.0053 

0.0043 

-0.0033 

0.0219 

0.0045 

-0.0353 

-0.0051 

0.1102 

-0.0033 

0.0219 

0.0045 

0.0125 

0.0785 

0.5938 

＊
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N = 2 Bandwidth = 0.005123 
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sector size 中央値 平均値 p-value(W) p-value(F) 

C 1 -0.0045 -0.0045 0.5 0.5 

CD 1 -0.0043 -0.0043 0.5 0.5 

F 26 -0.0102 -0.0215 0.0204 ＊ 0.0378 ＊ 

G 23 -0.0071 0.0033 0.0948 0.105 

I 1 0.3696 0.3696 1 1 

u 2 -0.012 -0.012 0.5 0.75 

結論としては， USDにおけるグリーンボンドにおいては，有意水準 5%の下でグリー

ンボンドプレミアムを確認することができた.USD発行のグリーンボンドは，バニラボ

ンドと比べて平均で—3.5bp, 中央値としては-1.3bpタイトな状況となっていることがわか

る．一方，それ以外の通貨に対しては，有意性は確認できていない．またセクター別におい

ては，ファイナンス部門が，平均で—2.2bp, 巾央値としては-1.0bpタイトな状況になってお

り，有意水準 5%の下で有意性を確認することができた．なお，国別におけるグリーンボ

ンドプレミアムにおいては，有意水準5%の下では確認できなかった．

5 固定効果モデルにおける推定理論

ここではアンバランスなパネルデータに対する固定効果モデル

Yit =叩＋叫f3+ Eit, (i = 1, …, N, t = ti, …，Tt) (7) 

における固定効果推定量の漸近的な性質について説明を行うただし Yitは被説明変数，

屯tをK変量の説明変数のベクトル， titを攪乱項とする．また Tt=も一 1+Tiは2章で

定義した記号とする.k次元ベクトル9を推定するためには，モデル (7)において，それぞ

れの iに対して平均を取ると

l r; 1 冗 T~

五こ如＝い—こ屯tf3+ー LEit
t=t; Ti t=t; Ti t=t; 

となる．ここでりi= (1/Ti)~iit; Yit, 元i= (1/Ti)~iit; 叫t'届=(1/Ti)ど;it;Eitとお
き，モデル (7)から引くと

Yit -Yi = (咋—かIf3 + Eit -Ei (8) 
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となるこれより，
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ヽ
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とする.Var(•) は分散共分散行列を表す記号， 1. は定義関数とする．
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上記の条件について， mは確率変数であっても，定数であってもどちらでもよい．もし m

を定数として扱う場合は，条件 (Al),(A2), (A4)において mを削除すればよい.(A2)は

狭義の外生性 (strictexogenei ty)の仮定であり，固定効果推定量の一致性を示すための本

質的な条件となる．ここで，条件 E(E出rit,ai) = 0の下では一致性を示すことができな

いことに注意されたい．その理由としては千木良 (2008)に丁寧な説明がある．また条件

(Al), (A3) および (A5) の下で， ~FE の（文x)-1 が定義可能となる．

このとき， Tiは全て固定し， N→ooとした時に以下のことが成り立つ．なお証明は付
録 Aに載せてある．

定理 1(一致性） 条件 (Al)-(A5)の下で4うFE土均/3.ただし，竺江は概収束を表す記

号とする．

定理 2(漸近正規性） 条件 (Al)-(A4),(A6)の下で，

信いi) 紅(~FE -/3)ムN(O,V) 
i=l 

(13) 

が成り立つ．ただし，上→ は分布収束を意味するさらに (A5)を加えると，以下の結果が

成り立つ．

1 
N 

y-1/2 (心E(豆））岱（恥ー /3)~N(O,Iり (14) 

次に撹乱項 Eiに対して，強い仮定を入れた条件を考える．

(A4)+ E(EぷIXi,叫＝庄Iri,ただし Iェは TiX Tiの単位行列とする．

条件 (A6)の代わりに，以下の仮定 (A6)*を考える．

(A6)* (11)式が成り立つ．正値定符号行列 Vが存在して，

N 
1 ．．．．～  
N LE(XfXi)ーV (N→ oo). 
i=l 

命題 3 条件 (Al),(A2), (A4)+, (A5), (A6)*の下で，

紅(~FE -f3)上 N(O,a2V-1)

が成り立つ．

(15) 

(16) 
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命題 3 から， ~FE の漸近分散は庄v-1/N となり，その推定量は，庄の一致推定量伊（即

ち， plim伊＝庄）を用いて， a-2(区：パ:xi)―1で与えられる． しかし，これは条件
(A4)+が成り立つことを前提として作られたものであり，実際には強い仮定となる．しか

し，条件 (A4)+が成り立たない場合（即ち (A4)の場合）にでも，一致性を持つ漸近分散の

推定量が， (6)式で与えた Arellano-White推定量となる.*6

なお，切片 mに対する推定量は，ふ：=iご如ー(iご己）恥となるが一致
性を持たない．ふが一致性を持っためには，冗→ ooとする必要がある．

6 最後に

我々はこれまで， Zerbib(2019)で用いられた固定効果モデルを用いたグリーンボンド

プレミアムの推定方法について解説した．この手法は統計ソフト R,Stataなどにより容

易に計算することができる．しかし以下の点に留意する必要がある．

l. TiのサイズがNよりも大きい債券も多々あるため， Ti(i = 1, ・ ・ ・, N)を固定して

N→ ooの場合だけでなく， miniTi→ ooかつ N→ ooの場合の，推定量および検

定統計量の漸近的な評価を考える必要がある．幸い，固定効果推定量の一致性にお

いてはそのような場合であったとしても， Pesaran(2015, pp.641-642)により，自

然な拡張が可能である．一方で，推定量の漸近分布においても，撹乱項に正規性を仮

定することにより Pesaran(2015), Ahn and Moon (2014)のような拡張が可能で

あろう．

2. 今回，固定効果モデルにおける説明変数である流動性の差の代理変数としては， GB

と人工的に構築した CBのbid-askyields spreadの差を用いた．一方で流動性の別

の代理変数としては， closingpercent quoted bid-ask spread (Fong et al., 2017) 

がある.Zerbib (2019)はこれを採用しているしかし我々が計測した期間におい

ては，利回りのデータに対して closingpercent quoted bid-ask spread型の指標

を適用するのは，利回りがマイナスになる場合もあったこともあり，うまくいかな

かったまた Bacheletet al. (2019, Table 4)の固定効果モデルにおいては，流動

性の差よりも，利回りのデータに対して 20B移動平均を施した後の数値の分散の

差の方が有意になることを示している．どのような流動性の代理変数がよいかにつ

いては，さらなる議論が必要になる．

*6この推定量の一致性を示すためには，追加のモーメント条件が必要になる．
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付録A 証明

定理 4(White {2014),p.49, Corollary 3.48) {Zふ印を独立な実確率変数の列

とする．几=E(乙）とし，尻=(1/n) 区~=lzぃ加= (1/n) 区~=1µi とおく．ある正の

定数8>0が存在して， 8tiPiENEIZil1+o < ooとなるとき，

Zn- 如 ~o

が成り立つ．

証明：White (2014, p.49)に証明の概略が書いてあるため，省略する．

補題 5(Harville (1998), p.196, Theorem 13. 7.3) B を kX k行列， D = 

diag{d1,・・・d叶とする．このとき，

ID+BI = L di1 ... 仇IB{i1,••·,ir}I
{i1,---,ir} 

ただし， {i1,…ふ~｝は {1, …，k}の部分集合とする．このため，この総和記号には沙個の

項がある.B{叫叫｝は行列 Bのり (j= 1, …, r)番目の行と列を取り除いた小行列式

(Principal submatrix)とする.{ i1, …, ％｝＝ののとき,IB{ii,•••,irll = IBIとなるまた

便宜上{i1, …, ir} = {1, …, k}のとき,IB{i1, …, irll =1とする．

証明：略

補題 6 {ZN }NENをkxkの確率行列の列とするこのとき， kxkの定数（非確率）行

列の列 {AN}NENが存在して，以下の条件を満たすと仮定する．
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(i) zN-AN~o 

(ii) AN= 0(1), 即ち limsupN→00 IIA叶く (X)

(iii) ある定数c>Oが存在して，全ての大きな NENに対して， det(AN)2:: c. 

そのとき，以下のことが成り立つ.(a)ある定数C1> 0が存在して，P(liminfN→00 det(ZN) 2:: 

叫=1. (b) Z計— AN1~o.

証明：概略のみを説明する.EN=ZN-ANとおくと，仮定 (i)より EN=o(l)となる．

det(Zり=det(Eいふ）

= det(A刈det(Jk+ ENA計）．

ここで GN=ENAN1とおくと，仮定 (ii)'(iii)より GN= o(l). ここで補題 5より，

det(h +ENA計） = 1+ LIG屈••ふ}I ---+ 1, a.s., 
SN 

(17) 

ただし SN= {i1, …, irl{l, …, k}の部分集合すべて }¥{1,…, k}. よって det(ZN)-

det(Aり→ 0 a.s. これより (a)が成り立つ. (b) は Z計— A計＝ーZ計ENA計

より示せる． ロ
定理 1の証明 (10)式から，払=Xif3十もとなるより，最小二乗推定量の確率的表現

を導く方法により

N -1 N 

恥 =/3+(長区口）豆丸[i,
i=l i=l 

(18) 

となるここでez= (0・ ・ ・0, 1, 0, ・ ・ ・, O)'をl番目の成分のみ 1となる K次元ベクトルと

する.Diはベキ等であることより，

Elle(Xは112= E(e(X岱：ぷe1)

se加（ふ:xi)e1入max(江）

s E(IIXIj乳）入max(~i)

となるこれより，仮定 (A4),(A5)から 6tiPiENElle!X{ii.il 12く ooとなる． ここで，定

理4をから，それぞれの lE {1, …，k}, (1/N) 区~1e(X佑巴均 0. これより，

1 
N 

NL年二均 0 (19) 
i=l 
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となる．

次に， ((1/N)と!1x戊.i)―1= 0(1)であることを示す．
仮定 (Al),(A5)より定理4を用いると，ある正の定数M1> 0が存在して，

1 
N 

y:; z: (x:xi -E(x戊）） ~o
i=l 

(20) 

となる.AN=  (1/N)~~1 E(Xfぷ）とおく．このとき，仮定 (A5)より，

1 
N 

1 
N 

A州 I さ y:jL 占~::; N L JA万=JA万
i=l i=l 

となる．よって，仮定(A3),補題 6 より， ((l/N〗こ[:1x:xi)-l -((1/N) I:[:1 E(X戊））―1
ユ0となるよって ((1/N)I:[:1 x:xi) = 0(1). この結果と，式 (19)を式 (18)
に適用すると，結果が証明される． ロ

定理 2の証明．式 (18)を変形することにより，

(~ 喜口）紅(~FE-/3) =旦言立 (21) 

となる．仮定 (A6)より， Lindeberg-Fellerの中心極限定理を用いると，式 (13)が成り立

つ.(14)式は自明なので，証明を省略する．

命題 3の証明条件 (A6)*において，
ロ

N N 

苫Var(~立）＝い苫E(年ぶxi)
1 
N 

=NL咋 (x戊→汀
i=l 
） 

すなわち，条件 (A6)の(12)式に相当するものを確認できる条件 (Al),(A5), Vの正値

定符号性より， (1/N) 区~1 文:xi ー (1/N) 区~1E(Xf Xi) -----+ 0 a.s. (N→ oo), かつ
liminfN→ oo det ((1/N) I:~1 XfXi) > 0 a.s. これより， {3FEはほとんど至る所で定義

可能となる．よって Vv'N({3FE -/3) 』➔ N(O, 庄V)となり，求める式が導出される．ロ


