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1. はじめに

従来，下側切断分布の典型としてパレート分布が知られていて，これはファイナンス，物理

学，水文学等の多くの分野でよく用いられ，母数の推定について多くの文献がある (Johnson

et al.[JKB94], Arnold[Ar15]). そして，パレート分布を含む，切断母数Tと自然母数0をも

つ下側切断指数型分布族において，？を局外母数として大きさ nの無作為標本に基づく 0

の推定問題が論じられた特に，ァが既知のときの0の最尤推定量 (maximumlikelihood 

estimator, 略してMLE)0ふLいが未知のときの0のMLEeMLが1次のオーダーでは漸
近的に同等になることがBar-Lev[B84]において示されたが 2次のオーダーでは補正MLE

0ML*が0ifLより漸近的に良くないことがAkahira[A16]において示されたその際， 2次の
漸近分散の差による 2次の漸近損失の概念が用いられたが，これはHodgesand Lehmann 

[HL70]による漸近欠損性(asymptoticdeficiency)に類似しているその他にも，局外母数

が存在する場合に関心のある母数の推定について様々論じられている (Barndorff-Nielsen

and Cox[BC94], Lehmann[L99]). 最近，両側切断指数型分布族でも片側切断の場合と同様

な結果が得られ，さらに， 0を局外母数としたときに…の推定問題も考えられて，最尤推定

やベイズ推定の観点から興味ある結果が得られ，それらはまとめられてAkahira[Al7]のモ

ノグラフとして出版されている

本稿では切断指数型分布族より一般的な切断分布族に拡張しても最尤推定量に関して同

様の結果が成り立つことを示し，その例として切断コーシー分布等の場合を挙げる．その

適用範囲はかなり広くなる．

2. 準備

まず， X1,X2,・・・,Xn,・・・ をたがいに独立に，いずれも (Lebesgue測度に関する）密度

f(x;e,'Y) = {p(x,0)/b(0,"f) (c < "(さ X< d), 
0 (その他） (2.1) 

をもつ分布 P0,"Iに従う確率変数列とする．ただし，ーCX)さc<dさooとし， p(x,0)は区間
['Y, d)上で正値とするまた， 'YE(c, d)について

的）= {0 0 < b(0,"f) := J,d p(x,0)dx < oo} 
とおくと， "(1< "(2となる任意の"/1,"/2 E (c, d)について 8("11)C 8("12)になるここ
で，任意の'YE (c, d)について O三 8("1)は空でない開区間であると仮定するこのとき，
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分布族丸={P0,'Y I 0 Ee, "/ E (c,d)}を片側切断分布族(one-sidedtruncated family 

(oTF) of distributions)という．厳密には下側切断分布族(lower-truncatedfamily (RTF) 

of distributions)という．特に， (2.1)において

p(x, 0) = a(x)e伽 (x) (2.2) 

の形になるとき，片側切断指数型分布族(one-sidedtruncated exponential family (oTEF) 

of distributions) Peという ([B84],[A16], [Al 7]). ただし， a(・）は正値でほとんど至るとこ
ろ連続で，区間 b,d) 上で u(•) は絶対連続で du(x)jdx 手 0 とする．

次に，p(x,0)が区間 [,,d)のほとんどすべてのxについて， 0に関して3回微分可能であ

るとし， b(0,,)の積分記号下で0に関して3回微分可能であると仮定するまた，

入1(0,,) := Eい［羞logp(X1,0)] , ふ(0,,)=怜,(羞logp(X1,0)), (2.3) 

入j(0,,) 
が—1
：＝ふ(0,,) (j=2,3,・・・), (2.4) 
岡j-1

l が
知 (B,,) := b(0, ,) {面b(0,,) } (j = 1, 2, 3) (2.5) 

とおく．このとき

入(1)(い）＝ふ（い） (2.6) 

になる．また， £(0,x) := logp(x, 0), 四 (0,x) := (8リ80惰(0,x)(j = 1,2,3)とおき，次の
期待値は存在すると仮定し，それらを左辺の記号で表わす．

IP(0,1) :=恥［｛仰(0,ふ）} 2] , (2.7) 

Jp(0,,) := E。,,[ { eC1l(0, Xリ}{i2l(0,X1)}], (2.8) 

Kp(0, ,) := E:。,,[ {仰(0,Xリ}3] , (2.9) 

Lp(0,,) := Ee,, [{eC1l(0,x1)} {eC3l(0,Xリ}l , (2.10) 

凡(0,,) :=恥［｛臼(0,ふ）} 4] -31;(0, ,), (2.11) 

島 (0,,) :=恥[{ g(2)(0ふ）}2] -J;(0,,), (2.12) 

ふ(0,,) :=恥［｛仰(0,ふ）｝勺(2)(0, ふ）] +I;(0,,). (2.13) 

そして， E。孔£C1l(0,X1){f,C2l(0, X1)}2], E:。,"/[{仰(0,X1)}2f,C3l(0, 1)]が存在すると仮定する．

このとき， (2.5),(2.7)~(2.13) より

位2)(0,1):=恥 [i2l(0,X1)] =極(0,1) -Ip(0, 1), 

叩）(0,1):=E。9勺 [£(3)(0,ふ）］＝入(3)(0,'Y)-3み(0,1)-Kp(0,"f), 
(2.14) 

(2.15) 
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K(4)(0,'Y) := E。,,[£(4l(0, X1)] =入(4)(0,'Y)-4Lp(0,'Y) -6Np(0,'Y) -Hp(0,'Y) -3Mp(0,'Y) 
(2.16) 

になるまた

Z1(0,'Y) := L {c(ll(e,x』—ふ (0,'Y)}, (2.17) 
Vふ(0,"()ni=l 

Zi(0,'Y) :=一L{炉 (0,X;)-K(j)(0,'Y)} (j=2,3) (2.18) yn 
i=l 

とおく．上記の設定の下で， oTFにおいて0の最尤推定について考える．

3. 切断母数ァが既知のときの0の最尤推定量尻fLの2次の漸近的性質

まず，確率ベクトル(Xi,・・・，ふ）をX とし， X(1J:::;・・・:::; X(n)をX に基づく順序統計

量とするいま， 'Y:::; X(l) = min1年臼互 X(n)= maxi:,: 四ぷ <dとなる X= (xぃ...,x砂
について， 0の尤度関数は

じ(0;x) = 
1 ” 

炉(0,,) 
IJp(xi, 0) 
i=l 

になるここで， 0のMLEを0ifLとすると，これは尤度方程式

1 -t仰 (0,Xi)=ふ(0
n 

，,) 
i=l 

(3.1) 

を満たす．また

仏：= y'>. 厄嘉（似— e) (3.2) 

とおく．このとき，次のことが成り立つ．

定理3.1密度(2.1)をもつoTFP。において， Tが既知のとき 0のMLE尻1Lについてu"I
の確率展開は

1 
仏=Z1 + Z1Z2 + 

叩）一入3 zf + 1 3(/'i,(3) —ぶ）
入2v'n 2入~/2y'n 珈

Z1磨＋
訟戸n
磨Z2

+ 1 
訟戸n
zfz3+ 

1 1 ~ 2 1 
詞nに（叩）ーふ） +3(叩）一入4)}勾+Opい）

であるまた，にの2次の漸近平均，漸近分散は，それぞれ

恥 (U,)=入~/;y'n {み—入団(2) +~(位3) ーぶ） }+o(¾), 

(3.3) 

(3.4) 
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恥 (Uサ=1+¾[責 {NP ― I;- 2ふJp+ K(2) 因—入2)}

+~(K,(3) —刈 (KP-3入山 +2入D

+~{島 +I; —心 +L (JP ―入団(2l}+ 〗（位3) ーぶ） (JP―入団(2))

―~(JP ―入団c2l + 2:~(位3) ーぶ）2 +~ い-入4)+~(LP ―入団(3))]

+ 0 (n~) (3.5) 
である．

証明については，尻1Lは尤度方程式(3.1)を満たすので， Taylor展開を用いて (3.2)のU,

の確率展開 (3.3) を導出し， (2.7)~(2.16) より (3.4), (3.5)を得る (Akahira[A20]).

系3.l([A16])p(x, 0)として (2.2)を伴う密度(2.1)をもつoTEF冗において， Tが既知の

とき 0のMLE0ifLについてu,の確率展開は

1 
仏=Z1 

入3
zf + 
1 入t ふ-2入~12vn 五(~ ― 3入~)麿 +Op い） (3.6) 

であるただし，入j=ふ(0,"f)= (8リ0か）logb(0,"f) (j = 3,4). また，にの2次の漸近平
均，漸近分散は，それぞれ

恥 (Uサ＝ー2入tivn+o (n~)' (3.7) 

恥 (Uサ=1+¾(闘-〗) +oい） (3.8) 

である．

証明については，oTEF丸のときる=Z3 = 0, 仰(2)=位3)=叩） = 0, 入］＝ふ (j= 3, 4), 
IP=対＋極 JP=0, KP=ふ+3入心＋入i,LP= 0, MP= -I;, NP= I; になるから， (3.3)
~(3.5)より (3.6)~(3.8)を得る．

4. 切断母数ァが未知のときの0の最尤推定量0MLの2次の漸近的性質

まず， 1さX(1),X(n) < dとなる尤=(x1, ・・・ 'Xn)が与えられるとき， (0,,)の尤腹1娼数は

L(0, ホx)=
炉(0,"!) 
IJp(x;, 0) 
i=l 

(4.1) 

になるここで， 0と1のそれぞれのMLEを0ML,今MLとすれば， (4.1)からぅML=X(l)に

なり， L(0ML,X(1); X) = sup0Ee L(0, Xr1J; X)になるので0MLは尤度方程式を満たす，す
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なわち

：ゞc(l) (' n 
0ML,xi) =入1(加，X(1))

i=l 

になるただし， X = (X1,・・・, ふ）とする．ここで，ふ＝ふ(0,1)とし，

U= ぶ（加— 0), Tri)= n (Xr1J→） 

とおく．このとき，次のことを得る ([A20]).

(4.2) 

定理4.1密度(2.1)をもつoTF丸において， 1が未知のときの0のMLEeMLを1が既知

のときの0のMLE0ふLと同じ 2次の漸近的偏りをもつように補正したMLEを

0ML* := 0ML - 1 {虞ふ（加，Xc1J)} (4.3) 
b(ll (加，Xc1i)心（髯Xc1i)n 

とするただし， bc1i(0,,) = (8/あ）logb(0,,)とする．このとき， U*= ✓ 応五(()ML*-0)の
確率展開は

U* = u -b(l)~(口） + bc1J~ ふn{~入；(i (~~2) +ん (a;~i))-~入~}z1
+opい） (4.4) 

であるただし

U =Z1 + l 麟+K(3) —ぶ尻― 1 (~)応+~ 3(K(3)心）
入2vn 2入~/2yn 叫あ碕n

Z1磨＋
2入戸n
zfz2 

+2入{12nz図+2~ n {i (ぶー位3)r-~(ぶー "'(4))} 勾—い（誓） Z2T(l) 

＋入~n に（ぶー K,(3)) (誓）—誓} Z1Tc1J + OP (n~) 

であるまた， U*の2次の漸近平均，漸近分散はそれぞれ

恥 (U*)=入`五{JP―入団(2)+ i (位3)一応）}+o(土），
島 (Uり =1+~ 員 {NP ― I~- 2豆＋叩）（対—入2)}

1 
＋可 (K,(3) —ぶ） (Kp-3砂 +2闘）

(4.5) 

(4.6) 
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3 2 ＋同｛島+I;—心＋応 (Jp ―入団(2『}

+¾(四3) ーぶ） (JP ―入団(2)) 一 ~(JP ―入団(2『+喜（位3) -入3『

+~ い-刈 +~(LP ―入岱(3)) + i (仰(0,"!)一ふ）2] + Opい）
(4.7) 

である

証明については， (4.2)において2変数(0,'Y)の関数のTaylor展開を用いて定理3.1の証

明と本質的に同様に進めればよいがその際

Jp―入団(2)=ふ― K(3)一 ぬ2
80 

を示すことが鍵で，それは可能である ([A20]).

ここで， U1とU*の漸近分散(3.5)と(4.7)を比較すると，異なる項はVe,iU*)のl/nの

オーダーの(£C1)(0,'Y)一ふ）り心のみであり，これは密度(2.1)の非正則な部分，すなわち切

断母数吋こ依存する部分から出現すると捉えられ，その他の項は (2.1)の正則な部分から

出硯すると捉えられる．

系4.l([A16])p(x,,0)として (2.2)を伴う密度(2.1)をもつoTEFPeにおいて， 1が未知の

ときに0のMLE0MLを1が既知のときの0のMLE尻1Lと同じ2次の偏りをもつように
補正したMLEを

1 

髯＝加+k (0ML, x,,,)入,(加，xu,)n {誓（加，x,,,)}

とするただし， k(0,ry) = a(ry)e0u("!) /b(0, ry)とする．このとき， U*=~(BML* -0)の確
率展開は

U*=U+ k~(岱）ー土 {6+¼(塁）（詈）} Z1 + OP (土） (4.8) 

であるただし， k= k(0, ry), ふ＝ふ(0,ry)= (か／脚）logb(0,ry) (j = 3, 4), 

6= 
入3 a入l 8入2
応い）—缶'
U = Z1 -2入｀腐ーニ(~真）罰＋こ凰1)+~ 信—嘉）勾

叫(~) (4.9) 
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であるまた， U*の2次の漸近平均，漸近分散はそれぞれ

入3
E。,1(U*) =— +o 1 2入~12..;n い），
正 (U*)= 1 +¾ 信—信）＋ふ~n {u("!)ー研+oい）

である．

(4.10) 

(4.11) 

証明については， (2.2)より炉）(0, x) = u(x)となるから，あとは系3.1の証明と同様にし
て， (4.4)~(4.7)より (4.8)~(4.11)が得られる．

5. 0'fvrL に対する 0ML• の2次の漸近損失
第3節，第4節における Tが既知のときの0のMLE尻1Lとmが未知のときの0の補正
MLE eML・ の2次の漸近分散を用いて， 0'fvrLと0ML*を漸近的に比較する．

定理5.1密度(2.1)をもつoTF丸において，尻1Lに対する 0ML*の2次の漸近損失は

1 
dn (eML*, 似）：=n{恥 (U*) —恥 (U,)} = - {仰(0,'Y)一ふ}2+o(l) (n→ oo) 

入2 (5.1) 

である

証明は (3.5),(4.7)より明らか． ここで (5.1)の右辺で与えられる 2次の漸近損失は

仰 (0,X)の分散ふ＝恥（仰(0,ふ））に対する，ふ＝デでの罰(0,X1)の値仰(0,"f)

から仰(0,ふ）の平均ふ =E。,,[詞(0,Xリ］までの距離の比として表現されている
系5.l([A16])p(x, 0)として (2.2)を伴う密度(2.1)をもつoTEFPeにおいて，尻1Lに対す

る0ML*の2次の漸近損失は

dn (iJML*, 弘）：= n{凡 (U*) —恥 (U,)} = _!_仰('Y) —研 +o(l) (n→ oo) 
入2

であるただし，ふ=Ve,,(u(Xリ）である．

証明は， (2.2)より四）(0, x) = u(x)となることから定理5.1より明らか

6. 例

(5.2) 

本節において切断コーシー分布と (2.2)よりもっと一般の切断指数型分布族の場合に，

°ふLに対する {JML*の2次の漸近損失を求める．
例6.1(切断コーシー分布）分布族P。の密度(2.1)において

p(x,0) = (-oo < 1さX< oo) 
1 + (x/0)2 

とするこのとき

O < b(0,1) = 100 1 + (~/e)2dx = 0 旦— tan―1i) < oo (0 E 8 = (O,oo)) 
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となるこのとき

ふ=Eい［羞logp(X,0)]=~-20E。1 [x2~02] 

1 , 
= -

゜
＋ 
{(1r/2) -tan-1(,/0)}げ＋伊）

(6.1) 

になるまた

E。1 [ {羞logp(X,0)『]=E。1 [ (〗― x22! 。2Yl
3 ＝如＋仕ー 2tan-1(~)e)}(呼＋伊）2 (3-~) 

となるから， (6.1)より

a 
入2= Vo,1 (茄logp(X,0)) 
1 1 0"'(2 2 

＝如― H1r/2)-tan→(,y/(})1-(翌＋伊）2い(1-嘉）＋け/2)-7an-1("Y/0)} 
(6.2) 

となる．ここで，[= "Y/0とし， q([)= l/(1r -2tan-1[)とおいて (6.1),(6.2)を(5.1)に代

入すると， 0ふLに対する 0ML*の2次の漸近損失は

dn (→ 弘）＝ 2{1―ぐ+2tq(t)}2 
11'r? ヽ？へr-1ハr1 r? , Ar-fr¥l + o(l) (n→ oo) 

になる．

例6.2(一般の切断指数型分布族）分布族丸の密度(2.1)において

p(x, 0) = exp{Q(0)u(x) + v(x)} (c < 1~x < d) (6.3) 

とするただし， Q(0)は(-oo,oo)上で微分可能であるとし， u(x)は区間b,d)上で絶対連

続でdu(x)/dx手0とし， v(x)はb,d)のほとんど至るところで連続とするまた，

的）：= { 0 0 < b(0, 1) := Jd exp{Q(0)u(x) + v(x)}dx < oo b E (c, d)) (6.4) ｝ 
とおいて，任意の1E (c, d)についてO三 8b)は空でない開区間とするこのとき， (2.1),

(6.3), (6.4)から

a 
入1(0,,) =面logb(0,1)= b'(0)恥 [u(X1)],
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ふ(0,,)=E。,7[ {羞logp(X1,0) 『］—入i(B,,) = (<5'(0))2恥 (u(ふ））

となるから， (5.1)より尻1Lに対する (}ML*の2次の漸近損失は

心（髯，似）＝
{u(,) -E。,7[u(X1)]}2 
凡 (u(Xリ）

+ o(l) (n→ oo) 

になるこれは本質的に (5.2)に等しい

5. おわりに

本稿では，局外母数として切断母数ァをもつ一般の片側切断分布族において関心のある

母数0のMLEの漸近的性質について論じ， 1が既知のときの0のMLE尻1Lに対する 1が

未知のときの0の補正MLE()ML*の2次の漸近損失を求めた．それらから，従来の片側切断

指数型分布族の結果は一般の片側切断分布族の場合に拡張され得ることが分かった従っ

て，そのことは議論を切断指数型に限定することは必ずしも本質的でないことを意味し，

その結果の適用範囲は広くなるまた，本稿では下側切断分布族について考えたが， [A17]

のRemark4.5.3で述べられたように適当な変換によって上側切断分布族の場合にも適用

できる．さらに， 0を局外母数として1の最尤推定問題や両側切断分布族の場合も同様に

論じられるであろう．

参考文献

[A16] Akahira, M. (2016). Second order asymptotic comparison of the MLE and 

MCLE of a natural parameter for a truncated exponential family of distribu-

tions. Ann. Inst. Statist. Math., 68, 469-490. 

[Al 7] Akahira, M. (2017). Statistical Estimation for Truncated Exponential Fami-

lies. Springer Briefs in Statistics, Singapore: Springer Nature. 

[A20] Akahira, M. (2020). M邸 imumlikelihood estimation for one-sided truncated 

family of distributions. In preparation. 

[Ar15] Arnold, B. C. (2015). Pareto Distributions. 2nd ed. Boca Raton: CRC 

Press. 

[B84] Bar-Lev, S. K. (1984). Large sample properties of the MLE and MCLE for 

the natural par8Jileter of a truncated exponential family. Ann. Inst. Statist. 

Math., 36, Part A, 217-222. 

[BC94] Barndorff-Nielsen, 0. E. and Cox, D. R. (1994). Inference and Asymptotics. 

London: Chapman & Hall. 



144

[HL70] Hodges, J. L. and Lehmann, E. L. (1970). Deficiency. Ann. Math. Statist., 

41, 783-801. 

[JKB94] Johnson, N. L., Kotz, S. and Balakrishnan, N. (1994). Continuous Uni-

variate Distribution Vol.1 (2nd ed.), New York: Wiley. 

[L99] Lehmann, E. L. (1999). Elements of Large-Sample Theory. New York: Springer. 


