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1 はじめに

本研究では，線型空間上の複数のファジィ集合を比較するための指標として，可能性理論

に基づく六種類のファジィ関係に焦点を当てる．それらは， Dubois・Prade[2]に端を発し，

乾ロ・市橋・久米 [6]によって一般の形で提案されたものである. [7, 8, 11]では，それらの

指標を種々のフアジィ最適化問題へと応用した結果が報告されている．フアジィ集合（特に

ファジィ数）の比較指標に関する研究は，例えば [1]にまとめられているように数多くある

が，上記の指標は他と比べ，六種類を使い分けることで輻広い状況を適切に記述できる点が

評価されている．

一方，集合最適化の分野では，集合どうしを比較するために“集合関係"と呼ばれる特定

の（クリスプな）二項関係がよく用いられる．集合関係には様々なバリエーションが存在す

るが，黒岩• 田中 ・Ha[10]によって考案された六種類（その中でも特に二種類）が有名で

ある．それらの集合凋係は，限量子の組み合わせに対応して定まるという点で，ベクトル間

の順序の自然な拡張として見ることができる．

本稿では，上で述べたファジィ集合の六種類の比較指標と六種類の集合関係との間の密接

な関連性を明らかにすることを通して，当該指標の新たな特徴付けを与える．第 2節ではい

くつかの必要な記法・定義を準備し，第 3節で上記の関連性を段階的に仮定の強さの異なる

三つの結果として記述する．また，第 4節では，得られた結果のフアジィ最適化への応用を

考え，ある種のファジィ最適化問題を解くこととある種の集合最適化問題を解くことが等価

になることを示す．
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準備

本稿を通しては，

~c を

Zを実ハウスドルフ線型位相空間， CをOzEC£;; Zを満たす凸錐，

zさC Z1 : ⇔ z'-z EC  

により定まる Z上の前順序， P(Z)をZのべき集合とする．

前順序は反射性と推移性を満たす二項関係を意味する．

ここで， OzはZの零ベクトル

を表し，

定義 1([10, 5]). 六種類の集合関係さげ(*= l,2L,2U,3L,3U,4)を，

して

Aゴり B:← =;, Va E A Vb E B: a'.Sc b, 

Aさ詈 B:←⇒ ヨaEA Vb EB: aさCb,

A』冑 B:←⇒ ヨbEB Va EA: a :Sc b, 

A崎詈 B:← =;, Vb E B =la E A: a :Sc b, 

A崎t)B:← =;, Va EAヨbEB: a宝Cb,

A唸） B :~ ヨaEAヨbEB: a'.Sc b 

により定める．

A,B E P(Z)に対

番号の LとUはそれぞれ， "Lower"と"Upper"に由来している．定義から直ちに，空で

ない集合 A,Bに対して

A喝） B ⇒ A喉L)B ⇒ A ::52四B ====;, A吟り B,

A』g)B ====;, A唸U)B ====;, A崎四 B ====;, Aさt)B

が成り立つことが分かる．

フアジィ集合は， Zadeh[12]によって考案された，曖昧さを含む集合を定式化する概念で

ある.z上の任意のファジィ集合 Aは，その所属度関数 μA:z→ [O, 1]によって一意的に

定められる．これは Z上の集合 Aをその特性関数 XA:Z→{0,1}と同一視できることに

対応しており，ファジィ集合は通常の集合の一般化であると言える.z上のファジィ集合の

全体を穴Z)と書く．各 aE [O, 1]に対して，ファジィ集合AE F(Z)のa-レベル集合を

国：= { {z E Z Iμ 応） 2: a} 
cl{z E Z Iμ.x(z) > O} 

(a E (0, l]) 

(a= 0) 

により定める． ただし， clAは集合 Aの閉包を表す．集合値写像 [O,1] 3 a→ [A]a E P(Z) 
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をAの切断写像と呼ぶことにする．また，フアジィ集合の正規性，コンパクト性，狭義凸性

を次のように与える： A E F(Z)が

• 正規：←⇒μA(z) = 1となる zE Zが存在する．

• コンパクト：仁⇒任意の aE [O, 1]に対して [Alaがコンパクト．

• 狭義凸：←⇒任意の異なる z,z'EZと入 E(0, 1)に対して

min{μJ(z),μJ(z')} E (0, 1)⇒ μA(〉IZ+ (1-〉1)z')> min{μJ(z),μJ(z')}, 

min{μ,4_(z),μ,4_(z')} = 1 ====}μA(入z+ (1 —入）z') = 1. 

ファジィ関係は，通常の二項関係をファジィ化した概念である．すなわち， Z上のファ

ジィ関係は ZxZ上のファジィ集合として定義され，その所属度関数の値は開係の成り立

つ度合いを表す．以下では，二つのフアジィ集合を比較するための指標として， F(Z)上の

フアジィ関係を取り扱う．

定義 2([6]). 六種類の刀Z)上のファジィ関係芯似(*= 1,2L,2U,3L,3U,4)を，ふBE

双Z)に対して

により定める．

は`，B):= inf max{l -μA(a), 1-μ8(b)}, 
a,bEZ 

咋cb

μごgL)(A, B) := sup inf min {肛(a),1-叫 b)}'
aEZ bEZ 

afocb い`(A,B) := sup inf min {1 -μA (a), μ8(b)}, 
bEZ aEZ 

afocb 

μ乏げL)(A, B) := inf sup max {刀(a),1 -昨(b)}'
bEZ aEZ 

a'.Scb 

μごgu)(A, B) := inf sup max{l -μA(a), μ8(b)}, 
aEZ bEZ 

a'.Scb 

µ~~l(A,B) := sup min{μ,4_(a),μ8(b)} 
a,bEZ 
a'.Scb 

ここでは，これらのファジィ閲係の番号付けを，次節で述べる集合関係との関連性に合わ

せて元の定義から変更している．各µ<•)(A, B)は，可能性理論 ([13,2])で用いられる可能
~G  

性測度と必然性測度を組み合わせて表すことができ，それにより

. {~ が必然的に『以下である必然性(,~1) 
B A以上である

•A が必然的に B 以下である可能性(* = 2L) 
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• i3が必然的に A以上である可能性(*= 2U) 

• i3が可能的に A以上である必然性(*= 3L) 

• Aが可能的に B以下である必然性(*= 3U) 

. {~ か可能的に{1:上下ででああるる可能性(,~1) 

として解釈できる．また，一般に疋規フアジィ集合 A,Bに対しては

μ乏g)(A,B):::;μjげL)(A,B):::;μ ごgい(A,B):::;μ ご~)(A,B),

疇）(A, B):::; μ 亨~U)(A, B) :::; μ ごgu)(A, B) :::; μ ごt)(A,B) 

が成り立つことが示せる．

3 フアジィ集合の比較指標の特徴付け

本節では，可能性理論に基づくファジィ集合の比較指標（定義 2)の新たな特徴付けとし

て，集合関係（定義 1) との関連性を記述する三つの結果（定理 1,2と系 1) を与える．

定理 1.A,BEF(Z)に対して，次が成り立つ：

疇 (A,B) = sup { a E [O, 1] [Ahー。鉗 [Blぃ｝，

疇い(A,B) = sup { a E [O, 1] [A]a ::5聾 [Eh-a},

疇 uJ(A, B) = sup { a E [O, 1] [Ah-aさ冑［狐｝，

疇い(A,B) = sup { a E [O, 1] [A]aさ詈 [Eh-a},

μ乏げい(A,B) = sup { a E [O, 1] [ふ1-aさ置叫｝，

µ;:S~J (A, B) = sup { a E [O, 1] [Aぃ誓叫｝．
ただし， sup0:= 0とする．

この一つ目の結果では，ファジィ集合 A,Bに関する仮定を特に必要としない．以下の凸

錐に依存する定義 ([3])を利用して仮定を加えることで，より直接的な結論を述べた二つ目

の結果が得られる：

• 集合 AE P(Z)がC-コンパクト：仁⇒ {Os+ CLEs (Osは開集合）の形の Aの任

意の被覆が有限部分被覆をもつ．

• ファジィ集合 AE F(Z)が C-コンパクト：←⇒任意の a E [0, 1]に対して [Aいが

C-コンパクト．



5

• 集合値写像 F:X→P(Z) (Xは位相空間）が

◇ xo EXで C-J::連続：←⇒ F(xo) c 0を満たす任意の開集合 0に対して， Xo

の近傍 Uが存在して，全ての xEUについて F(x)cO+C.

◇ xo EXで C平連続：←⇒ F(xo) n O -1-0を満たす任意の開集合 0に対して，

Xoの近傍 Uが存在して，全ての xEUについて F(x)n (0 -C)ヂ0.

◇ Cー上連続：←⇒ Fが任意の X EXで C土連続．

◇ Cし下連続：←⇒ Fが任意の X EXで C下連続．

定理 2.Zを局所凸空間， Cを閉凸錐， A,B E F(Z), a E (0, 1]とする．

.Aの切断写像が (-C)―下連続， Bの切断写像が Cー下連続ならば

疇）(A, B) ::::: a ⇔ [Ah-a誓 [Eh-a

• AがC-コンパクト， A の切断写像が C—上連続， Bの切断写像が Cー下連続ならば

疇い(A,B)2: a ⇔ [Alaさ詈 [Eh-a

µ;5~ い(A,B)2: a ⇔［ふaさ詈 [Eh-a

.Aの切断写像が (-C)ー下連続，

続ならば

Bが (-C)ーコンパクト， Bの切断写像が (-C)-1:連

心い(A,B) 2:: a ⇔ 

疇い(A,B) 2:: a ⇔ 

[Ah-aさ戸 [Ela,

[Ah-a さ冑 [Ela•

•A が C- コンパクト， A の切断写像が C-1::連続，

写像が (-C)-1::連続ならば

Bが (-C)ーコンパクト， Bの切断

µj~)(A,B) ミ a ⇔ [Al。さげ [Ela•

この定理の仮定は適切なものであるが，やや扱いづらさがある．そこで，

することで仮定をより簡潔なものに置き換えたのが，三つ目の結果である．

命題 1.A E F(Z)に対して，次が成り立つ：

.Aがコンパクト====}AはC-コンパクト．

.Aがコンパクト====}Aの切断写像は Cー上連続．

.Aが正規かつ狭義凸====}A の切断写像は C—下連続．

～～  

系 1.zを局所凸空間， Cを閉凸錐， A,B E F(Z), a E (0,1]とする．

下の命題を利用
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• A,Bが正規かつ狭義凸ならば

疇）(A, B)ミa ⇔ [Ah-a塁 [Eh-a

•A がコンパクト， Bが正規かつ狭義凸ならば

疇い(A,B)2". a ⇔ ［心誓 [Eh-a

疇い(A,B)2". a ⇔［心誓 [Eh-a

• Aが正規かつ狭義凸， Bがコンパクトならば

μ亨げい(A,iJ)~a ⇔ 

μ亨げい(A,iJ)~a ~ ⇒ 

関h-aさ戸 [B]a,

[Ah-aさ冑 [Bl。．

• A,Bがコンパクトならば

µj~) (A, B)ミa ⇔ [Ala さ~l [Ela-

4
 

フアジィ最適化への応用

最後に，系 1をファジィ最適化問題へと応用した結果を紹介する．

空でない集合 X, ファジィ集合値写像た X→双Z)に対して， ファジィ最適化問題

(FOP) 

を考える． その上で，集合最適化問題

(SOP) 

{ minimize 

subject to 

{ minimize 

subject to 

加）
xEX 

F(x) 

X EX  

(F: X→ P(Z))に対して用いられる次の解概念を参考に， (FOP)の解概念を定義する．

定義 3([4, 9]). ~ をP(Z)上の二項関係とする．元 EXがメに関する (SOP)の

• 最適解：←⇒¥:/x EX: (F(x)さF(元) ===} F(元）さ F(x)).

• 強最適解：←⇒¥:/x EX¥ {元}: F(元）さ F(x).

• 狭義最適解：←⇒ 加xEX¥ {元}: F(x)さF(元）．

定義 4.;:'.)を F(Z)上のファジィ関係，

の

a E (0, l]とする．元 EXがごに関する (FOP)
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• a-最適解：←⇒'v'xEX: (巴(F(x),P(元））：：：： a⇒ μ;j⑰（元），年））：：：： a). 

• a-強最適解：仁⇒'v'xEX¥ {元}: μ 乏⑪（元），F(x))::::a. 

• a-狭義最適解：←⇒如 EX¥{元}: μ ご(F(x),P(元））：：：： a. 

さらに， (FOP)に関わる二つの集合最適化問題

(SOP)~ 
{ minimize 田(x)]13

subject to x E X ， 

(SOP); { minimi,e ([加(x)]o,[加）h-,) 
subject to x E X 

(/3 E [O, 1])と，集合関係の P(Z)x P(Z)上への拡張

凶，A叫3し;)(B1, B2) : ← c;, A1さげ B2

(* = 2L, 2U, 3L, 3U)を与える．このとき，系 1より次の定理が得られる．これは，それぞ

れ対応するファジィ最適化問題を解くことと集合最適化問題を解くことの等価性を示して

いる．

定理 3.Zを局所凸空間， Cを閉凸錐， aE(0,1],元EXとする．

• 全ての xEXについて F(x)が正規かつ狭義凸ならば，次は同値：

◇ 元が岱）に関する (FOP)のa-(強・狭義）最適解．

◇ 元がさgi に関する (SOP)~-<> の（強・狭義）最適解．
• 全ての xEXについて P(x)がコンパクトかつ正規かつ狭義凸ならば，各*= 2L,3L 

に対して，次は同値：

◇ 元がごげに関する (FOP)のa-(強・狭義）最適解．

◇ 元がさ~)に関する (SOP立の（強・狭義）最適解．
• 全ての X EXについて F(x)がコンパクトかつ正規かつ狭義凸ならば，各*= 2U,3U 

に対して，次は同値：

◇ 元がご戸に関する (FOP)のa-(強・狭義）最適解．

◇ 元が三戸に関する (SOP)『-(>の（強・狭義）最適解．

• 全ての xEXについて P(x)がコンパクトならば，次は同値：

◇ 元が;:'.)~)に関する (FOP) の a-(強・狭義）最適解．
◇ 元がさりに関する (SOP)しの（強・狭義）最適解．
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