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集合最適化問題における共役双対性

(Conjugate duality in set optimization problem) 

秋田県立大学 システム科学技術学部経営システム工学科

Faculty of Systems Science and Technology, Akita Prefectural University 

荒谷洋輔 (Araya,Yousuke) * 

1 はじめに

最適化問題における「双対性理論」とは、線形計画、多目的計画、離散凸解析などの分野で主

問題とその双対問題の関係および集合や関数の双対関係を説明する重要な基礎理論のことである。

双対間題を考えるメリットの一つとして最適性の簡単な証拠を提示できるというのがある。双対

性理論は共役関数やラグランジュ関数の性質に基づいていて、鞍点定理やミニマックス定理と密

接に閲係しており、工学における制御珂論や経済学のゲーム理論など実に幅広い応用がある。

HをHilbert空間、 f:H→ (-00,00]をproperな拡張実数値関数とする。そのとき、 Jの共役
関数f*:H→(-oo, oo]と双共役関数f**:H→ (-oo, oo]を以下で定義する。

f*(が）：= sup{〈x,が〉一J(x)}
xEH 

f**(x) := sup {〈x,x*〉-f*(x*)} 
x*EH 

次の結果は、共役双対性の理論で最も拮本的なものである。

定理 1.1(弱双対定理[28]).HをHilbe廿空間とする。 f:H→ (-oo, oo]はproperであり、かつ
f*:H→ (-oo, oo]もproperであるとする。そのとき、 f**:H→ (-oo, oo]は下半連続な凸関数
である。さらに、 f**:Sfである。

定理 1.2(強双対定理[28]).HをHilbe廿空間、 f:H→ (-00,00]をproperで下半連続な凸関数
とする。そのとき、 f**= fである。

共役双対性を多目的最適化問題へ拡張する研究は 1980年代あたりから盛んに研究され、 Bot-

Grad-Wanka[5]が決定版に近い内容である。しかし、上記の弱双対定理に相当する結果は、十分

満足できるものではないと筆者は考えている。その理由（問題の困難性）は、ベクトル値関数の

共役写像は集合値写像になるので、ベクトル値関数fとその双共役写像f**が直接比較できない
からである。

そこで、本稿は集合最適化の枠組みで共役双対性の議論をする。まず、集合関係とその劣線形

スカラー関数を導入する。次に、集合最適化問題の枠組みで共役写像と双共役写像の新しい定義

を提案する。新しい共役写像の定義から、集合最適化問題におけるいくつかの弱双対定理を導く。

最後に、集合のスカラー化手法と弱双対定理を組み合わせることにより、強双対定理を導く。

*(E-mail: y-araya@akita-pu.ac.jp) 
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2 準備

2.1 ベクトル最適化からの準備

本稿ではYをHilbert空聞、 OyをYの原点とする。集合AcYに対し、 Aの代数的内部、位

相的内部、位相的閉包をそれぞれcorA、intA、clAと表す。また、この論文で、 CcYは閉凸錐

を表すものとする。つまり、以下の条件を満たす。

(a) clC = C、
(b) C +Cs;; C、

(c)入CこCV入E[0, oo)。

尚、錐CcYがsolidとはintC=/= 0を満たすことであり、 pointedであるとはCn(-C)= {Oy} 
が成立する場合である。凸錐CcYによって以下のようなベクトル順序:S:cが導入され、 (Y,:S:c) 

は順序ベクトル空間となる。

如，Y2E Y, Yl :S:c Y2幽ぬ一YlEC 

もし、 Cがpointedならベクトル順序:S:cは反対称的となる。逆に一般の（実）順序ベクトル空間

に対して、その順序と一意に対応する凸錐を構成することができ、その凸錐から生成される半順

序が元のベクトル順序と一致することが確かめられる。

2.2 集合最適化からの準備

VをYの空でない部分集合全体とする。 Vi,怜 EV、aE JR、VEVに対して、 2つの集合の

和・スカラー積は以下のように定義される。

Vi+ Vi:= {釘十 V2I V1 E Vi, V2 E怜｝ aV := { av I v E V} 

そのとき Vは、 {Oy}を零ベクトルとするベクトル空間であることが確かめられる。

定義 2.1(集合関係：黒岩ー田中-Ha[21],Jahn-Ha[l2]). Yを線形位相空間、 VをYの空でない部

分集合の族とする。 A,BEVと、 solidな閉凸錐CcYに対して、以下の集合関係を定義する。

[lower] A 羞~B by B c A + C (type 3) 

[upper] A::; もB by A c B -C (type 5) 

[lower & upper] A羞知 B by B c A+ C and A c B -C 

命題 2.2([3]). A, B E Vに対して、次が成り宣つ。

(i) A弓約 B ===} A碍も B、

(ii) A疇約 B ===} A翌 B、

(iii) A差も BとA翌 Bは比較できない。

注意 1.ベクトル順序と集合順序はさまざまな違いがある。ベクトル順序の場合、 x,yE Yと

CcYに対して

y -x EC (x :::::c y)⇔ yEx+C⇔ xEy-C 

である。一方、集合順序の場合、 A,BEVとCcYに対して、上記の真ん中と右の順序に対応

する Bc A+C (A 羞~B) と Ac B-C (A翌も B)は一般に異なる ([1]を参照）。
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例 1.集合の特別な場合として、「区間」を考える。

Y=股， C=良+:= {x E JR I出 2:0}, A=[a1,a2l, B=[b1,b吋 (a1,a2, b1, b2 E股）

このとき、さも、さも、卦知について次が分かる。 ([12]参照）

A 生 B~a1 S b1, A 翌 B~a2 さ b2

A羞知 B←⇒a1 S b1 and a2 S b2 

命題 2.3([1, 2]). A, B, DEVに対して、次が成り立つ。

(i) As加B ⇒ (A+ D) S閃(B+D)、

(ii) As胴B ⇒ aAs誓laB (a 2: O)、

(iii) s~ と翌は、反射律と推移律が成り立つ。

定義 2.4(C-proper: Hernandez-Rodriguez-Marin[lO]). A E VがC-proper[(-C)-proper]で

あるとは、 A+ C cJ Y[A -C cJ Y]が成り立つときである。また、 Vc[V-c]をYのC-proper
[(-C)-proper]である部分集合の族とする。

定義 2.5(C-closed: Luc[25]). A EVがC-closed[(-C)-closed]であるとは、 A+C[A-C]が

閉集合であることと定義する。

注意 2.ベクトル順序こしと SintCは明らかに異なる。しかし、集合における順序の場合につい

て、 Sもと::;! が同値になることもある。よって、ぐとぐ を区別したいとき、集合AにmtC -C -mtC 
C-closedの仮定が必要となる ([1]を参照）。

定義 2.6.咋 ViEVとする。 Vに次のような同値関係を導入する ([3]を参照）。

Vi~, Vi⇔いこし胚 and 砂羞;Vi 

V1 ~u屹⇔い弐も屹 and V2 Sもい

Vi ~z&u Vi⇔ Vi si茫杓 and V2吋茫Vi
同値類の集合をそれぞれ[・]八［ヤ、 [・Jl&uと書く。同値関係の定義より次が分かる。

AE [Bf⇔ A+C=B+C 

AE [Bド⇔A-C=B-C 

A E [Bjl&u⇔ A+ C = B + C and A -C = B -C 

定義 2.7([2, 3]). SC Vとする。 AESがl[u,l&u]-minimal elementであるとは、任意のBES

について

l[u,l&u] l[u,l&u] 
B<  -C A ===} A<  -C  B 

が成り立つことである。 Sのl[u,l&u]-minimal elementの族をl[u,l&u]-Min(S, C)と書く。同様

にして、 AESがmaximalelementであるとは、任意のBESについて

l[u,l&u] l[u,l&u] 
A Sc B ===} B令 A

が成り立つことである。 Sのmaximalelementの族をl[u,l&u]-Max(S, C)と書く。
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3 集合のスカラー化

Gerth(Tammer)とWeidnerは次の劣線形スカラー化関数を導入した。この関数を導入する理由

は、ベクトル最適化問題で重要な課題である Pareto最適解の存在性について、下記のスカラー化

関数を用いて過不足なく特徴づけできるためである。

補題 3.1([6]). C C Yをsolidな閉凸錐、 k0E C ¥ (-C)とする。やC,k0: y→ (-oo, oo]、
訟，ko:y→ [-oo, oo)を次で定義する。

如，ko(y)= inf{t E股IYSc tk0} = inf{t E艮IYE tk0 -C} 

如，ko(y)= sup{t E股ltk0Sc y} = sup{t E股IYE tk0 + C} 

この時、関数'-Pc,k0は次の6つの性質をもつ。

(i) domcpc,ko := {y E Yl'-Pc,ko(y) < oo} =I-0、任意のyEYに対して '-Pc,ko(y)> -oo、

(ii) {y E Yl'-Pc,ko(y) St}= tk0 -C、

(iii)'-Pc,koは下半連続（任意のtERに対して、 {yE Yl'-Pc,ko(y) St}が閉集合）、

(iv)'-PC,kD は Sc—単調 (y1 さC Y2なら '-Pc,ko(y1)S'-Pc,ko(y2))、

(v)任意のyEy、入€ 戦に対し '-Pc,k0(Y十入k0)='-Pc,ko (y) +入、

(vi)'-PC,k。は劣加法的（任意のY1,Y2E Yに対して、 '-Pc,ko(Y1 + Y2) S'-Pc,ko (y1) +やC,ko(y2))。

また、心C,ko(y) = -'-Pc,ko (-y)も分かる。

3.1 集合に対するスカラー化関数

ここで、ベクトルに対するスカラー化関数改C,k゚＇吹C,k0を集合の場合に拡張してみる。集合の

場合は順序が卦も、さも、卦知の3通りあるので、 inf型、 sup型それぞれ2通りの合計6通りを

考える。 infc=ooとsupc=―ooを認めることにより、 h!nf'h伽，h!侶： V→ (-oo, oo]と
hiup, h~up, hi儲： V→ [-00,00)を次のように定義する。

h加(V)= inf{t E股 V:Sもtk0}= inf{t E剛{tk0}cV+C}

h加(V)= inf{t E剛V:Sもtk0}= inf{t E剛Vc tk0 -C} 

心 (V)= inf{t E股 V翌知 tk0}= inf{t E剛{tk0} c V + C and V c tk0 -C} 

h贔(V)= sup{t E叫tk゚三も V}= sup{t E剛Vc tk0 + C} 
h贔(V)= sup{t E股ltko翌 V}= sup{t E賊l{tk0}c V -C} 

h~ 盆(V)= sup{t E股 tk0::;lJu V} = sup{t E股IVc tk0 + C and {tk0} c V -C} 

集合のスカラー化についての重要な先行研究は、 Hamel-Lohne[8]、Hernandez-Rodrfguez-Marfn[10]、

桑野田中山田 [22]、前田 [26]、Sach[27]などがあり、研究史の詳細は [1,2]にある。近年の文献

は、 Kobis.et.al[18,19, 20]、Karaman.et.al[13,14]などがあり、盛んに研究されている分野の一つ

である。
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命題 3.2([2, 3]). 上記のスカラー化関数の関係について、次が分かる。

(i) h!nr(V) S: h孟r(V)= h! 盆い(V) and h盆悶(V)= h;up(V) s: h~up(V) 

(ii) h;up(V) = -h孟r(-V) and hは~p(V) = -h!nr(-V) 

(iii) h均(V)= -h! 智(-V)

l型と u型は、双対の関係になっている。よって、 l型と u型についての集合に対するスカラー

化関数は、ベクトルの場合とは異なり、 h証と h加の 2つを調べる必要がある。

定理 3.3([1, 2]). スカラー化関数 h証： Ve→ (-00,00]は次の性質をもつ。

(i) h加＞ー00、

(ii) h加はさも—増加、

(iii)任意の入 EJRに対してh似(V十入k0)= h加(V)+入、

(iv) VE [VJI⇒ h!nr(V) = h畠(V)、

(v) h加は劣線形。

定理 3.4([1, 2]). スカラー化関数 h加： V→(-oo, oo]は次の性質をもつ。

(i) h加＞ー00、

(ii)位は名も一増加、

(iii)任意の入 EJRに対してh盃(V十入k0)= h品(V)+入、

(iv) VE [V]u⇒ h加(V)= h贔(V)、

(v) h恥は劣線形。

4 主な結果

この節では、まずベクトル値関数fの共役関数について振り返る。

定義 4.1(谷野椙木 [29,30, 31]). f : 酌→ 即正をベクトル値関数とするとき、 fの共役関数
f*虞 mxn→Vを以下で定義する。

f*(A) := Max (LJ {Ax -f(叫｝；鰐
xEJRn 
） 

定義 4.2(谷野椙木 [29,30, 31]). f : 股n→股m をベクトル値関数、 f*:ffi.mXn→ Vをfの共役

関数とする。演算f→f*をf*に対して繰り返すことにより、 fの双共役関数f**:良n→Vを以
下で定義する。

j**(x) := Max (LJ {Ax -f*(A)}; 応
AEIRmXn 

） 
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しかし、一般的にはf*(A)は集合値写像になる。実数値関数の共役関数にある性質「f**<::: f」を
拡張するためには、どうしても集合同士の比較が必要となる。この間題の解決のため、川崎 [15,16] 

はVに集合関係を導入した。川崎は、さらに共役関係とr凡regularizationという概念を導入する
ことにより、多目的最適化間題における双対定理を得た。

私たちは、 fに対して新しい双共役関数を定義した。

定義 4.3(荒谷鈴木斉藤木村 [4]).f: 町→照m をベクトル値関数、 f*:股mxn→ Vをfの共
役関数とする。 f*(A)ヂ0に対して、 f の双共役関数 f「•,ti·: 即→Vを以下で定義する。

f「*(x):= l-Max (LJ [Ax -f*(A)]釘
AEJRmXn 
） 

J:*(x) := u-Max (LJ [Ax -f*(A)], 応
A嗅 mxn
） 

（双共役関数の定義についての背景）

筆者の知る限りでは、川崎 [15,16]がベクトル最適化問題に集合関係を導入した最初の論文で

ある。川崎先生は独自に集合関係を提唱していて、反対称律を仮定に入れているのが特徴である。

しかし、ベクトル順序を自然な形で拡張した集合関係 [21,12]において、反対称律を満たすものは

少ない。（さも、賃も、羞知は、反対称律を満たさない：本稿2章参照のこと）そこで、集合関係で

最もスタンダードなものと現在では多くの研究者に認識されている l型.u型ではどうなるのかと

いう疑問から上記の定義に至った。

4.1 集合値写像における共役関係

本稿では、 [4,15, 16, 29, 30, 31]を参考にして集合値写像の共役写像と双共役写像を定義する。

定義 4.4([2]). F : X→Vを集合値写像とする。そのとき、 Fの共役写像Fz*,F;: £(X, Y)→V 
を以下で定義する。

Fz*(T) := l-Max (旦[Tx-F(x)], C) 
勾(T):= u-Max (且[Tx-F(x)], C) 
定義 4.5([2]). Fz*(T) ヂ 0、 F;(T) ヂ 0 とする。そのとき、 F の双共役写像 F1'i*,F1了， F:t,F:~:

X→Vを以下で定義する。

町*(x):= l-Max (TEl旦，Y)[Tx-Fz'(T)], C) 
誓 (x):= l-Max (T以，Y)[Tx -F:(T)], C) 
心 (x):= u-Max (TEl見，Y)[Tx -Fz'(T)], C) 
誓）：= u-Max (贔，Y)[Tx -F:(T)], C) 
上記と同様にして、羞年についての共役写像を定義する。
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定義 4.6([3]). F: X→ Vを集合値写像とする。そのとき、 Fの共役写像Fl&u: £(X, Y)→ V 
を以下で定義する。

響 T):= l&u-Max (旦[Tx-F(x)], C) 
靡 u(T)# 0とする。そのとき、 Fの双共役写像Fz&u:X→Vを以下で定義する。
旱 (x):= l&u-Max (LJ [Tx -F1&u(T)], C 

TE£(X,Y) 
） 

Bot-Grad-Wanka[5]の手法を参考にしながら、私たちは新たな共役写像の定義を提案する。

この定義は方向ベクトルk0E intCに依存しており、 3章で導入した集合のスカラー化関数と

相性はとても良い。

定義 4.7([2]). F: X→Vを集合値写像、 k0E intCとする。そのとき、 Fの共役写像Fふ，pF,ふ，u=
X→Vを以下で定義する。
靡，1(x*):= l-Max (LJ [〈x,x*〉k0-F(x)], C 

xEX 
） 

Fら(x*):= u-Max (LJ [〈x,x*〉k0-F(x)], C 
xEX 

） 
定義 4.8([2]). ko E intCとする。 Fら(x*)# 0、Fふ，)x*)# 0に対して、 Fの双共役写像F{ci,ll'
F** F** F** k0,lu'k0,ul'k0,uu・ ・X→Vを以下で定義する。

F己(x):= l-Max (LJ [〈x,x*〉ko-F, 如(x*)],C 

窮;,,,.(x),~l-M= 〔旦I.1 〈x,x•〉k'-;:ら(,.)],〗
F己(x):= u-Max (LJ [〈x,x*〉ko-F, ふ，1(x*)],C) 

（ 
x*EX* 

F; に(x):= u-Max LJ [〈x,x*〉ko-F, ら(x*)],C) 
x*EX* 

定義 4.9([3]). F: X→ Vを集合値写像、 k0E intCとする。そのとき、 Fの共役写像F;o,z&u:
X→Vを以下で定義する。
Fふ，z&)x*):= l&u-Max (LJ [〈x,が〉k0-F(x)], C 

xEX 
） 

さらには、 Fん，l&u(x*)-/0に対して、 Fの双共役写像F** ・X→Vを以下で定義する。k0,l&u・

） 襦 z&)x):= l&u-Max LJ [〈x,が〉ko-F, ふ，l&u(が）],C （ x*EX* 
共役写像の定義と 3章の定理3.3・3.4を用いて、次を得る。

補題 4.10.関数F* F* ko,l' F* k0,u'k0,l&u は、次の性質を持つ。

• h加(F;o,z(x*))= sup{〈x,x*〉-h如(F(x))}
xEX 

• h恥(F,ふ，u(x*))= sup{〈x,x*〉-h加(F(x))}
xEX 

• h品(F;0,l&u(x*))= sup{〈x,x*〉-h加(F(x))}
xEX 
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4.2 弱双対定理

まず、ベクトル値関数の場合の弱双対定理を紹介する。

命題 4.11(荒谷ー鈴木一斉藤ー木村 [4]).f: 野n→恥mをベクトル値関数とする。そのとき、 fの双
共役関数は次の性質を持つ。

(a)もし任意のAE股mxnに対してf*(A)が単元集合ならば、 f**(x)::; 恥f(x)である。

(b)もし任意のXE町、 AE股mxnに対して j*(A)がJ*(A)c Ax -J(x) +股？を満たすなら

ば、 J「*(x)::; 知f(x)である。

(c)もし任意のAE ]RmXnに対してf*(A)がf*(A)-f*(A) c —股門を満たすならば、 f~*(x) ::; 恥
J(x)である。

[4]では集合関係を用いて、 f**とfを比較することができたが、何らかの条件が必要であった。

集合値写像の場合については、前節の共役写像の定義から以下のようにいくつかの弱双対定理を

得ることができる。

定理 4.12(弱双対定理I[2]). F: X→Vを集合値写像とする。そのとき、 Fの双共役写像は次
の性質を持つ。

(a)もし、 Fが任意のxEXに対してF(x)-F(x) CCが成り立つならば、 F11*(x)疇GF(x)。

(b) Fz'u*(x)さGF(x)。

(c) F;; 「(x)翌 F(x)。

(d)もし、 F;;(T)が任意の TE£(X,Y)に対して F;;(T)-F;;(T) c -Cが成り立つならば、

F,'; 以x)翌 F(x)。

上記の集合値の弱双対定理で、実数値の「f**::;f」に相当する結果は得られた。しかし、集合

関係によっては、 F、F**に何らかの仮定を入れなければならない所は上記の [4]と同じである。

しかし、集合関係l&uを用いると、条件不要のきれいな結果が得られる。

定理 4.13(弱双対定理II[3]). F: X→Vを集合値写像とする。そのとき、 Fの双共役写像は次
の性質を持つ。

Fz&u(x)羞知 F(x)

Proof. Fl&uの定義から、任意のxEXとTE£(X,Y)に対して次が成り立つ。

Tx -F(x) ::;G Fl&u(T) and Tx -F(x) ::; もF1&u(T)

(Fl&u(T) c Tx -F(x) + C and Tx -F(x) c Fz&u(T) -C) 

そのとき、次の包含関係が成り立つ。

Tx -Fz&u(T) c F(x) -C and F(x) c Tx -Fz&u(T) + C 

上記の包含関係は、 Tx-F1ぶu(T):::::;もF(x)とTx―り&u(T):::::; もF(x)を意味する。 Fz"i の定義
から、結論を得る。 ロ
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上記と同様にして、 Bot-Grad-Wanka型の共役写像についても弱双対定理を得ることができる。

定理 4.14(弱双対定理III[2]). F: X→Vを集合値写像、 k0E intCとする。そのとき、 Fの双
共役写像は次の性質を持つ。

(a)もし、 Fが任意のxEXに対してF(x)-F(x) c Cが成り立つならば、 F;袖(x)SもF(x)。

(b)心，lu(x)SもF(x)。

(c)平，ul(x)兌 F(x)。

(d)もし、 Fん，u(x*)が任意のが EX*に対してFふ，)x*)-1¥ふ，u(x*)C -Cが成り立つならば、
襦 uu(x)翌 F(x)。

定理 4.15(弱双対定理IV[3]). F: X→Vを集合値写像、 k0E intCとする。そのとき、 Fの双
共役写像は次の性質を持つ。

ばl&u(x)S炉F(x)

4.3 強双対定理

最初に、集合値写像の凸性と下半連続性の概念を定義する。

定義 4.16.K をベクトル空間 X の凸集合とする。集合値写像 F:X → V が K上で l-C—凸関数

[u-C-凸関数、 l&u-C—凸関数］であるとは、それぞれの x1,x2 EK、入 E[O, 1]に対して、次が成り

立つときである。

F(入X1+ (1 —入）四） s誓」&u]入F(x1)+ (1 —入）F(四）

定義 4.17.Xを位相空間とする。

(i)集合値写像F:X→VがXでl-C平半連続(u-(-C)ー上半連続）であるとは、集合

{x E XIF(x)岱 V}={xEXIVさ(-C)F(x)} 

が任意のVEVで閉集合であるときにいう。

(ii)集合値写像F:X→VがXでu-C-下半連続(l-(-C)ー上半連続）であるとは、集合

{x E XIF(x)翌 V}= {x E XIVさt-c)F(x)} 
が任意のVEVで閉集合であるときにいう。

(iii)集合値写像F:X→VがXでl&u-C-下半連続(l&u-(-C)ー上半連続）であるとは、集合

{x E XIF(x) S倅uV} = {x E XIV羞ども） F(x)} 

が任意のVEVで閉集合であるときにいう。

上記の概念を用いて、次の結果を得る。

定理 4.18(F{t,zu-type). F: X→ Veを集合値写像、 koE intCとする。次の条件を仮定する。
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(i) Fは、 l-C-下半連続。

{ii) Fは、 l-C-凸関数。

そのとき、 h証(F{t,zu)= h証(F)が成り立つ。

注意 3.上記の証明は、集合をスカラー化して実数値の結果を適用するという手法を取っている。

具体的には、定理3.3の(ii)、(iii)、命題 3.2(i)、補題4.10が重要な役割を果たしている。特に、

命題 3.2(i)が大きな制約であるため、この手法でF{t,ul型の強双対定理を導くことは難しい。別

のアプローチでF{t,ul型の強双対定理が導けるかどうかは今後の課題である。

定理4.18と同様にして、次の結果を得る。

定理 4.19(F{t,zz-type [2]). F : X→ Veを集合値写像、 k0E intCとする。次の条件を仮定する。

{i) Fは、 l-C不半連続。

{ii) Fは、 l-C-凸関数。

(iii) Fは、任意のxEXに対して、 F(x)-F(x) CCが成り立つ。

そのとき、 h加(F;贔） =h詞(F)が成り立つ。

定理 4.20(F{(uu-type [2]). F: X→Vを(-C)有界な値をとる集合値写像、 k0E intCとする。
次の条件を仮定する。

{i) Fは、 u-C-下半連続。

{ii) Fは、 u-C-凸関数。

{iii) F{o,u(x*)は、任意のx*EX*に対して、 Fふ，u(x*)-F, ふ，u(x*)C -Cが成り立つ。

そのとき、 h加(F{t,uu)= h加(F)が成り立つ。

定理 4.21(F{t」&u-type[3]). F: X→Vを(-C)有界な値をとる集合値写像、 k0E intCとする。
次の条件を仮定する。

(i) Fは、 l&u-C下半連続。

{ii) Fは、 l&u-Cー凸関数。

そのとき、 h品(F{t,z&J= h加(F)が成り立つ。

5 まとめと今後の課題

本稿では、まず、集合最適化問題の枠組みで新しい共役写像の定義を与えた。その新しい定義

は、与えられたベクトル値関数に対して、その共役関数は集合値写像となることから着想を得て

いる。そこで、羞も、当も、当的に関する弱双対定理を与えた。特に羞知の結果は、集合値写像

Fに仮定を入れることなく導出できる上に、例1(区間の例）の実用的な面から、最も自然な結果

であると筆者は考えている。さらに、 4.2節の弱双対定理と集合のスカラー化手法を利用すること

により、方向ベクトルk0E intCに依存する、集合値の強双対定理を得ることができた。

集合最適化問題における双対性理論の研究はあるが [7,9, 11, 17, 23, 24]、歴史がとても浅いの

で、「共役双対性」に限っても今後の研究課題はいろいろある。
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(a)弱双対定理： 4.2節では、複数の型の弱双対定理を得ることができた。新たな型の弱双対定理

の導出については、今後の課題である。

(b)強双対定理 (I): スカラー化手法について

• 本稿では、集合の劣線形スカラー化手法 [1,2]を利用したが、方向ベクトルk0E intC 
に依存することなく、強双対定理を得ることはできるのか？

• ul型の強双対定理は本当に導出できないのか？もしかしたら、別のアプローチで導出

できるのかも知れない。

• 集合のスカラー化手法は近年とても研究が盛んで、様々な興味深い結果が発表されて
いる ([13,14, 20])。それらを利用した強双対定理はどうなるのか？

(c)強双対定理 (II): そもそも「適当な形」とは何か？

通常の強双対定理は「F= F**」の形である。実際、川崎[15,16]は独自の集合関係を導入
し、その集合関係で双対性を議論した。しかし、集合関係において「反対称律」を満たすも

のはほとんどない。（本稿で導入した、ベクトル順序の自然な拡張である羞も、弐岩羞茫は

反対称律を満たさない。）したがって、反対称律の「代用品」として、「F**= [Fjl,u,l&u」の

ような同値類を用いた結果も有力であると筆者は考えている。

上記のような「同値類を用いた結論」に違和感を持つ方もいるかも知れない。しかし、単調

性を満たすスカラー化関数 (A,BEVとスカラー化関数f:V→股が、 A<l[u,l&u] B ===} 
-C  

f(A)::; f(B)を満たす）について、同値類の定義から次が成り立つ。

A E [B]l[u,l&u] ===} f (A) = f (B) 

よって、筆者は「同値類で表現した結果」も緩い意味での強双対定理の仲間として加えても

良いと考えている。しかし、そのような結論を導くための十分条件については、全く分から

ないので、今後の課題である。（この話題については、島根大学の鈴木聡先生から似たよう

なコメントを頂きました。ありがとうございます。）
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