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概要

本報告では、非同次セミフィボナッチ制約 (nonhomogeneoussemi-Fibonacci con-
straints)をもつ 2次計画の最小化問題と最大化問題の対を考える。 [12]では、最小

化問題と最大化問題のそれぞれが偶数個の変数をもつ場合の双対を考えているが、こ

こではそれぞれ奇数個の変数をもつ問題の双対について考察し、これら問題の間には

フィボナッチ一致双対性 (Fibonacciidentical duality)が成り立つことを示す。また

双対問題の樽出はプラス・マイナス法 (Plus-minusMethod)で示す。

まず、 7変数の条件付き最小化問題

(Pリ

rmnnmze y 1 + Y2 +・ ・ ・+ Y号― 2(b1Y1+ b3仰 +b函+b1Y1) 

subject to (i) 狛＋仰一仰=b2 

(ii) y3 + Y4 -y5 = b4 
(iii) Y5 + YB -Y1 = b5 
(iv) y E R7 

と、 7変数の条件付き最大化問題

(D1) 

Maximize -(μi +砂＋・・・十μ名） + 2(b如 +b叫 +b碑）

subject to (i)'μ1―加=b1 

(ii)'即＋加一い=b3 

(iii)'附＋尻一郎=b5 

(iv)'郎＋灼=b1 

(v)'μE R7 

を考える。ただし (b1,b2, ... , bサ€ 柁は定数とする。

本報告では 7変数を対象に述べるが、一般の (2n-1)変数問題についても成り立つ。

今、 (Pリと (D1)のH的関数をそれぞれ以下で表す：

f(y) = y~+ 砂＋・・・＋蒻ー 2(b1狛 +b叫 +b函 +b如）

g(μ) = -(μi +µ~+・・・十µ号） + 2(b叩 +b叫 +b卯）．
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補題 1(Fibonacci solution) 7元7連立線形方程式
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YI + Y2 -Y3 = b2 

約＋如一約=b4 

仰＋蜘一約=b5 

は、唯一の解をもっ：

YI 13b1 + 8b2 + 5妬十 3b4+ 2b5 +如+b7 

Y2 -8b1 + 8妬十 5妬+3伍+2b5+伽+b1 

Ya 5b1 -5b2 + 10妬十 6似十 4b5+ 2b5 + 2b1 
1 

-3b1 + 3b2 -6妬十 9切十 6転+3伽十 3b1Y4 
21 

Y5 2b1 -2的十 4b3-6似 +l0b5 + 5b5 + 5b1 

Y6 -bi+的ー 2妬十 3b4-5転十 8伽十 8b1

Y1 b1 -b2 + 2b3 -3切十 5b5-8如 +13b1 

(1) 

Proof. この方程式系は Ay= bで表される。ただし

1 -1 

゜゚ ゜゚゜1 1 -1 

゜゚ ゜゚ yj::1, b~ 

(b1 

゜
1 1 -1 

゜゚゜A=  I o 
b2 

゜
1 1 -1 

゜゚゜゚゜
1 1 -1 

゜゜゚゜゚
1 1 -1 

¥ Y1 } ¥ b1 

゜゚゜゚゜
1 1 

7x7行列 A は逆行列をもち

13 8 5 3 2 1 1 

-8 8 5 3 2 1 1 

5 -5 10 6 4 2 2 

A-1=青I-3 3 -6 ， 6 3 3 

2 -2 4 -6 10 5 5 

-1 1 -2 3 -5 8 8 

1 -1 2 -3 5 -8 13 

になる。したがって、この方程式系は唯一の解 y= A-1bをもち、 (1)を得る。 ロ
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補題 2(Complementarity) (Y1, Y2, ... , Y1)と(μ1,μ 公．．．，四）が条件 (i)~(iii)と(i)'~

(iv)' 

YI+仰一仰=b2 

Y3 +如一約=b4 

Y5 + YB -Y7 = b5 
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をそれぞれ満たすとき、次の関係式が成り立つ：

立糾 =(b1Y1 + b叫 +b函＋崎） + (b叩 +b叫 +b研 6).
k=l 

Proof. 

立肛=Y1(四 +bり＋（仰一 Y1+的）胆 +y凸—四＋妬）＋（仰一 Y3 +切）μ4
k=l 

+ y5(μ5一四＋転）＋（初一約+b5)四＋防（一畑+b1) 

= (b1狛 +b函 +bs防 +b初） + (b2加 +b4附 +b研6).

口

補題 3
(1) (Ineq叫 ity) 任意の実行可能解y,μ に対して g(µ)~f(y)が成り立つ。

(ii) (Equality) 等号は y=μ のときのみ成立する。

(iii) (Linearity) さらにこのとき、次が成り立つ。

f(y) = -(b1Y1 + b3y3 + b5y5 + b1Y1) + (b2Y2 + b4y4 + b5y5) 

g(μ) = -(b1μ1 + b3μ3 + b5μ5 + b1μ1) + (b2μ2 + b4μ4 + b5μ5). 

Proof. さて、最小化問題 (P1)から最大化問題 (D1)をプラス・マイナス法 (Plus-minus

Method)で導こう [10]。この方法では目的関数の 2次性に着目して、双対変数を係数と

する 1次式を引いて加えている。さらに平方完成も行っている。

Y = (Y1, Y2, ... , Y1) E R7を(Pリの実行可能解とする。任意のμ=(μ1, μ2, ・ ・ ・, μ サE

がに対してこの 1次式を引いて加え、制約式 (i)~ (iii)を用いると

Yi+砂＋・・・十吟ー 2(b1狛 +b叫 +b函 +b如）

=Yi+砂十 ・・・+y名ー 2(b1狛 +b叫 +b函＋崎）

-2μ1y1 -2μ2y2 -... -2μ 初+2μ1y1 + 2μ 叩+・ • ・+ 2μ7y7 
= (Y1ーい）2_吋+(Y2 —四）2_的＋・..+ (y7一灼）2 -μ? 

+ 2[(μ1 -μ2 -b1)防＋（即 +μ3一四一的）Y3 

+ (μ4+尻一畑ー b5)防＋（伽 +μ1-b1加]+ 2(b叫 +b叫 +bB仰）
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が成り立つ。特に条件

の下では

(i)'μ1―四=b1 

(ii)'四＋加一い=b3 

(iii)'μ4 +尻一畑=b5 

(iv)'伽＋灼=b1 

Yi+砂＋・・・十y名ー 2(b1狛+b叫 +b瑚 +b如）

= (Y1 -μi)2ーμ『+・・ ・+ (Y1 -μ ヂーµ~+2(b叩+b4附 +b侶）

であり、不等式

y『＋砂＋・・ ・+y名ー 2(b1Y1+ b3y3 + b函+b1Y1) 

ミー(JJ,i+ JJ,~+ ... + JJ, 名） + 2(b叩 +b叫 +b51伶）

が成り立つ。等号は

(e) 糾 =μk l :S k :S 7 

(2) 

のときに限り成り立つ。すなわち、 (i)~ (iii)を満たす yと(i)'~(iv)'を満たすμ に対

して、不等式 (2)が成り立つ。等号は条件 (i)~ (iii), (e), (i)'~ (iv)'が成り立つときに限

り成立する。この 14元 14連立 1次方程式系は、補題 1の(NF)に同値になり、唯一の解

（か，麗．．．，拓） = (μr, μ;, ... , μ り

をもち、 (1)で与えられる。よって、 (P1)から (D1)が導かれた。

同様に逆も導こう。 μEがを（正）の実行可能解とする。このとき任意の yE R7に対

して

-(μi +叶＋．．．十µ~) + 2(b叩 +b叫 +b卯）

= -(μi +µ~+・・・+µ名） + 2(b叩 +b四 +b研 6)

+2y氾1+ 2y2四＋・・・+2y7灼ー 2y1いー 2y2四ー・・・ー 2y7灼

= -μ 『 +2y叩—µ~+ 2y叩—... -µ~+ 2y加+2(b2胆+b叫 +b西）

-2y1仇＋四）ー 2y叩 2-2y孔妬＋山一胆）ー 2y叫 4

-2y5仇 +µ6 —叫― 2y研5-2防(b1 一畑）ー 2y7灼

= -(μ1 -y1戸十 Y~- (μ2 -Y2戸＋砂ー・..一(μ7-yヂ +y名

-2(y1 +釦一仰一的）μ2-2(y3 + Y4 -Ys -b4)μ4 

-2(ys + Y6 -Y1 -b5屈— 2(b1Y1 + b叫 +b燭+b1Y1) 

が成り立つ。特に条件

(i) 狛＋仰ー仰=b2 

(ii) 恥 +y4一妨=b4 

(iii) 的+Y6 -y1 = b5 
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の下では

-(μ 『＋叫＋・・・+μり+2(b2胆 +b叫+b5馬）

= -(μ1 -yi)2 + Yi -.. ・-(μ1 -Y1)2 + Y名ー 2(b1Y1+ b叫 +b函+b1Y1) 

であり、不等式

が成り立つ。等号は

-(吋＋叶＋・・・十μ名） + 2(b叩 +b叫 +b研6)

:::; Yi+砂＋・・・十蒻ー 2(b叩 +b叫 +b函 +b如）

(e) 肛=Yk l :S k :S 7 

(3) 

のときに限り成立する。すなわち、 (i)'~(iv)'を満たすμ と(i)~ (iii)を満たす yに対

して、不等式 (3)が成り立つ。等号は条件 (i)~ (iii), (e), (i)'~ (iv)'が成り立つときに限

り成立する。この 14元 14連立 1次方程式系は、補題 1の(NF)に同値になり、唯一の解

（か，釦，．．．，拓） = (μ;:, μ;, ...'μ;) 

をもち、 (1)で与えられる。よって、 (D1)から (P1)が導かれた。したがって、両問題は

互いに双対である。

また y=μ のとき、補題 3(iii)であることは、 f(y),g(μ)の定義と、補題 2の結果より

分かる。 ロ

したがって、以下の定理を得る。

定理 1(Duality Theorem) 

(i) (Weak Duality) (Pか(D1)の実行可能解 (y,μ)に対して g(μ)::::f(y)が成り立つ。

(ii) (Strong Duality) f(fj) = g(μ*)を満たす実行可能解 (fj'μ*)が存在する。

(iii) (Optimal Solution) fjは (P1)の最小点でありμ*は (D1)の最大点である。

Proof. (i), (ii)は補題 3より明らか。また (iii)は (i)'(ii)より得る。

さらに、 (P1)と（正）の間には Fibonacciidentical duality (FID)が成り立つ。

に、 (FID)とは以下の三位一体の関係が成り立つことをいう [9,10]。

1. (duality) (Pリと (D1)は互いに双対である。

2. (identical) それぞれの最適点と最適値は共に一致する。

ロ

-、
'-'-
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3. (Fibonacci) (Pリは fj= A-1bのとき、最小値 m = (b, Bb)をもつ。 (D1)も

μ* = A-1bのとき、最大値 M = (b, Bb)をもつ。ただし、 b= (b1, b2, ... , b1), 

A-1 1 
＝ 

Fs 

1 
B=-

Fs 

F1 F5 Fs 

-FB 凡F2 凡F2

Fs -Fs凡凡Fa

-F4 凡F2 -F4F3 

F4 F3 凡 F1

F4凡 F3凡 F2凡 F2

F4凡 F3凡 F2凡 F3

凡F4 F3凡 F2凡 F4

凡ー凡F2 凡凡ーF3凡 F3凡 F2凡 Fs

-F2 的的ーF2凡 F2凡 ーF2凡 F2凡 FB

F1 -F2 凡 ーF4 凡ー凡 F1

-F1 -FB -Fs -F4 -F3 -F2 -Fi 

-FB 凡F2 凡凡 F4凡 F3凡 F2凡 F2 

-Fs 凡F2 -Fs凡ーF4凡 ーF3凡 ーF2凡 ーF3

-F4 凡凡ー凡Fa

-Fa 凡F2 -F3F3 

凡凡 F3凡 F2凡 F4 

凡F4 -F3F5 -F2F5 -F5 

-F2 的的ーF2凡 F2凡 ーF2凡 F2凡 F5 

-Fi F2 -F3 凡ーF5 凡 ーF1

ここに F1,F':公．．．，凡はフィボナッチ数列の第 1項から第8項である（表 1)。両問題の

最適解（点と値）は共にフィボナッチ数列で表されている。一般に、フィボナッチ数列

(Fibonacci sequence)は2階線形差分方程式 (3項間漸化式）

Xn+2 - Xn+l - Xn = 0, X1 = 1, Xo = Q 

の解として定義される（表 1)[7-10]。

表 1 フィボナッチ数列｛凡｝

n I o 1 2 3 4 5 6 7 s 9 10 11 12 13 14 15 16 

凡 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610 987 

定理 2(P1)は

Y = (Yi, Y2, ... , Y1) = A―lb 

のとき、最小値 m = (b, Bb)をもつ。 (D1)も

μ= (μ ぃ厄．．．，匹） =A―lb 

のとき、最大値 M = (b, Bb)をもつ。

(4) 

(5) 
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次に、 (P1)と(Dリに対して、 b1=的＝．．．＝如=0, b1 = C とした問題をそれぞれ

(P2)と(D砂とする。ただし、 CER1. このとき、最小点と最大点は共に

C 
-(Fi, F': ぁ..., Fサ
Fs 

になり、最小値と最大値は
F1 2 

m = M = --c 
Fs 

になる。すなわち、 (Pりと (D2)の間には FIDが成り立つ：

1. (duality) (P2)と（恥）は互いに双対である。

2. (identical) それぞれの最適点と最適値は共に一致する。

3. (Fibonacci) (P2)は

C 
y=(い，釦，．．．，拓）＝一(Fi,F2, ... , Fサ

Fs 

F1 2 
のとき、最小値 m=--c をもつ。（恥）も

Fs 

μ* = (µ~, μ;, ...'μ り＝一(Fi,F2, ... , 凡）
Fs 

F1 2 
のとき、最大値 M=-—c をもつ。

Fs 

特に、 c=凡のときは、最小点 f)と最大点μ*は共に

(F1, F2, ... , 凡）

になりフィボナッチ数列の第 1項から第7項で順に表され、最小値と最大値は m=M=

-F1凡になる。

最後に、本問題の由来は文献 [3,4,6-10]に遡り、アプローチと方法は [1,2,5,11-14]に

依る。
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