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ベイズの定理の一拡張

Masayuki Kageyama影山正幸（名古屋市立大学大学院）＊

Hiroe Tsubaki椿広計（統計数理研究所）
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MCMCの登場以来，ベイズ推定において正確な事前分布を推定することの重要性は低くなった

ように思われるしかし，学習データが十分存在しない場合，適切な事前分布を選ぶことは事後分布

を決定する際に非常に重要になる．本稿では学習データを十分に獲得することが困難なケースを想

定した数理モデルの構築を念頭に議論を進める.[7]において著者らは，不確実な事前分布を採用し

た場合のベイズの定理を利用し [10],古典的な確率論がもつ分布関数 F(x)の性質を自然な形で拡

張できることを証明した．

定理 1.1([7]) 任意の fuzzy化された事前分布 iに対して，

• lim F(xlii) = 1, lim F(xlii) = 0. 
X→ = X→ -= 

• F(xlii)とれylii)ifx~y. 

• lim F(xlii) = F(ylii). 
X→ y+O 

とは fuzzymax order. 

ここでは、 Schnatter[3]により提案された確率密度関数のパラメータの分布の推定方法を紹介す

る．他方，統計科学，数理工学，数理ファイナンスの研究分野における確率的制御システム等のテー

マでの数理モデルがマルコフ決定過程により定式化されることがある．研究自体は， 1950年代に

始まり，様々な理論や応用研究が生み出されてきた. 1980年代までの MDPsの研究は主として，

ベルマン方程式とその解をみつけるための Policyiteration, Value iterationに関する Dynamic

Programming(以後， DP)とよばれるアルゴリズムの研究であった [2,9]. その後，マルコフ決

定過程の構造，特に推移確率の推定に関する研究が数多くなされるようになった. Bertsekasと

Tsitsklisにより提案されたニューロ動的計画法は推移確率が未知のモデルを解析する際の強力な

道具となった [l].また，推移確率を fuzzy数として捉えた研究などがある [5,6]. 本稿では， [4]で
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提案された事前分布を組み込んだマルコフ決定過程を紹介する

2 準備

任意の集合 M に対して F(M)を全ての fuzzy集合 m:M→[O, 1]の集合とする.inのa-cut

をma:={m E Mlm(m) 2: a}(a E [O, 1])とする．良を全ての fuzzy数の集合とする．つまり，

i'E良とは， i'EF(股）， normal,upper semi-continuous, fuzzy convexでcompactsupportをも

つとする.mE良に対して， 'Ina=[m~,m!] と記す.e をパラメータ空間， S を state space, A 

をactionspace, Yをdisturbancespace, Pをtransitionprobability, 巧 (0,s,a,y)をone-stage

reward functionとする．

3 ベイズの定理の拡張 [3]

Schnatter [3]により提案されたアイデアを紹介する． 元＝（祖，．．．，品）を fuzzysample 

とする． このとき， fuzzy化された尤度関数 L(8)の a-cutは次式で与えられる. L;;:(8) = 

minのEa:c,L(8lx) = rr~=l ば（ふ））;;:(8),L!(8) = max叫Ea:c,L(8lx) = rr~=l ば（ふ））t(8), ただし，

(/;(xi));;: (8) = minxE(ふ）。 J(xl8),(!i(ふ））!(8) = maxxE(ふ）。 J(xl8).また，事前分布が fuzzy

化 iの場合の事後分布は次式で与えられる．（加）;;:(8) = L(8lx)・(v);;:(8),(加）!(8) = L(8lx)・ 

(v)!(8), (v);;:(8) = mineEe" v(81{), (v)!(8) = maxeEe。v(81{).両者を fuzzy化した場合について

も議論がなされているので，興味のある方は [3]を参照されたい．

4 事前分布を考慮したマルコフ決定過程

ここで， [4]により議論されている推移確率のパラメータの事前分布 uが与えられた場合のマル

コフ決定過程について考える．確率分布と総合利得は次式で定義される．

定義 4.1([4]) 

Qが(E)全J。v(d0)J P(0, dy1)・ ・ ・J P(0, dyr)1E(0, 研） (1) 

T-l 

R手(0,so, 研）全斤(0,so, 1ro(so), Y1) + L 13t・巧(0,(f, 叫yt心），Yt+1)+詔 ・Vo(0,(7J,),
t=l 

0 < (3 < 1はdiscountfactor. 

定義 4.2([4]) 事前分布ッを用いた T-stageBayes rewardを次式で定義する．

叫 s)全J笠 (d(0,研））碍(0,s, 帆）

= j v(d0)V; (0, s). 

(2) 
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我々の目的は上式を最大化する policyがをみつけることである．通常のベイズ学習と同様に [4]

においても Bayesoperatorとよばれる条件付き確率分布を利用してパラメータの更新が行なわれ

ている．

5 課題と今後の展望

通常のベイズ学習では真の確率分布を求めることだけが目標になることが多いが，多段階決定過

程ではそれと同時に最適政策を見つけなければならず著者の知る限り， DPのようなアルゴリズム

はみつかっていない．

また，よりロバストなモデルとして以下のような (1)を拡張した確率分布を考えることも可能であ

り，現在この測度上でのモデルの構築に取り組んでいる [8].

娑(E)全 (F)J v(d0) J P(0, dy1)・ ・ ・ 

.. ,jP(0,dy叫 (0,研）．
(3) 

ただし， (F)fはfuzzy精分 [10].
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