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Abstract 

推移法則が未知のマルコフ決定過程において，各期での行動によって生じる
推移状態の観測によって推移法則を推定しながら適応型最適政策を求める学習
問題がある．その推移法則の推定と最適化問題を構成するとき，事前区間測度を
用いた推定による事後区間測度から区間確率行列が得られるそのことによって
区間型マルコフ決定過程(controlledMarkov set-chain)による解決アプローチを
適用することができる本報告では， a-percentileに基づいて区間推移法則を推定
するMDPの構成法と最適化問題を考察する

1 はじめに

有限マルコフ決定過程(FiniteMDPs)は，次の4つの項目で構成される。

{S,A,Q,r} 

ここで， S= {1,2, ... ,n}は状態空間を表し A={a1,a互..,aけは決定空間（行動空
間） Q = (%(a))の各要素 %(a)は状態iにおいて決定aを選択した時の次の期の推移
状態がjである確率を表し %(a)E P(SIS x A)であるような確率核の集まりでQを単
に推移確率行列と呼ぶ.r=r(i,a)はSxA上の利得関数として定義される．システ
ムの状態が iESで aEAを選択した時，次の期の状態へは q(・l(i,a))に従って推移
し期待利得は r(i,a)となるまた本稿のマルコフ決定過程(uncertainMDPs)では，推
移法則 Q= (%(a))が未知である場合を考察する．状態観測によって未知の推移確率
行列の各要素 qi_(a)はそれぞれ区間表現 [q.(a), qi_(a)]されるここでは推移法則推定

の具体的な区間値の導出について考察するが，区間型推移法則をもつマルコフ決定

過程 (controlledMarkov set-chain models)については， Kuranoet al. [7]などの先行研
究が挙げられる
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推移法則の推定は，各決定選択に応じた推移結果の状態観測数に基づいて行われ

るためここでは簡略して推定する行列を Q= (%)と表すことにする．さらに，マル
コフ決定過程での状態推移は，現在の状態 iに対してその推移法則 qi・に従って次の
期の状態が確率的に定まるそこで，以後，事前区間測度を用いて Qの第 i行目 qか

についてベイズ推定を行う

qn q12 q13 qln 

q21 q22 q23 q2n 

Q=  I : 
qil q;2 q;3 qin 

q叫 qn2 qn3 qnn 

現在の状態がiのときに次の期に推移した状態jへの推移回数(Jjを記録したデータ

セットを CJ=(CJ1, CJ2, ・ ・ ・, 叩）とおく．このとき， Pn= P(S) = {p = (P1,P2, • • • ,Pn)IPi~ 
O,LいPi=1}に対して我々が知りたいのは以下のような叶こ関する多項分布の超パ
ラメータ P= (P1,P2, ・ ・ ・,P砂EPnであってディリクレ分布とも呼ばれる多次元分布
の推定の方法である

J(ul&,p) = 
伍＋・・・十叩）！ び1 <72 <7n 

u1! • ・ ・u以
Pi恥・ ・ ・Pn・ (1) 

几上のルベーグ測度をL(·) とし，定数k~lに対して [L,kL] によって事前区間測
度を表す．データセットoから， [Lu,kL叶による事後区間測度は以下のようにして得

られる(cf.[9] DeRobertis and Hartigan(1981)): 

Lび(A)= J f(ul&,p)L(dp) for A EB, 
A 

(2) 

ただし Bは几の部分集合によるびー集合体である．
DeRobertis and Hartigan ([9])の結果により，推定する推移確率の第i成分 Piの区
間表現は以下のような積分比の範囲として得られる：

{ f Pn Pi Q(dp)/ f凡 Q(dp)IL。 ~Q~仏｝．

このPiの事後区間を［入il3:i]と表すことにする
次が成り立つ．

Theorem 1 ([9] DeRobertis and Hartigan (1981)). 事後区間測度 [L。,kL』によって，
推移確率成分 Pi の下限値 ~i と上限値入は次のそれぞれの方程式のただ一つの
解である：

kL"(p; 一ふ）―十L"(p;-~it = 0, 

kL"(p; ―3:;)+ + L"(p; ―3:;)―=0, 

ここで， x+= max{O, x }, x― =X —釘= min{O,x}である．

(3) 

(4) 
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下限値入t と上限値 ~i はベータ関数および不完全ベータ関数を用いて，以下のよ
うに具体的に表すことができる

入＝
B(s + 1, t) + (k -l)B(s + 1, t, 入i) - kB(s + 1, t) -(k -l)B(s + 1, t, ~i) 

入i=
B(s, t) + (k -l)B(s, t, ふ） 'kB(s,t) -(k -l)B(s, t, ~』'

(5) 

wheres= ai+l, t =区~=l びk-aけ (n-1), B(s,t) = Jc。五s-1(1-x)l-1dxand B(s, t, 入）＝
I。入X8-1(1-x)l-1dx. 

2 a-percentileによる事後区間確率行列

事後区間[.6i入］を，次のような圧パーセンタイルによって求める．
恥ふ，a を次のような Pn上の可測関数とする

fli,a (p) = 1{Pふ }(P), 恥 (p)= I{Pふ }(P),

where IA(x) = 1 if x EA, = 0 if x rf-A. 
さらに， .6(ala-),3:(ala-)を次のように定義する．

入(alu)= sup {ご喜:~IQ(T E [Le,, kい｝，
X(alu) = sup { Q⑱, a) IQ。E[L", kL"]} , 

Qc,(IPn) 

(6) 

‘
‘
,
'
ノ
‘
、
,
'
/

7

8

 

（
＇
ー
、

where Q(g) = J g(p)Q(dp) for Q E [La, kL』andmesurable function g on Pn. 
ここで下側〇ーパーセンタイル と上側a—パーセンタイル P;(a) を次のように叫a)
定義する：

均(p_;(a)la)= a, ~(瓦 (a)la) = a. (9) 

Proposition 1. 任意のQE I(La, kL砂に対して

Q(I{p⑰ (a:)}) 
~CY, 
Q(I{p,:c:p,(a)}) 

Q(l) Q(l) 
~CY, 

が成り立つ．

このとき，両側の心パーセンタイルは，それぞれ次のようなベータ分布のパーセン

タイルから求めることが出来る．

Theorem 2. 下側正パーセンタイル p_;(a) と上側a—パーセンタイル瓦(a) は，それぞ

れ以下の方程式を満たす．

B(s, t児(a)) 。
＝ 

B(s, t) a+ (1-a)k' 

B(s, t厄(a)) (1 -a)k 
＝ 

B(s,t) a+(l-a)k 
(10) 
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a 
例えば，両側のーを端点にもつ区間[p(a/2), 仄(a/2)]を 100(1-a)%中央確信区間

2 
(central credible interval)と呼ぶ

小標本のデータセットa-=(外互..., 四）に対して，母数パラメータP= (P1,P2, ・ ・ ・,Pn)の
区間推定とpに関する事後期待値に加えて，確信区間の構成によって得られる区間推
移確率行列の下限確率行列と上限確率行列によって，データセットの標本分布がど
のように振る舞うのかを次の節でみていく．

3 数値例

ここで具体的にL(・): ルベーグ測度，事前測度区間[L,kL](kは定数）について， k=2と
考えて数値実験を行い事後測度区間をもとにしたMarkovset-chainの問題を解いてみ
る([6]の数値例より引用）

状態数n= 3, S = {1, 2, 3}, policyは固定(deterministicstationary policy)として初
期状態X1= 1から第20期目の状態X20を観測するまでのうちで，それぞれの状態から
次の期に推移した頻度を調べたところ

(: ~>
であった例えば，状態2からの推移では，上の行列の第2行目を見て， 6回の試行実験で
次の期にそれぞれ状態1に釘 =1回状態2にU2= 3回，状態3に叩 =3回の推移を観測
したとする

各状態iにおけるPil,Pi2, Pi3の事後測度区間は， Theorem1から以下のように得ら
れる(Table1). び1'び2,び3はそれぞれ状態iでの観測値（推移回数）とする

Table 1: Intervals of posterior measures(mean value) 

fr= 6(実験回数），u1= 3, u2 = 1, 叩=2のとき，

p贔;;。叫~'.~ご~]]I p[~_;;J唸，；贔]] I fJ闊；農閉闊9糾
a-= 6, び1= 1, び2= 3,173 = 2のとき，

p~-~i唸盆糾 I 誓；；。唸ば；『l I需；嘉賃闊
a-= 7, び1= 1, び2= 2, 四 =4のとき，

, pぶ贔芯J'.;塁]]I p霊五乳訂孟ご；rl Ip芯;:8四8~ぷ；［

このとき，確率行列の区間集合Q=〈Q,(,》={Q E P(SIS X A)IQ~Q~ り｝は次
.400 .187 .292 .489 .260 .37五のように得られる 9_~(187 .400 .292) り ~(260 .489 .376)をそれぞれ下
.168 .262 .458 .235 .334 .542 
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限行列，上限行列とする行列で確率行列を構成するものは，以下の固のような凸集合
として得られる

例えば， 1行目のq1= (qn, q12年3)の各成分は， 0.400~q11~0.489, 0.187~ 
q12~0.260, 0.292~q13~0.376, 7=面=1を満たし，具体的には， (qn,P12, p13)の
凸集合の端点集合として， (0.437,0.187, 0.376), (0.4, 0.224, 0.376), (0.448, 0.26, 0.292), 
(0.489, 0.219, 0.292), (0.4, 0.26, 0.34), (0.489, 0.187, 0.324)が得られる(1).

P3 

P2 

Figure 1: 確率行列の例

一般には， Q=〈gり〉={Q E P(SIS X A)l9_~Q~Q} とするとき， Qは凸
多面体で表される(cf. [6])から，ある端点の集合{Q(l), Q(2), ... , Q(l)}によってQ=
conv{ Q(l), Q(2), ... , Q(l)}と表すことができる.Q 3 Q = (%)について各i行目ごとに

推移確率行列の条件冗い釦=1 (i = 1,2,3)をみたす端点調べる.Qの第i行目に関す

る凸多面体をqi(i = 1,2,3)とおくとき，その端点の集合ext(心はそれぞれ以下のよう
になる．

を得る

ext(q1) = {(0.437, 0.187, 0.376), (0.4, 0.224, 0.376), (0.448, 0.26, 0.292), 

(0.489, 0.219, 0.292), (0.4, 0.26, 0.34), (0.489, 0.187, 0.324)}, 

ext(q2) = {(0.187, 0.437, 0.376), (0.224, 0.4, 0.376), (0.26, 0.448, 0.292), 

(0.219, 0.489, 0.292), (0.26, 0.4, 0.34), (0.187, 0.489, 0.324)}, 

ext(q3) = { (0.196, 0.262, 0.542), (0.168, 0.29, 0.542), (0.208, 0.334, 0.458), 

(0.235, 0.307, 0.458), (0.168, 0.334, 0.498), (0.235, 0.262, 0.503)} 

本報告では，次の各aparcentileによる区間表現に対して， a=0.05とa=0.5のと
きの，各第一行目q1= (qn, q12, q13)の危険率aと棄却域，検出力について考察していく．
a= 0.05のときの第一行目の端点集合は，
ext(q1) = {(0.095, 0.641, 0.264),(0.095, 0.155, 0.750), (0.837, 0.013, 0.750), 

(0.237, 0.013, 0.750), (0.837, 0.118, 0.045), (0.314, 0.641, 0.045)}, 
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また， CY=0.5のときの第一行目の端点集合は，

ext((j1) = { (0.185, 0.483, 0.332),(0.185, 0.204, 0.611), (0. 720, 0.043, 0.237), 
(0.346, 0.043, 0.611), (0. 720, 0.175, 0.105), (0.412, 0.483, 0.105)}を得る．ここで，それぞ
れの端点P= (P1, P2,p3)を母数パラメータとする多項分布を考えると，データセッ
卜a=(aげ 2四）の各成分叫ま，成功確率Piの2項分布に従う．そこで，び，の周辺分布を
もとに，生起確率を小さい順にして累積和をとることで下位5%未満を除いた観測予
測集合を下記の表にまとめる(Table2,3). 

Table 2: 0: = 0.05, predictable numbers of observation of O"i 

1母数PiI 値 I観測予測集合 I

Pl 0.095 {0,1,2} 

Pl 0.237 {0,1,2,3} 

Pl 0.314 {0,1,2,3,4} 

Pl 0.837 {3,4,5,6} 

P2 〇.013 {0,1,2} 

P2 〇.118 {0,1,2,3} 

P2 0.155 {0,1,2,3,4} 

P2 0.641 {3,4,5,6} 

p3 0.045 {0,1,2} 

p3 0.150 {0,1,2,3} 

p3 0.264 {0,1,2,3,4} 

p3 0.750 {3,4,5,6} 

Table 3: a = 0.5, predictable numbers of observation ofびi

1母数PiI 値 I観測予測集合 I

Pl 〇.185 {0,1,2,3} 

Pl 0.346 {0,1,2,3,4} 

Pl 0.412 {1,2,3,4,5} 

Pl 0.720 {2,3,4,5,6} 

P2 0.043 {0,1} 

P2 0.175 {0,1,2,3} 

P2 0.204 {0,1,2,3} 

P2 〇.483 {1,2,3,4,5} 

p3 0.105 {0,1,2} 

p3 0.237 {0,1,2,3} 

p3 〇.332 {0,1,2,3,4} 

p3 0.611 {2,3,4,5,6} 
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また，真値p= (1/2, 1/6, 1/3)に対する観測予測集合を次に示す(Table4). 

Table 4: p = (1/2, 1/6, 1/3), predictable numbers of observation of CJ; 

1母数PiI 値 I観測予測集合 I

Pl 1/2 {1,2,3,4,5} 

P2 1/6 {0,1,2,3} 

p3 1/3 {0,1,2,3,4} 

p3 0.237 {0,1,2,3} 

多項分布に基づく観測では，標本総数が少なくてもそれぞれのデータセット(J= 
（びげ2四）の観測値の生起確率はそれほど大きくない例えば，冗f=lび;=6の場合
に， (CJ1心2,CJ3)の観測パターンは28通り， (CJ1,CJ2, 叩） = (3, 1, 2)となる事象が最大確
率0.139であるそこで，本報告で用いている区間型推定手法がどのくらい真値を含む
可能性をもっているか，真値に基づく観測予測集合を，区間型確率行列を構成してい
る端点の真値から離れているいくつかのパラメータ値に当てはめて検出力に相当す
るものをディリクレ分布をもとに求め，以下の表 (Table5)のようにまとめておく．

Table 5: power of tests for some extream points 

1母数PiI 値 I検出力 1

~ 
また， a= 0.5percentileによる区間確率行列であっても，真値に対する5%未満の棄
却域を設定した時の検出力は， P1= 0.185に対して0.2931,P1 = 0.720に対して0.1398,
P2 = 0.483に対して0.3124,p3 = 0.611に対して0.2508であって，第一種の過誤望第二
種の過誤に類似の状況にあると考えられる
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