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非決定性逐次過程としてのナップサック問題

長崎大学・経済学部丸山 幸宏 (YukihiroMaruyama) 

Faculty of Economics, Nagasaki University 

1 はじめに

通常のナップサック問題 (KP:ある容量の範囲内で利益が最大となる品物をナップサッ

クに詰める問題）は，離散的決定過程 (discretedecision process; ddp)として定式化で

き，さらに単調逐次決定過程 (monotonesequential decision process; msdp)として表現

できる Clbaraki[3])。またmsdpとして表現された同問題は， lbaraki[3]において，動的計

画法や分枝限定法により解けることが示されている。さらに， Shawおよび Cho([1], [4]) 

は，ツリーナップサック間題 (TKP)を導入し，動的計画法，および分枝限定法を用い

た解法を提示している。

一方， Maruyama[5]は，非決定性離散的決定過程 (nondeterministicddp; nd-ddp)の非

決定性単調逐次決定過程(nd-msdp)による超表現定理を導出し，卵落とし問題や，非決定

性最短経路問題への応用を行っている。

本研究では，非決定性ツリーナップサック問題 (NTKP)を新たに定義し，同問題が非

決定性離散的決定過程 (nd-ddp)として定式化でき，さらに同過程が，非決定性ループフ

リー単調逐次決定過程 (nd-lmsdp)により超強表現できることを示す。さらに， NTKPが

nd-lmsdpにおける再帰式により解が得られることを示す。

2 定義

非決定性離散的逐次決定過程 (nd-ddp)は次の4文字で定義される：Y = (~, S, f, Max), 

~: 有限個のアルファベット集合（決定の有限集合）；

ゞ：決定を有限個連接して得られる方策の集合；

ゞう€：長さ 0 の方策；~· っS: 許容方策の集合；
f:S→ が：コスト関数で最大化することが目的
f(x) = min{fi(x) Ii E A(x) = A(x)}, = oo if A(x) =J A(x), 

xES={xEゞ IヨiE A(x) s.t. 1r(i) EA叶

A(x = a1・・・an)ぅi=釘・・・in:添え字の集合，

A(x)っA(x)= {i E A(x) I 1r(i) E心｝
Ap: 最終添え字の集合
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である。

非決定性有限オートマトン M=(Qぶ，q。，ST,Qりとは

Q: 状態の有限集合； Q 3 qo: 初期状態；

STcQxQx~,(q,r,a)EST; Qっ伍：最終状態の集合

である。 (q,r,a)ESTは状態 qで、決定 aが実行されたとき、複数の状態 r への

遷移許されることに注意する。

さらに、非決定性逐次決定過程 (nd-sdp)は非決定性有限オートマトン (nd-fa)に目的

関数を随伴させたシステムであり、次のように定義される： II Max = (M, h, fo, Max), 
ただし、

M=(Qぶ，q0,ST,Qり：非決定性オートマトン；

h: R1 X ST: IIのコスト関数，

h(もq,r, a):(q, r, a) ESTに対する状態遷移後のコスト値

RI冠 0 : 初期状態 q。における初期コスト

min加。，Y(qo,x)(x)= min{加。；u(x) Ir, E Y(qo,x),1r(r,) E Qp} ====}最大化，
ただし， x=a匹...ak, に対して

Y(qo, x) = {r1r2 ... rk I (qo, r1, a1) EST, 

(r1, r2匹） E ST, ... (rk-I, rk, a砂EST}遷移経路の集合

hqo;μ,(E) =~qo, μ は長さ 0の経路，

hqo;ur(xa) = h(hqo;u(x),1r(r,),r,a), r, E Y(qo,x), (1r(r,),r,a) EST (r,r E Y(qo,xa)), 

ただし， 1r(び）：状態経路びの最後の状態，

である。ここでオートマトン M が最終状態の一つに遷移するとき， M はxを受理する

といい， M の受理集合 {xE~•1ョr, E Y(q。,x) s.t. 1r(r,) E Q叶を F(M)と表す。また，

nd-sdp IIの受理集合 F(IIMax)は，基礎となるオートマトン M の受理集合と同一のもの

とする。 (F(IIMax)= F(M))。
さらにコスト関数 hが単調性：

6~6 • h(6, q, r, a)さh(6,q,r,a)for V(q,r,a) EST 

を満たすとき，非決定性単調逐次決定過程 (nd-msdp)と呼び，さらに， hが強単調性：

＆くも⇒ h(6, q, r, a) < h(如，q,r,a)for V(q,r,a) EST 
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を満たすとき，非決定性強単調逐次決定過程 (nd-smsdp) と呼ぶ。非決定性単調逐次

決定過程が，不等式：

h(ふ，q,r,a)2'. ~for\:/~E R1,¥:/(q,r,a) EST 

を満たすとき， II を非決定性正単調逐次決定過程 (nd-smsdp) と呼び，

IF(IIMax)I < 00: (F(IIMax): 有限集合）

を満たす IIを非決定性ループフリー単調逐次決定過程 (nd-lmsdp)と呼ぶ。上述した逐

次決定過程のクラスは， lbaraki[2]により導入された逐次決定過程と同様のクラスである。

非決定性逐次決定過程 (nd-sdp)IIMax = (M, h,fo,Max)が非決定性離散的決定過程

nd-ddp TMax = (I;, S, f, Max), f(x) = minf A(x)(x)を超強表現するとは，

叫Max)= S, Y(qo; x) = A(x) ¥:Ix ES, 伍 =AF
hqo;Y(qo;x)(x) = fA(x)(x) ¥:Ix ES 

が成り立つことである。ただし，

hq0;Y(q0;x)(x) = {hq0;a(x) I a E Y(qo;x)}, fA(x)(x) = {fi(x) Ii E A(x)}, 

である。また，強表現するとは

F(IIMax) = S, h(x) = f(x) ¥:Ix ES 

加） =min加。;Y(qo;x)(x)= minfA(x)(x) = f(x) 

が成り立つことである。さらに，弱表現するとは，

〇(1r) = {x E F(1r) I h(x) 2'. h(y) ¥:/y E F(1r)} 

= {x ES I f(x) 2'. f(y) ¥:/y ES}= O(T) 

が成り立つことである。

非決定性逐次決定過程 (nd-sdp)IIMaxが非決定性離散的決定過程 nd-ddpT Max = 

(I;, S, f, Max), f(x) = minf A(x)(x) を超強表現すれば強表現し，強表現すれば弱表現

する。

3 nd-ddpのnd-msdp,nd-lmsdpによる超強表現

まず，超強表現定理において主要な役割を担う同値関係を定義する，ただし， Sxl=

UxEs{x} X A(x): 
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定義 1(同値関係） nd-ddp YMax = (I:,S,f,Max), f(x) = min{fi(x) Ii E A(x)}にお

いて， I;*X I*上の2項関係を次で定義する：

(x, ix)RsxI(Y, iy) ⇔ {(z,iz) I (xz,ixiz) ES XI}= {(z,iz) I (yz,i砂z)ES XI} 

(x, ix)R1JY, iy) ⇔ fdx) =ん(y)/¥ ix E A(x), iy E A(y) 

(x, ix)た巧i(y,iy) ⇔ (x, ix)Rsx1(Y, iy)八 (V(xz,ixiz) ES X I)(fi丑.(xz)= fiydyz)) 

また，右不変： (x, ix)R(y, り) ==} (xz, ixiz)R(yz, i凸） V(zふ） E I;* X I*, かつ集合
Sxlを細分： (x,ix)R(y,iy) ==} ((x,ix) ES XI-¢=⇒ (y,iy) ES XI)する同値関係全体
をA(Sx I)と表すと， R=凡SxI,的， Ry1iE A(S x I)が成り立っている。
さらに，

心(SX I) = {T E A(S X I) I II;* X J* /Tl < 00} 

と定義する。また， A(I;*X I*), AパI:*X I*)は右不変同地関係の全体，指数有限右不変
関係の全体を表す。

定義2(半順序） nd-ddp Y = (I:, S, f, AF, Max), f(x) = min{fi(x) I i E A(x)}におい

て， SXI= UxEs{x} X A(x) 上の半順序関係を次で定義する：

(x, ix) ::S巧i(y, iy) ⇔ (x, ix)Rsxr(Y, iy) I¥ ((x, ix)Rr1,(y, iy)) 

V('v(xz, iおら） ESxJ) (f知;,(xz):::'.: fiy;,(yz)) 

命題半順序関係さ巧，は右不変であり，さらに次の関係が成り立つ：

(x, ix)さr1,(y,iy)/¥(y,iy)さyli(x, ix) ⇔ (x, ix)たYt,(Y,iy)

次のnd-msdpによる超強表現定理が成り立つ：

定理 1 (nd-msdpの超強表現定理）

非決定性離散的決定過程 nd-ddpY = (~, S, f, Max)が，非決定性単調逐次決定過程

nd-msdp恥Max=(M, h, ~0, Max)により超強表現されるための必要十分条件は， (i),(ii) 

を満たすTEAp(S x Iが存在することである：
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(i) (V(x, ix), (y, iy) ES X J)((x, ix)(T I¥ R1J(y, iy)⇒ (x, ix)たYJ,(y, iy)) 
(ii) (x, ix), (y, iy) E C; X I; E~• X I* /T ==} 

(x, ix)さYi;(y, iy) or (y, iy)さyf;(x,ix) 

定理2 (nd-lmsdpの超強表現定理）

非決定性離散的決定過程 nd-ddp1'= (~, S, f, Max)が，非決定性ループフリー単調逐
次決定過程 nd-lmsdpII Max = (M, h, 1;0, Max)により超強表現されるための必要十分条
件は， 1s川<ooが成り立つことである，ただし， SA= U {(x, i) Ii E A(x)}. である。

xES 

4 非決定性ツリーナップサック問題

まず，ツリーナップ問題は以下で定義される：

T = (V, E): ノード 0を根に持つ無向木， V = {O, 1, 2, ... , N}: ノードの集合，

各ノード iEVに対して，整数 Ci:利益，整数 di>0: 必要量（重量），が与えられ，

さらに， H:ナップサックの容量，とするとき， Ldi<:::Hを満たし LG;を最大
iEV1 iEV' 

にするような， Tの (0を根に持つ）部分木 T'=(V',E')を見つける間題．。

ー 工
9

.

 2
 

この問題は， 変数：巧＝｛
1 if j EV' 

〇 その他
を導入すると，整数計画問題：

N 

Max LCjXj 
j=O 

(TKP) X乃 ~Xj, j = 1, 2, ... , N 
N 

LdjXj::::; H, Xj E {O, 1} 
j=O 
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として定式化できる。ただし， PJはノード jの直前のノードである。

本研究では，さらに各ノード i(品物 i)に2種類の整数c;,c; が付与された問題を考
える。例えば，ナップサックに詰める水筒(i)の候補が2つあり， 2人の意思決定者 (1,2)

が相談の上，意思決定者1の望む水筒を選べば（共通の）利益c;が得られ，意息決定者2
が望む水筒を選べば，（共通の）利益叶が得られる等の状況が考えられる。さらに，一つ

のシナリオ (scenario)として，意思決定者1の望む品物が選ばれた（利得c5)後は，次

の品物を選ぶ際には意思決定者1,2の望む品物はいずれも選択可能 (cLcr, ct c~ のいずれ

の利益も可能）である一方，意思決定者2の望む品物が選ばれた（利得噌）後は，次の品

物を選ぶ際には意思決定者 2 の望む品物のみ選択可能となる Cc予，， c~ のみの利益が可能）

場合を想定する（下図参照）。

． 
scenario 吋

2 
C1 

1 
C2 

2 
C2 

Ci 喘＜；
このとき， 1つの決定の列（例えばX=XoX1四=110)に対して，複数の利益

渇+cぶ吋+cr,c6+ci)があり得る。そこで，各X= Xo・ ・ ・XNに対して，添え字の集合：

I(x = x0・ ・ ・邸） = {l = (l。,li, ・ ・ ・, l N) I li = 1 or 2 or -} 

を導入する。例えばi=0,1,2の場合，下記の通りである。

I(x = x0x1x2 = 100) = {l = (l。,lいら） = (1, -, -), (2, ー，ー）｝

I(x = x0x1x2 = 110) = {l = (l。,li, ら） = (1, 1, -), (1, 2, -), (2, 2, -)} 

I(x = x0x1x2 = 101) = {l = (l。,lいら） = (1, ー，1),(1, -, 2), (2, -, 2)} 
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これを用いて，本研究では次の様なMax-min型のツリーナップサック問題を考える：

(NTKP) 

N 

Max l=(加hx)~吟Xj
j = 1,2, ... ,N x朽 ~xゎ

N 

Ldj巧さ
j=O 

H, lj E {1, 2}, 巧 E{O, 1} 

このMax-min型 (NTKP)問題は，次のように非決定性離散的決定過程として定式化でき

る： nd-ddp TMax = (~, S, AF, f, Max) : 

~= {O, 1, 2, ... , N, I, 2, .. ・,R}ぅl: 次に Xz= 1とする，ぅ［：次に Xz= 0とする

S={x=Od1···dNE~*ldJ=l,orl foreachj, a(x)=どaz::; H, Xp(l) ;:=: 叫
dj=l 

A(x = Od1・ ・ ・d砂={iI i=i。行砂・・ ・ik,i。=[0,-, -], 釘=[a。，0,(O,Jo)l, 

砂＝［区 az,1, (l1,J1)l, ... , ik = [ L az, k -1, (lk-1,jい）］，
も=19 も=l:Sk-1

(O,jo)(l1,J1)・ ・ ・(lk-1,Jk-1) Eふ(x)},

ただし， 0,l。,Zi,,,,, lk-1 EV: : ノードの集合， Jo,J1,,.,,Jk-1 E {1,2} 

Se(x): シナリオから定まる，各決定xに対応する，ノード lk (品物の番号）

モードji(意思決定者の番号）の組の列からなる集合，

心＝｛［区 az,N, (ZN, JN)]}, 
dj=l:SN 

A(x=Od1・・・ 心） ={i I i=i。釘砂・・ ・ikE A(x), 1r(i) = ik = [ L az, N, (ZN訳）］｝，
dj=l:SN 

ix= i。i1i1・ ・ ・ik-1吐EA(x = Od1 ... d砂

と

ん(x= Od1・ ・ ・ 心）＝区 亡，ただし，
d□ m:'oN 

i。=[O, -, -], 釘=[a。，0,(O,Jo)l, 砂=[L 心 1,(li,J1)l, ... , 
も=lm:'ol

ik = [ L alm, N, (lN, 応）], (O,Jo)(liふ）・・・(lN,JN)E Se(x), 
d1=lm:<:;N 

f(x = Od1・ ・ ・ 心） = min{k(x) I ix E A(x)} = min fAcx)(x) ===;,-最大化。

上記，非決定性離散的決定過程において， 同値閑係Tを

(x, ix汀(y,iy) ぐ⇒ X =Od心・..j, y = Od~d; .. ・j 

ix= i。釘砂・..i, iy = i。 i~i; ... i 
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と定義すると T'EAF(SA)を満たし，さらに定理2の仮定： IS刈<ISi. 2N-lく ooを満
たすので，非決定性ループフリー単調逐次決定過程 (nd-lmsdp)として超強表現できる。

実際， nd-lmsdpとしての非決定性ツリーナップサック問題は次の通りである：

nd-lmsdp IIMax = (M(Q, ~, qo, ST, 伍），h,知，Max)

Q = {[d, k, (l, m)] I O :S d :S H, 0さk:SN, l EV, m E {1, 2}} U {[O, 0, -], 伽：死状態｝，

q。=[0,0,-]: 初期状態伍={[d, N, (l, m)] I a。:SdさH,l E V, m E {1, 2}}, 

8([d, k, (l, m)]叫）~{ [d + a, ,.1~t++喜t:匹｝］：［塁：:: ::: : ::: ニ:,.<; H 
qd otherwise 

h(も[d,k, (l, m)], [d', k + l, (l', m')], dj) = { 
~if dj = k + l 

~+c祈 ifdj = k + l 

k+✓[d,k+l,(l,m)] 

[d, k, (l, m)] , [d + ak+l, k + 1, (l', 1)] 
k+l/~+cf, 

k+l/C+~ 

[d + ak+l, k + 1, (l', 2)] 

例1下図のような非決定性ナップサックツリー問題を考える：

根
2 

Max mm 
（し）El(x) 
こ吟Xj
j=O 

2 

s.t. 区d凸さ 10
j=O 

ー 2
 t=d 
er= 10 

喘＜吋~12
2
 
0
 

0
 
2
 

1

1

1

1

 

=

＝

＝

＿

-

l

C

l

2

c

l

1

令

沙
2

・ニ
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上記，非決定性ツリーナップサック問題は下図のように nd-lmsdpとして表すことがで

きる：

例2さらに，次の様な非決定性ツリーナップサック問題を考える：

1ミニ21 2----+-2 ［。〗巴
senano 
／／  ＼ 

/ -団
(4 

21~b門
4 4 

Max min 区c戸l j s.t. Ld匹 jS 12 
約）EI(w) 
J=O J=O 

本問題も例 1と同様に，非決定性逐次決定過程 (nd-lmsdp)として超強表現できるが，本例題
では再帰式を用いて，解を求める。そこで，

F(q) = Mxax min{hq; 叫x)I ax E Y(q,x)}, ただし，
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Y(q,x = d1・・・d砂＝｛門・ • ・rk I (q, r1, d1) EST, 
(r1, 乃，あ） EST,・・・(rk-1, rk, dk) EST, rk E Qけ

とすると，非決定性逐次決定過程 (nd-lmsdp)IIMaxにおける，次の再帰式が成立する：

F(q) = Max { min{F(p) +州 IpE 8(q,j)} 
{F(p) lpEO(q,])} 

F(q) 

これを用いると，

F([O, 0, -]) 

F([2, 0, (0, 1)]) 

F([2, 0, (0, 2)]) 

F([6, 1, (1, 1)]) 

F([6, 1, (1, 2)]) 

F([d, 4, (l4, j4)] 

F([6, 1, (1, 2)]) 

F([6, 1, (1, 1)]) 

F([2, 0, (0, 2)]) 

F([2, 0, (0, 1)]) 

F([O, 0, -]) 

゜
if q (/_ QF 

if q E QF 

min{F(q) + c~0 I q E 8([0, 0, -], O)} 

(F([2, 0, (0, 1)]) + 30)八F([2,0, (0, 2)]) + 25) 

min{ F([6, 1, (1, 1)]) + 13, F([6, 1, (1, 2)]) + 6} 
V{F([2, 1, (0, 1)])} 

{ F([6, 1, (1, 2)]) + 6} V { F([2, 1, (0, 2)])} 

min{ F([lO, 2, (2, 1)]) + 5, F([lO, 2, (2, 2)]) + 10} 
V{F([6, 2, (1, 1)])} 

{ F([lO, 2, (2, 2)]) + 10} V { F([6, 2, (1, 2)])} 

{゚ F([lO, 2, (2, 2)]) + 10} V { F([6, 2, (1, 2)])} 
= 25 V 15 = 25 

min{ F([lO, 2, (2, 1)]) + 5, F([lO, 2, (2, 2)]) + 10} 
V{F([6, 2, (1, 1)])} = (13 A 25) V 22 = 22 

{ F([6, 1, (1, 2)]) + 6} V { F([2, 1, (0, 2)])} 
= 31 V 15 = 31 

min{F([6, 1, (1, 1)]) + 13, F([6, 1, (1, 2)]) + 6} 
V{F([2, 1, (0, 1)])} = (35 /¥ 31) V 8 = 31 

(F([2, 0, (0, 1)]) + 30) /¥ F([2, 0, (0, 2)]) + 25) 
= 61 V 56 = 56 
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[2, o, (o, 2)J b [6, 1, (1, 2)J土 [10,2, (2, 2)] 

~[10, 3, (2, 2) l cob [12, 4, (4, 2) l 

従って，最適な部分木は， x=01234であり，そのとき， F(qo)= 56, d = 12である。
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