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Abstract 

我々はこれまでに， 1変数多項式に対する近似 GCD計算の反復算法である GPGCDアルゴリズムを

提案している．本稿では，オリジナルの GPGCDアルゴリズムに用いた Sylvesterの終結式行列に代えて，

Bezoutの終結式行列を用いた GPGCDアルゴリズムを提案し，その実験結果について述べる．実験は，

与えられた多項式が高次の場合に，本アルゴリズムが求めた近似 GCDの精度がオリジナルの GPGCDア

ルゴリズムよりよいことと，計算効率について，本アルゴリズムが SNTLSアルゴリズムより良いことを

示した．

Abstract 

For a given pair of univariate polynomials with real coefficients and a given degree, we propose 
a modification of the GPGCD algorithm, presented in our previous research, for calculating approx-

imate greatest common divisor (GCD). In the proposed algorithm, the Bezout matrix is used in 

transferring the approximate GCD problem to a constrained minimization problem, whereas, in the 
original GPGCD algorithm, the Sylvester subresultant matrix is used. Experiments show that, in 

the case that the degrees of the given polynomials are large, the proposed algorithm computes more 
accurate approximate GCDs than those computed by the original algorithm. They also show that the 

proposed algorithm is more efficient than the SNTLS algorithm, which also uses the Bezout matrix, 

with smaller amount of perturbations on the given polynomials. 
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1 はじめに

最大公約子 (GCD)計算は数式処理において最も基本的かつ重要な計算の一つであり，近似 GCD計算は

数式・数値融合計算の中でも古くから研究されているテーマの一つである．近似 GCD計算には，多項式剰

余列 ([1],[11], [12]), (部分）終結式行列の低ランク近似 ([4],[5], [7], [8], [9], [13], [17], [19]), 最適化 ([2],

[10], [14], [18])など，さまざまなアプローチがある．

前稿では，最適化法に基づく近似 GCD計算アルゴリズムの一つである Sylvesterの終結式行列を用いた

GPGCDアルゴリズム [16]をもとに， Bezoutの終結式行列を用いた GPGCDアルゴリズムを提案した [20].

本稿では， Bezoutの終結式行列を用いた GPGCDアルゴリズムを改良し，実験をし，実験結果を Sylvester

法と SNTLSアルゴリズム [14]と比較した．

2 近似GCD計算の制約付き最適化問題への帰着

本稿では，近似 GCD計算を以下の問題を解く形で考える．

問題 1

実係数の m次多項式 f(x),n次多項式g(x)と正整数dに対し，

](x) = f(x) +△ f(x) = h(x)f(叫， g(x)= g(x) +△ g(x) = h(x)g(x), 

deg(h(x)) = d, gcd(f(x),g(x)) = 1, 

deg(△ f(x)) :S deg(f(x)), deg(△ g(x)) :S deg(g(x)), 

を満たし， II△J(x) 12 + 11△ g(x)ll2を最小化する ](x),g(x), h(x)を求めよ．

本稿では，多項式のノルム II・Iを2ノルム I・12とする．

与えられた多項式 f(x),g(x)を

f(x) = f叫匹+• •·+ fox0, g(x) = 9n砂十 ・・・+gox゚

とし，求める近似多項式 ](x),g(x)を

](x) = J, ぃ匹+・..+ J;。m゚， g(x) =釦炉＋・・・十 iJox゚

(1) 

口

(2) 

(3) 

とおく．一般性を失うことなく， m2: nと仮定する．以下では， g(x)をm次多項式9mXm+・・・十9ox0,

珈=••• = 9n+l = Qとして扱う．

Bezoutの終結式行列の定義と性質を以下に述べる．

定義 1(Bezoutの終結式行列 [6])

m次多項式

f(x) = fm臼 +・・・+fox0, g(x)=g叫匹+・ • ・+ gox゚

に対し，
m,; 

妬＝区/j+d-19i-d- Ii—幽+d-1, 匹=min{i,m + 1-j}, 
d=l 

を満たす行列 Bez(f,g)= (妬）i,j=l, ... ,mをfとgのBezoutの終結式行列と呼ぶ．

(4) 

口
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補題 2(Bezoutの終結式行列の性質 [6])

m次多項式 f,gに対し， Bez(f,g)はm次正方行列かつ対称行列であり，以下の関係を満たす．ここに，行

列Aの階数を rank(A)で表す．

m -rank(Bez(f, g)) = deg(gcd(f, g)). 

以ドでは， B= Bez(i,g)とおく．

問類 1の条件式 (1)より

deg(i,g) = deg(h(x)) = d 

とおく．このとき，式 (6)と補題2より，

rank(B) = m -d, 

v=元m-d+l= (祖，．．．，加）

とおく．補題 2と特異値分解の性質より，

Bv=o 

が得られる．よって，制約条件を

Gi = bil釘＋・・・＋如心=0, 1~i~m 

とおく．式 (4)より，兄は係数 Jiとgiより表せる：

m,, 
妬＝区jj+d-lf/i-d-h-d如 d-l, 呵=min{i,m + 1-j}. 

d=l 

(5) 

ロ

(6) 

が成り立っ．

iJ = (bij)の特異値分解を B= (jf;yTとし，特異ベクトルである行列v= (v1, ・・・，vm)の後ろから K

個目の列ベクトルを

ヽ

ー

＇

）

7

8

 

（

（

 

(9) 

(10) 

与えられた多項式 J(x),g(x)のBezout行列を B= Bez(J(x),g(x))とする.B = (b;j)の特異値分解を

B=U~VT とし， V= (v1, ・・・，％）の後ろから d個目の列ベクトルを

V = Vm-d+l =(vi, ... , Vm)T (11) 

とする．ここでは，多項式 J,gのf,gからの摂動，および6のvからの摂動を最小化する．よって，目的

関数を

m n 

F=区ui-li)2 + L(!li -gi)2 + f仇ー防）2, 
i=O i=O i=l 

とおく．

以上により，

T 
X = (x1, 四，．．．，①2m+n+2) 

～～  

= Uo,---,fm,fJO,・・・, 釦，柘，．．．，加）T_ 

(12) 

(13) 

に対し，制約条件を G(x)= (G1(x), ... ,G叫x))I'=O,

以トーの通り定める．

問題 2(制約付き最適化問題）

制約条件 G(x)= (G心），...,G叫尤）汀 =0のもとで，

目的関数を F(x)とおき，制約付き最適化問題を

目的関数F位）を最小化する尤を求めよ． ロ
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3 修正Newton法

本稿では，問題 2を修正 Newton法 [15]によって解く．修正 Newton法は勾配射影法の一つの拡張であ

り，オリジナルの GPGCDアルゴリズムにも用いられている．

2回連続微分可能な関数 F(x)とGi(x),i= 1, ... ,mに対し、制約付き最適化問題を制約条件 G(x)= 

(G心），...,G叫x)汀=0,G心）：町→ 尺のもとで，目的関数F(x):町→政を最小化する問題とする．

g(叫） =0を満たす Xkに対し，探索方向山と乗数ふC は次式より計算される：

C)xk) -(Jg~kw) (入::J=-(~ し:;))' (14) 

ここに， Jg(x)はヤコビ行列である：

Jg佃）＝
agi 

． afj (15) 

アルゴリズム 1(修正 Newton法 [15].)

Step 1叫に対し，式 (1)より探索方向 dkを計算する．

Step 2 lldkllが充分に小さい場合に (lldkll.:::: E)' 叫；を出力する．そうでない場合，適切なステップ幅O:k

を選んで，叫+1=叩＋ぼ山とし， Step1に戻る．

4 近似GCDの計算アルゴリズム

本章では， Bezout行列を用いた近似 GCD計算アルゴリズムについて述べる．修正 Newton法における

初期値は以下に示す．

4.1 ヤコビ行列の表現

制約条件 (9)と目的閲数 (12)より，ヤコピ行列 (15)の要素を以下に示す：

8G; 
m 

＝ど
8ba ~ 

axj ――V[ 

!=1 
紺勺

―こに註砂j-i+k 1'.Si < j'.Sm+ 1 

区にかい炉k 1:<;j:<;i:<;m 

江―:,~いj-m-i十k-1 1'.S i < j -m -1 

:S n+l 

ーこに；h+k'Vj-m+k-1 1 :S j -m -1 

bi,j-m-n-2 

:S min{i,n+ 1} :Sm 

m+n+2<j 

:c; 2m+n+2 

ここに，如は式 (10)より示される．ヤコビ行列のサイズは mx (2m+n+2)である．
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4.2 初期値の設定

式 (2)で与えられる多項式 J(x)の係数 Ii,g(x)の係数 9i,式 (11)で与えられる特異ベクトルの成分

(v1, ... ,vm汀を用いて，初期値の。を以下の通り定める：

勁=(fo,--•fm,90,···,gn, 町，．．．，％）． (16) 

4.3 近似 GCDの計算

が=(ii。，...J, 加 §o,... , 釦ぶ，．．．心）を修正Newton法より出力する最適値とする．補題 2より， Bezout

行列 B= Bez(J,g)から ](x)とg(x)のGCDを計算する．

4.4 近似 GCDの計算アルゴリズム

以上により、近似 GCDの計算アルゴリズムを以下に示す：

アルゴリズム 2(Bezout行列を用いた GPGCDアルゴリズム）

入力：

-F(x), G(x) E股(x): deg(J(x)) :::, deg(g(x)) > 0を満たす与えられた多項式，

-dEN: 与えられた近似 GODの次数 d:cc; deg(g), 

-E > 0: アルゴリズム 1の中の停止条件，

-0 < a :cc; 1 : Algorithm 1のStep2のステップ幅．

出力：

-h(x) : deg直） =dを満たす近似 GOD,

-f(x), g(x) : GOD hを持つ近似多項式 fとg.

Step 1初期値を式 (16)より設定し，式 (4.1)のヤコビ行列を計算する.Bezout行列は効率的に O(nりの

計算量で計算できることに注意する ([3]).

Step 2式 (14)の探索方向 dkおよび乗数入k+lを計算する．

Step 3 lldkll < Eの場合に，がを Xkとし，多項式 i(x)とg(x)を計算し， Step4に進む．そうでない場合

に，叫+1=叫 +adkとし， Step2に戻る．

Step 4補題 2より近似 GCDh(x)を計算する. ](x), g(x)とh(x)を出力する．
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5 実験

我々は数理処理システム Maple2016を用いて本アルゴリズムの検証を行った凡実験に用いた多項式の

組f(x)とg(x)は以下のように生成した：

f(x) = fo(x)h(x) + ef !N(x), 
11/N(x)I 

eg 
g(x) = go(x)h(x) + 9N(x). 

ll9N(x) I 

(17) 

ここに，多項式 fo(x),go(x)は互いに素である．多項式 fo(x),go(x), h(x), !N(x), 9N(x)が次数がそれ

ぞれm-d, n -d, d, m -l, n -lの多項式であり，すべての係数は無作為に与えられた絶対値が 10を

超えない浮動小数である．式 (17)より， m次多項式 f(x)とn次多項式g(x)の組を生成した．

実験では， f(x)とg(x)の次数の組 (m,n)に対し， 100組のテスト多項式を生成して実験を行った．次数

(m,n)のグループは合計 10グループ作成した．各グループの (m,n,d)の値を表 1に示す．今回の実験で

は，摂動多項式 efとegのノルムは ef= e9 = 0.01とする．

実験環境は表 2に示す通りである．

5.1 近似 GCDの判定基準

これまで，近似 GCDの精度の検証においては，与えられた多項式 J(x),g(x)および近似 GCDアルゴ

リズムによる計算結果 ](x),g(x), h(x)に対し，

✓ IIJ(x) -J(x)II~+ lg(x) -g(x)II~ (18) 

を近似 GCDの精度の一つの基準にしていた．しかし，本稿の実験で，式 (18)の値が小さいにもかかわら

ず， i(ぉ）や g(ぉ）を ii(ぉ）で割った剰余2)の2ノルムが大きくなる事例が見られた．

そこで，本稿では，近似 GCDの判定甚準を以下の通り定めることにする．

多項式jに）を h(x)で割った剰余を J(x)とし， g(x)をii(冗）で割った剰余を [J(尤）とする．この時，計算

された近似 GCDが適合するなら，式 (18)がある実数を超えず，かつ剰余の 2ノルム

11111い 11§1~

が充分に小さい．

今回の実験における計算された近似 GCDの判定基準は以下の通りにした：

1. ✓llf(x) -](x)I~+ llg(x) -g(x) I~:S 1.414 x 10-2(,::, ../0.012 + 0.0l2), 

判定甚準 1: 計算された近似多項式の摂動が与えられた摂動を超えない．

判定基準 2:剰余のノルム ,filfll~+ llfl I~ が 10-5より小さい．

1)本稿で用いたソースコードは以下の場所で提供している： https://github.com/ctlcounter/Bezout-gpgcd 

2)剰余は Mapleの組み込み関数 SNAP:-Remainderより計算する．

(19) 
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5.2 実験結果

本アルゴリズムを用いてグループ 1からグループ 10までの多項式の近似 GCDを求めた．比較をするた

め，オリジナルの GPGCDアルゴリズムを用いてグループ1からグループ10までの多項式の近似 GCDを

求め，さらに，本アルゴリズムと同じく Bezout行列が用いられている SNTLSアルゴリズム [14]を用いて

グループ 1からグループ5までの多項式の近似 GCDを求めた．

各グループにおいて近似GCDの判定基準に適合した実験例の個数を表3に示す．列 "Bezout","Sylvester", 

"SNTLS"はそれぞれBezout行列を用いた GPGCDアルゴリズム，オリジナルの GPGCDアルゴリズム，

SNTLSアルゴリズムを用いた実験に適合する実験例の個数であり， "All"は二つ全部のアルゴリズムを用

いた実験に適合する例の個数である．三つ全部のアルゴリズムを用いた実験に適合する実験例に対し，計

算時間，摂動のノルム，剰余のノルム，反復回数の平均値をそれぞれ表4,5, 6, 7に示す．表 4,5, 6, 7 

の列 "Bezout", "Sylvester", "SNTLS"はそれぞれBezout行列を用いた GPGCDアルゴリズム，オリジ

ナルの GPGCDアルゴリズム， SNTLSアルゴリズムのデータを示す．

剰余のノルムの平均値については，算術平均値は極端な例に影響される場合があるので，剰余のノルムの

桁の平均値を表す幾何平均値も示している（表 6を参照）．

5.3 オリジナルの GPGCDアルゴリズムとの比較

表3は，与えられる多項式の次数が高い場合に，本アルゴリズムを用いた実験の中で近似GCDの判定基

準に適合する実験例の個数がオリジナルの GPGCDアルゴリズムのそれより多いことを示している．この

二つのアルゴリズムを用いた実験両方に適合する実験例において，本アルゴリズムはオリジナルの GPGCD

アルゴリズムより計算時間がやや大きい（表 4を参照）が，与えられる多項式の次数が高い場合に，本ア

ルゴリズムはオリジナルの GPGCDアルゴリズムより剰余のノルムが小さい（表 6を参照）．

5.4 SNTLSアルゴリズムとの比較

表3は，グループ 1からグループ5の実験例において，本アルゴリズムを用いた実験の中で近似 GCDの

判定基準に適合する実験例の個数がSNTLSアルゴリズムのそれより少ないことを示している．

三つ全部のアルゴリズムを用いた実験に適合する実験例において， SNTLSアルゴリズムは本アルゴリズ

ムおよびオリジナルの GPGCDアルゴリズムより剰余のノルムが小さい（表6を参照）が， SNTLSアルゴ

リズムによって計算された近似多項式の摂動は本アルゴリズムおよびオリジナルの GPGCDアルゴリズム

による摂動よりも大きい（表 5を参照）．計算時間の面では，本アルゴリズムおよびオリジナルの GPGCD

アルゴリズムは SNTLSアルゴリズムより効率的に計算できる（表 4を参照）．

6 結論

我々は以前提案した Bezoutの終結式行列を用いた GPGCDアルゴリズムを改良し，実験を行った．与

えられる多項式が高次の場合，本アルゴリズムはオリジナルの GPGCDアルゴリズムより精度が良いこと

を示した．本アルゴリズムを同じく Bezoutの終結式行列を用いたアルゴリズムである SNTLSアルゴリズ

ムと比較した場合，本アルゴリズムはより効率的に近似 GCDを計算し，近似多項式の摂動もより小さい．

本アルゴリズムの効率化は今後の課題である．
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表 1:実験多項式の次数 (17)

グループ m = deg(!) n=deg(g) d = deg(h) 

1 10 10 5 

2 20 20 10 

3 30 30 15 

4 40 40 20 

5 50 50 25 

6 60 60 30 

7 70 70 35 

8 80 80 40 ， 90 90 45 

10 100 100 50 

表 2:実験環境

CPU メモリー OS 

Intel(R) Core(TM) i5-6600 @ 3.30GHz I RAM 8.00GB I Windows 10 

謝辞

SNTLSアルゴリズムのソースコードをご提供くださった支麗紅先生，および有益なコメントをくださっ

た関川浩先生，長坂耕作先生，讃岐勝先生に感謝します．本研究は，科研費 16K05035の支援を受けた．

参考文献

[1] B. Beckermann and G. Labahn. A fast and numerically stable Euclidean-like algorithm for detecting 

relatively prime numerical polynomials. J. Symbolic Comput., 26(6):691-714, 1998. 

[2] P. Chin, R. M. Corless, and G. F. Corliss. Optimization strategies for the approximate GCD problem. 

In Pmceedin9s of the 1998 International Symposium on Symbolic and Algebraic Computation, pages 

228-235. ACM, 1998. 

[3] E.W. Chionh, M. Zhang, and R. N. Goldman. Fast computation of the Bezout and Dixon resultant 

matrices. J. Symbolic Comput., 33(1):13-29, 2002. 

[4] R. M. Corless, P. M. Gianni, B. M. Trager, and S. M. Watt. The singular value decomposition for 

polynomial systems. In Pmceedings of the 1995 International Symposium on Symbolic and Al9ebrnic 

Computation, pages 195-207. ACM, 1995. 

[5] R. M. Corless, S. M. Watt, and L. Zhi. QR factoring to compute the GCD of univariate approximate 

polynomials. IEEE Trans. Signal Prncess., 52(12):3394-3402, 2004. 

[6] G. M. Diaz-Toca and L. Gonzalez-Vega. Barnett's Theorems About the Greatest Common Divisor 

of Several Univariate Polynomials Through Bezout-like Matrices. J. Symbolic Comput., 34(1):59-81, 

2002. 



83

表 3:判定基準に適合する実験例の個数

グループ
実験例の個数

Bezout Sylvester SNTLS All 

1 97 99 98 97 

2 82 91 85 81 

3 60 82 77 60 

4 46 79 66 46 

5 47 39 66 36 

6 30 22 20 

7 27 18 18 

8 18 14 12 ， 14 ， 6 

10 14 ， ， 

表 4:計算時間

グループ
平均時間 (sec.)

Bezout Sylvester SNTLS 

1 7.504x10-2 5.961x10-2 l.535x 10-1 

2 7.958x10-1 4.367x10-1 1.181 

3 1.653 8.089x10-1 3.242 

4 2.985 1.347 11.730 

5 4.426 1.958 22.546 

6 6.651 2.954 

7 7.981 3.646 

8 10.569 5.185 ， 12.440 4.393 

10 17.592 5.984 

表 5:摂動のノルム (18)

グループ
平均値

Bezout Sylvester SNTLS 

1 6.346931 X 10-3 6.346940x 10-3 6.346997x 10-3 

2 7.035965x 10-3 7.036040x 10-3 7.111237x 10-3 

3 6.795088x 10-3 6.795097x 10-3 8.742038x 10-3 

4 6.706903x 10-3 6.706909x 10-3 6. 706925 X 10-3 

5 6.824742x 10-3 6.824 7 41 X 10-3 6 .824 750 X 10-3 

6 6. 715120 X 10-3 6.715120x 10-3 

7 7.118744x 10-3 7.118732x 10-3 

8 6.840067x 10-3 6.840078x 10-3 ， 7.256039x 10-3 7.256032x 10-3 

10 7.124559x 10-3 7.124564x10―3 
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表 6:剰余のノルム (19)

グループ
算術平均値 幾何平均値

Bezout Sylvester SNTLS Bezout Sylvester SNTLS 

1 2.585x10-7 5.591 X 10-ll 6.910x10-11 l.563x 10-11 7.148x10-13 6.939x10-13 

2 4.514x 10-6 3.002x10-10 l.719x 10―10 4.026x10-10 3.905x10-12 3.522 X 10-12 

3 3.106x10-6 2.594x 10-10 2.939x10―10 6.765x10-9 1.617x 10-11 1.506 X 10-ll 

4 4.138x 10-5 l.816x 10-10 l.506x 10-10 2.962x10-8 2.989x10-11 2.587x 10-11 

5 l.059x10-6 l.693x10-5 l.572x10―10 2.054x10-7 7.708x10-6 7.428x10-11 

6 l.647x 10-5 2.923x 10-5 4.546x10―7 l.460x 10―5 

7 3.753x10-6 2.906x 10-5 5.408x10―7 l.762x 10―5 

8 9.924x10-7 3.267x10-5 6.056x10-7 2.383x10-5 ， 2.582x 10-5 3.970x 10-5 l.065x10-6 3.184x10-5 

10 5.170x10-6 6.185x10-5 l.328x10-6 5.090x10―5 

表 7:反復回数

グループ
平均反復回数

Bezout Sylvester SNTLS 

1 2.237 3.093 3.031 

2 2.370 3.062 3.716 

3 2.35 3.05 5.867 

4 2.434 3.022 4.761 

5 2.583 3.028 2.778 

6 2.6 3.05 

7 2.833 3 

8 2.833 3 ， 2.5 3 

10 2.556 3 
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