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簡約変数の導入による虚二次体における格子基底簡約

On Lattice Basis Reduction over Imaginary 

Quadratic Fields by Introducing Reduction 

Parameters 
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Abstract 

The author has generalized the LLL reduction algorithm so that it can be applied to obtain a LLL 
reduced basis over imaginary quadratic field by introducing a reduction parameter. The termination 

of the generalized algorithm is guaranteed by showing that a quantity which strictly decreases during 
the execution of the algorithm has a positive lower bound. 

1 はじめに

LLL格子基底簡約 (LLLLattice basis reduction, 以後「基底簡約」と記す）は， 1982年に， A.K.Lenstra,

H.W.Lenstra, Jr., and L.Lovaszが構築した理論である ([8]).甚底簡約とは格子において簡約基底 (reduced

basis)を求めることであり，基底をうまく取りかえて，応用する際に都合の良い単純な形のものを構成する

ことである．これは，「基底の選択」または「基底の標準化」とも言える．

Lenstra, et al. による甚底筋約の研究は，計算機代数の分野等で応用されており，有理数係数多項式の因子

分解を，その多項式の次数の多項式時間の計算量で行うために 1980年代に導入されたものである．この研究

をはじめとする一連の研究では，格子を実数体恥上のベクトル空間艮n内において，整数環Z上の基底をも

つ加群 (Z-格子）で考えている.H.Napiasは，基底簡約をユークリッド環やユークリッド整環上に一般化し

ている ([9]).

有元• 平野は， Lenstra,et al. による基底簡約を，ある条件下において虚二次体における整数環上に一般

化した ([4]).その後有元は，虚二次体の一例であるガウスの数体における整数環上で，常に簡約基底が存在

するように定義を改良してアルゴリズムが終了することを示した ([2],[3]).すなわち基底簡約を，有元• 平

野による当初の条件を改良したうえで，ガウスの数体における整数環上に一般化したことになるこの意味

において，虚二次体において一般化可能な環の範囲を拡大することが課題であった．ここで考えている環は，

単項イデアル整域とする．

そこで有元は， Lenstra,et al. による簡約変数 (reductionparameter)を導人することにより，基底簡約を

虚二次体における整数環上に一般化した．本稿では，研究成果の概略を述べる．
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2 準備

2.1 代数体とその整数環

代数体とその整数環について，代数的整数論から基礎理論を述べる ([1]).

複素数aが有理数を係数とする，ある多項式の根であるとき， aは代数的数であるという代数的数全体

のつくる体0の部分体を代数体という．代数体Fは明らかに有理数体Qをふくみ，したがって Q上のベク

トル空間とみなせるが，この次元が有限であるとき Fは有限次代数体であるといい，次元が無限のときは無

限次代数体というもっとくわしく， diIDQF= nく ooのとき， Fをn次の代数体（また Fの次数はn)と

しヽう．

また，複素数wが有理整数を係数とする最高次係数 1のある多項式の根であるとき， wは代数的整数であ

るという代数的整数全体の集合を rとする.Fにふくまれている代数的整数全体の集合CJF:=rnFを

Fの整数環という.C)FはFの部分環であり， C)Fn(QI = Zである.C)Fの元を Fの整数という．

この章では次節以降で，有元がA.K.Lenstra,et al. による碁底簡約をガウスの数体における整数環上に一

般化した具体的内容を提示する ([2],[3]). 以降Fを有限次代数体， C)FをFの整数環とする

2.2 0た格子の定義

ここでは，有元• 平野 ([4]) が定義した OF—格子や，それに関する基本的な事柄を述べる．

定義 1

AをOFー加群 (module)とするこのとき， AがPN内における格子(lattice)であるとは，ある pnの基底

(b1, ・ ・ ・, bn)で，

A= OFb1 +・.. 十巧bn= {言r;b; r; E巧 (1さiSn) } 
を渦たすものが存在することをいう．

定義 2

Aの基底 (b1,.. ・, b砂に対して，

d(A) := ✓ I det(b;, b山:,;;,j:,;n

(1) 

(2) 

をAの判別式(discriminant)というここで（，）は2つのベクトルの内積を表す.(i,j)成分がb;,b1の内

積である n次正方行列の行列式である．

ここで，艮 ~F であることを確認しておく．例えば今から考える虚二次体 F = IQ(y0五)， m<Oには，虚

数の元が存在する

2.3 虚二次体の具体的表示

以降， Fを2次の代数体（二次体）とするこのとき， dimQF= 2である．二次体は次のように表される．

ただし mは平方因子をもたない整数である．

{Q)(占） = {a+b況 Ia, b E {Q)} (3) 
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m>Oのとき，実二次体， m<Oのとき，虚二次体という二次体の整数は

(i) m争1(mod 4)のとき，

OF = {a+ bvm, I a, b E Z} 

(ii) m = 1 (mod 4)のとき，

叫 {a+b•1¥占 Ia, b E Z} 
である．

2.4 Or格子における簡約基底とその性質

(4) 

(5) 

代数体（とくに二次体）への一般化を考えるとき， F,t_政であるから，複素ベクトル空間で考えなければな

らないここで，ベクトル空間 PNにおける 2つのベクトルの内積およびノルムを定義する．

切が最小元をもっための必要十分条件は， Fが有理数体または虚二次体であることである ([4,Theorem 

4.4]). そのため，以後Fを虚二次体とする．

定義 3

戸における 2つのベクトルa=(a1,・・・,an),b= (b1,・・・,bn)の内積を

(a,b)=a1b1+··•+an似 (6) 

（エルミート内積）で定義するここで，5はbの共役な複素数である．また PNにおけるノルムを， XEpn 
にたいして，

Ix I:= J(x,x) = ✓I お112 + Ix炉＋・・・+ lxnl2 

で定義するここでmはベクトルェの第i成分である．

定義 4

A= OFb1 +・・・十切cbnとする.Aの基底 (bぃ・・ ・, bn)に対して，

,-i (b;, bり
b: := bi―Lμijbj, μij:= (1:Sj<i:Sn) 

j=l 
(bj, bj) 

とすると，μガ ECである．

(7) 

(8) 

次に OF—格子における簡約基底を定義する ([2], [3]). A.K.Lenstra, et al. による Zー格子における簡約基

底の定義に倣いながら，また，常に簡約基底が存在するようにそれを改良する.Fはガウスの数体，すなわち

F=IQ)(H) の場合，このとき， OF=Z[✓コ:J={a+b✓コ:I a, b E Z}である．

定義 5

F=IQ)(H)とする．また， A=O池1+.. ・+0池nとする.Aの巷底(bi,.. ・, bn)が簡約基底であるとは，

定義 4 における，直交基底におけるベクトル b~, ・・・， b~ が次を満たすときである：

⑫ 
叫三了 (1:c::; j < i :c::; n), 

I b: +μi,i-lbいI2 2~llb:-111乞

(9) 

(10) 
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この簡約基底の性質として，次の命題が得られる ([3],[5]): 

命題 6

F=IQ(A)とする.(bぃ・・,bn)をAの簡約基底とし，また， b7(i = 1, 2,. --, n), μ;Jは定義4で定義し

た通りとするこのとき次が成立する：

(Ll) lbj 12 :c:; 4i-l I b: 12 (1さj:C::: i :C::: n), 

n 

(12) d(A)::; II llb;I ::; (2n -l)d(A), 
i=l 

(13) b1 I ::; (4n; l) 此 d(A)¼,
(14) llb叶2:::: ⑰ 1llxl2 for"xEA, xヂ0,

(15) I b』2:::: 4正 1皿叱五化・・・, llxt 12} (1 ::; j ::; t::; nで X1,・・•，叫は線型独幻・

3 主結果

この章では，虚二次体における整数環OFに対し，〇F-格子において汎用性を高めるために Lenstra,et al. 

による簡約変数を導入し，また，簡約基底が常に存在するようにそれを定義するこれにより，甚底筒約を虚

二次体における整数環で，単項イデアル整域である環上に一般化できることを示すことになる．ここで，単

項イデアル整域とは，環OFの任意のイデアルが1個の元により生成される単項イデアルであることをいう

3.1 簡約変数の導入

定義 7

基底簡約において，簡約変数(reductionparameter)とは，実数aで，

1 
-<a<l 
4 

を満たすものをいう変数の標準値 (standardvalue)は，

3 
Ct= -
4 

とする．

(11) 

(12) 

任意の XEIQ)(✓ 万） (m<O,mは平方因子をもたない整数）に対して， xに最も近い OFの元との距離は，

m羊l(mod4)のとき汀戸以下であり， m 三 l(mod4)のとき四戸五以下である．この事実を踏まえて，

簡約基底を次のように定義する：

定義 8

F = IQ)(占）， m<Oでmは平方因子をもたない整数とし， A=O油1+・ ・ ・+ Opbnとする．
Aの甚底 (b1,.. ・, bn) が簡約基底であるとは，定義 4 における，直交基底におけるベクトル b~, ・・・， b~ が

次を満たすときである．ただし a は ¼<a く 1 を満たす簡約変数である：

(i) m手1(mod 4)のとき

《戸
lμijlS (lsj<isn), 

2 
(13) 
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lbI +μ;,;-1b:_1 2 :::, a lbいI乞 (14) 

(ii) m 三 1(mod 4)のとき

戸
lμijl:S (1:Sj<i:Sn), 

4 
(15) 

および(14).

3.2 基底簡約アルゴリズム

有元によって一般化された，ガウスの数体における整数環上での基底簡約アルゴリズム ([2])に基づき，単

項イデアル整域の状況下で，これを虚二次体における整数環上に一般化する以下にそのアルゴリズムを提

示する．

アルゴリズム 1

はじめに定数μij,ベクトル空間 pnの直交碁底のベクトルがを (8)により計算する．このとき，簡約基底

が基底のベクトルの個数nにより帰納的に構成される最初の変数はm=2とする.m>nの場合，その

手続きは終了するこのアルゴリズムの手順は次の 3つである：

(Step A) 

μm,m-1の値を lμm,m-11:::; y'1戸となるようにする．

もし四，m-11> y'1戸ならば， bm←bm -{μm,m-1}bm-lとする．
ここで {x}は複素数xに一番近い整数OFの元である

一番近い元が2個以上ある場合は， {x}はそれらのうちのいずれかとする．

このとき μm,m-1←μm,m-1 -{μm,m-1}となり， μm,m-11:::;.i.:2戸五とすることができる．
すべてのがは不変のままである．

(Step B)に進む．

(Step B) 

i=mに対して， (14)が成立するならば(StepC)に進む．

そうでなければ， bm-1とbmを入れ替える．

m>2の場合は， mをm-1で限き換える．

その後 (StepA)に戻る．

(Step C) 

(Step A)と同様に j= m -2, m -3, ・ ・ ・, 1に対して，

μmjの値を lμmjI <::: 0戸5となるようにする．その後， mを1増加させる．
m>nならばアルゴリズムは終了し，そうでなければ(StepA)に進む．

定理 9

アルゴリズム 1は終了する．

証明アルゴリズムのなかで， b?は成分を使って明示的に使用されないが，そのノルムの2乗Ib; 12 = (b:,bり
のみ使用される．

D; := det(bμ,bv)i<::μ,v<::i (1 <:'. i <:'. n) (16) 
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を， d(A)2(=Dn)の小行列式とすると， (2),(8)によって，

1、

Di= IT I b炉 (1<:: i <:: n) (17) 
j=l 

を得る．また，
n-1 

D := IT Dj (18) 
J=l 

とする (StepB)において， bm-1とbmを交換するたびに，他のすべての D;は不変のままであるが， Dm-1

の値はa(¾<a< 1)倍になり減少するしたがって， Dの値も同様に a倍となり減少するしかし， Dに

対し正の下界Sで次を満たすものが存在する ([4,Theorem 4.4]): 

D~S > 0 (1 ::; i ::; n) 

したがって，アルゴリズムは有限回のステップで終了する．
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