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Abstract 

Boolean Gr6bner b邸 esare studied mainly in connection with cryptanalysis and formal verifica— 
tion [2]. Every Boolean Grobner basis can be constructed邸 asubset of the corresponding (non 

Boolean) Grobner b鉗 is.Therefore many methods to compute Boolean Grobner bases are based on 
the ones for usual Gr6bner bases (e.g. Buchberger's algorithm). In this paper we propose an algo-

rithm that compute a Boolean Grobner basis for an ideal generated by a given Boolean polynomial 
over Z2 (x1, ... , Xn). We implemented the algorithm with using binary decision diagram (and zero-

suppressed one) for the data structure of Boolean polynomials. Numerical experiments in the article 

imply that the proposed method and its implementation is more efficient than traditional ones in 
some c邸 es.

1 はじめに

環Rを係数環， X1,,,,,Xnを変数とした多項式環を R[x1,... , Xn]で表す．また， Ji,• • • , f s E R[x1, ... , x叫

の生成するイデアルを〈Ji,... , J. 〉で， FこR[x1,... ,xn]を基底とするイデアルを〈F〉でそれぞれ表す．あ

る単項式順序が与えられたとき， fE R[x1, .. ,,xn]の先頭項，先頭単項式，先頭係数をそれぞれLT(f),LM(j), 

LC(j)で表す．ここで項とは，非零係数 aERと単項式 xゃ・・・X炉の積 a・xや...尤％のことをいうまた，

FこR[xい,, ,xn]に対して， LT(F)= {LT(f) If E F¥{O}}で定義する．

1.1 ブール環係数多項式環上のグレブナー基底

以下， Bをブール環とする.lIB[x1, ... ,xn]上でもグレブナー基底を考えることができる．
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定義 1(グレブナー基底）

IこlIB[x1,... ,xn]をイデアルとする．有限な GこIが〈LT(G)〉＝〈LT(J)〉を満たすとき， GはIのグレブ

ナー甚底であるという．

JIB[x1, ... , 叫上のグレブナー基底の構成に際して，以下を考える．

定義 2(ブール閉包）

/ E lIB[xい・.., 叫 ¥{O}とする.LC(/)・/をfのブール閉包といい， be(!)で表す.f = be(!)であるとき， f

はブール閉であるという

このとき，ブッフバーガーの判定条件にあたる以下の定理が成り立つ．

定理 3

G <;;; 1IB[x1, ... ,xn]を，すべての gEGがブール閉な有限集合とする．このとき， Gがグレブナー基底である

ことの必要十分条件は， Gのすべての SペアがGにより 0に簡約されることである．

ブール閉包を考慮に入れたブッフバーガーアルゴリズムの拡張によって，有限集合 FこlIB[x1,... ,xn]か

ら，〈F〉のブール閉なグレブナー基底 Gこ旧[xi,... ,xn]を構成できる．すなわち，非零な正規形rの代わり

にbc(r)を基底に加え，非零な r-bc(r)を基底の候補に加えればよい．

1.2 プーリアングレブナー基底

定義 4(ブール多項式環）

剰余環1IB(x1,... ,xn) =lIB[x1, ... , 叫／〈Xi-X1, ... , x; -Xn〉はそれ自身ブール環となり，ブール多項式環

という．また， JIB(お1,・ ・ ・,xn)の元をブール多項式という．

ブール多項式の代表元として，各変数についての次数が1以下であるものをとることができる以降，ブール

多項式としてこのような元のみを考える.1IB[x1, ... ,x叫上の単項式順序が与えられたとき， fElIB(x1,... ,xn) 

に対して， LT(/),LM(/), LC(/)はJIB[xぃ．．．，％］上と同様に定義される．

定義 5(ブーリアングレブナー基底）

I~lIB(x1, ... ,xn) をイデアルとする有限な G~I が〈LT(G)〉＝〈LT(J)〉を満たすとき， G は I のブーリア

ングレブナー基底であるという

ブーリアングレブナー基底は JIB[x1,... ,x元上のグレブナー基底から構成できることが知られている．

定理 6

単項式順序を固定する．有限な Fこ1IB(x1,... ,xn)に対して，FLJ {xr -X1, ... , x; -Xn}こlIB[x1,... ,xn] 

のグレブナー基底を Gとしたとき， G¥{xr-X1, ... ,x; -Xn}~JIB(x1, ... , Xn)は〈F〉のブーリアングレブ

ナー基底である．

ブーリアングレブナー基底計算の既存手法の多くは，これに従ってグレブナー甚底計算を行っている．

通常のグレブナー甚底と同様，ブーリアングレブナー基底 Gが極小性 (VgE G[LT(g) (/: 〈LT(G¥{g})〉])を

満たすとき， Gを極小ブーリアングレブナー基底といい， Gが既約性 (VgE G[gはG¥{g}に対して既約])を

満たすとき， Gを簡約ブーリアングレブナー基底という通常のグレブナー基底と異なり，極小ブーリアン

グレブナー基底はその元の数の意味で必ずしも最小ではなく，簡約ブーリアングレブナー基底の一意性もま

た保証されないただし， lIB=Z2の場合，これらは保証される．
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2 IIB(x1,--・,xn)上のブーリアングレブナー基底計算

1IB(x1, ... , Xn)上の計算を用いたブーリアングレブナー基底構成について考える．定理 6によれば，ブー

リアングレブナー韮底は 1IB[x1,... ,xn]上のグレブナー基底計算により構成することができるが，ここでは

1IB(x1, ... ,xn)上で直接ブーリアングレブナー基底を求めることによる計算の簡略化をねらいとしている．

1IB(x1, ... , Xn)上で Sペア，簡約を B加，．．．，％］上と同様に定義することはできるしかし， (JIB[x1,... ,xn] 

上に拡張した）ブッフバーガーアルゴリズムをそのまま適用しても，ブーリアングレブナー基底は求まらない．

例 1

x>y>zの辞書式順序を用いる.Ji= xy + y + l, h = z + l E Z2(x, y, z)とする．このとき，

S(Jぃh)= z・Ji -xy・h = xy + yz + z→ t, yz+y+z+ l→ t,z+l→ h 0. 

ここで，→Jはfによる簡約を表す．一方で， {!1,h}こZ2(x,y,z)はブーリアングレプナー基底ではない．

実際， x-fi=xであり， LT(fi),LT(h)のいずれもこの先頭項ェを割り切らない．

通常の多項式環では，任意の多項式fに対して， {J}は〈f〉のグレブナー基底であり，ブッフバーガーアル

ゴリズムはこれを前提としている.JIB[x1, ... ,x叫上や1IB(x1,... ,xn)上ではこの前提が一般に成り立たないた

め，そのままブッフバーガーアルゴリズムを適用してもグレブナー基底が求まらない．一方で， JIB[x1,... ,x叫

上のブール閉な元は先の前提を満たす．このため，ブール閉を考慮に入れることで，ブッフバーガーアルゴ

リズムを JIB[xい..,xn]上に適応させることができた実は， fE lIB[x丘..,x』がブール閉であることと {f}

が〈f〉のグレブナー基底であることは同値であり，定理 3は以ドのように書き換えられる．

系 7

G~1IB[x1, ... , Xn]を有限集合とし，任意の gEGに対し， {g}が〈g〉のグレブナー甚底であるとするこの

とき， Gがグレブナー墓底であることの必要十分条件は， Gのすべての SペアがGにより 0に簡約されるこ

とである．

このように書き換えると， JIB(お1,・ ・ ・,xn)上でも同様のことがいえる

系 8

GこJIB(お1,・ ・ ・,xn)を有限集合とし，任意の gE Gに対し， {g}が〈g〉のブーリアングレブナー基底であると

するこのとき， Gがブーリアングレブナー基底であることの必要十分条件は， Gのすべての SペアがGに

より 0に簡約されることである．

したがって， 1IB(x1,... , Xn)上で， 1IB[x1,-.. ,xn]上のブール閉化にあたる操作，すなわち，ある多項式 fE

1IB(x1, ... , Xn)から， LT(g)= LT(j)かつ {g}が〈g〉のブーリアングレブナー基底となるような gE〈f〉を求

める操作によって， JIB[x]上と同様の， 1IB(x1,... ,Xn)上に対応したブッフバーガーアルゴリズムの拡張が可能

になる．

例えば，係数環Z2,辞書式順序の場合に限定して，以下の定理が得られた．ここで，単項式順序とは異なる

1IB(x1, ... ,xn)上の半順序関係 fさgをJg=fで定義する．

定理 9

X1 > ... > Xnの辞書式I順序を用いる.g E Z2(x1, ... , Xn)¥ {0}とし，p= g(l, X2, ... , Xn), q = g(O, 四，．．．，％）

とおく．さらに， pヂqを仮定するこのとき， {g}が〈g〉のブーリアングレブナー基底であることと， {p+q}

が＠十 q〉のブーリアングレブナー基底，かつ pq= 0であることは同値である．
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証明 g= xip +(xi+ l)q = xi (p + q) + qと表せる．特に LT(g)= X1・LT(p + q). また， pqg= pqより，

pq ::< g. これはpqE〈g〉と同値であることに注意する．

⇒: {g}が〈g〉のブーリアングレブナー甚底であるとする.{p + q}が〈p+q〉のブーリアングレブナー

基底でないとき， LT(p+ q) f LT(h)なる hE(p+q〉が存在する．このとき， LT(hg)= xi・LT(h)であり，

LT(g) f LT(hg). これは矛盾.pqヂ0のとき，明らかに LT(g)f LT(pq)であり，矛盾．

~: {p + q}が〈p+q〉のブーリアングレブナー基底かつ pq= 0とする. f E〈g〉を LT(g)f LT(j)な

る元とし， p'=f(l,x2, ... ,xn), q'= f(O,x2, ... ,xn)とおく. f ::< gより， p'::<pかつ q'::<qであり，

特に〇ヂ p'+q'E(p+q〉．このとき， LT((p+ q)f) = LT(j) = X1LT(p'+ q1)だが， LT(g)f LT(j)より

LT(p + q) f LT((p + q)f)が従うこれは矛盾， 1 

この定理より，与えられた fE Z2(x1,, .. , Xn)から，求める gE〈f〉を再帰的に構成する手法が従うま

た，この操作を用いたブッフバーガーアルゴリズムの拡張によって，辞書式順序に関する Z2(x1,,.. ,xn)上

のブーリアングレブナー基底が構成できる．

3 提案手法

定理9に付随して，単集合 {g}C::: Z2(x1, ... , Xn)からブーリアングレブナー甚底を構成する新たな手法が

得られたこれは，〈g〉から，各先頭項に対して定理 9の性質を満たす多項式を取り出すというものである．

Z2(x1, ... , Xn)は単項イデアル環であり， fVg=f+g+fgとして，〈fi,... ,fs〉=〈/iV・・・V fりであるこ

とが知られているしたがって，この前処理を含めれば，この手法は Z2(x1,... ,xn)上の任意のイデアルに

対して適用可能である．

以降定理9と同様に，係数環を Z2とし， X1> ... > Xnの辞書式順序を用いる．

定理 10

gEZ土1,... ,xn)¥{O}に対し， P= g(l, 四，..., Xn), q = g(O, 四，．．．，％）とおく．加えて， G1,らをそれぞ

れ (pq〉,〈pVq〉C:::Z2(四，．．．，％）のブーリアングレブナー基底とすると，

G = G1 U {叫+qhI h E G叶

は〈g〉のブーリアングレブナー基底である．

証明 gはg= x1p + (x1 + l)qの形をとる. pq・g, (x1 + q)(p V q)・gをそれぞれ計算して， pq:< g, 

（お1+ q)(p V q) :< gを得る.G¥G1 c::: 〈(x1+ q)(p V q)〉に注意．したがって Ge::〈g〉.

任意の /E〈g〉をとる.p'= f(l,x厄• •, Xn), q'= f(O, 砂，．．．，％）とおき， fをgと同様の形に分解する．

このとき， fはf= x1p'+ (x1 + l)q'= x1(p'+ q') + q'の形をとる.f :< gより p':<P, q':< q, すなわち

p'E〈p〉,q'E〈q〉がそれぞれ従う.X1 f LT(/)のとき， f=p'=q'であり，特に/E (pq〉=〈Gサ乙はブー

リアングレブナー基底であるから， LT(g1)I LT(/)を満たす 91E G1 C::: Gが存在する他方， X1I LT(/)のと

き， p'ヂq'であり， LT(/)= X1LT(p'+ q'). p'+ q'E〈p,q〉=〈pVq〉=〈G分に注意する．伍はブーリアング

レブナー基底であるから， LT(h)I LT(p'+q')を満たす hEらが存在する．ここで， 92= X1h+qh E Gとおく

と， hがmを含まないことから LT(g2)= X1LT(h)がいえる特に， LT(g2)= X1LT(h) X1LT(p'+q') = LT(/). 

ゆえに， Gは〈g〉のブーリアングレブナー基底である. I 

1B =Z2のとき， Z2(x1,... ,xn)と写から Z2へのブール関数全休との間に対応が存在し， fE Z2(x1, ... ,xn) 

をn変数論理式とみなすことができるこの定理は，〈f〉のブーリアングレブナー基底を， fの部分論理式を

用いて再帰的に構成できることを主張している．

定理 10に基づいたブーリアングレブナー基底構成は，一般に，その元の数の意味でも，その元の持つ項の

意味でも冗長さを伴う．以下の系によって，極小性，既約性を保った構成が可能になる．
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系 11

定理 10の条件に加えて， G1,G2の極小性を仮定すると，

G = G1 U {叫+qh I h E G2, LT(h) rt LT(Gサ｝

は〈g〉の極小ブーリアングレブナー基底である．

系 12

定理 10の条件に加えて， G1べらの既約性を仮定すると，

G =伍 u{叫+nf(qh, G1) I h E G2, LT(h) rt LT(G1)} 

は〈g〉の簡約ブーリアングレブナー甚底であるここで， nf(qh,G1)はqhのG1に関する正規形を表す．

証明いずれの場合も〖石の任意の元は m を含まず， G如= G¥G1の任意の元はmを含む先頭項を持つ．

したがって， gEらのもつ極小性（既約性）は保たれる．残るは gE c; に対して gの持つべき性質を確認す

ることである．伍の極小性（既約性）から，これは LT(g)rt LT(G1) (gが伍に対して既約）であることを示

せばよいこれは， c;の定義から従う. I 

系 12から従うブーリアングレブナー基底構成手法を以下に示す．

アルゴリズム 1再帰的ブーリアングレブナー基底構成 RECBGB(g,X1, ... , Xn) 

Reqmre: g E Z2(x1, ... , Xn), variables xぃ...,Xn. 

Ensure: Gこ〈g〉thereduced Boolean Gri:ibner basis for〈g〉w.r.t.lex order on x1 >・ ・ ・> Xn. 

1: if g E Z2 then G := {g}¥{O} 

2: else 

3: G1 := 0; G2 := 0 

4: p := g(l, X2, ・・・ ,xn);q := g(O,x2, ... ,xn) 

5: G1 := RECBGB(pq, X2, ... , Xn) 

6: if p -=/ q then 

7: G2 := RECBGB(p V q, X2, ... , Xn) 

8: for all h E G2 do 

9: if LT(h) ffc LT(Gリthen

10: G2 :=ら U{x1h + nf(qh, G1)} 
11: end if 

12: end for 

13: end if 

14: G := G1 u G2 
15: end if 

16: return G 

停止性は再帰呼び出し時の変数の減少性による

また，定理 10により得られたブーリアングレブナー基底の構造から，正規形に対しても再帰的な構成が可

能になる．

定理 13

f, g E Z2(x1, ... , Xn)¥{0}に対し，妬，伽，切，む EZ2(知，．．．，％）がf= X1釘十如， g=お1仇＋（お1+ 1)吟
を満たすとする．このとき， r1= nf(</>1, 〈妬 V砂〉），乃 =nf(伽十砂(</>1+r1),〈加砂〉）とおくと， nf(f,〈g〉)＝ 

x1r1 + r2. 
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証明まず， r= x1r1 +r2の〈g〉に対する既約性を示す．明らかに xげ 1とr2は共通項を持たず， X1r1と

r2の既約性をそれぞれ示せばよい.r1の〈か V心分に対する既約性は， X汀1の〈妬 V心分に対する既約性を

伴う．〈g〉こ〈か v吟〉に注意して， X1r1は〈g〉に対して既約である.r2は〈妬砂〉に対して既約であり，定

理 10から，このとき四は〈g〉に対しても既約である．

次に， r=f+hなる hE〈g〉の存在を示す.r1の定義から， r1=¢1 + h1 なるい€ 〈か Vゆ分が存在し，

r2に対しても同様に四＝（西＋心2(釘十r1))+加なる加 E〈切和〉こ〈g〉が存在するこのとき，

r = x1(¢1 + h1) + (¢2十ゆ2(¢1+門）） + h2 = f + (x1 +心2)h1+ h2. 

定理 10の証明でもみたとおり (x1+ゆ2)h1E〈g〉であり， h= (x1 +心2)h1+ h2 E〈g〉・

定理 2から従う簡約手法を以下に示す．

アルゴリズム 2再帰的筋約手法nf(J,g心1,・ ・ ・,xn) 

Reqmre: f,g E Z2(x1, ... ,xn), variables x1, ... ,xn. 

Ensure: r E Z2(x1, ... , Xn) the normal form off for〈g〉w.r.t.lex order on X1 >・ ・ ・> Xn. 

1: if f = 0 or g = l or f = g then r := 0 

2: else if f = 1 or g = 0 then r := f 

3: else if f = g + 1 then r := 1 

4: else 

5: む：= J(O, X2, ... , Xn)i c/J1 := (J -c/J叫/x1

6: か：= g(l, 四，．．．，％）；砂：=g(O, 四，．．．，％）

7: r1 := nf(釘，切 V心2,X2, ・ ・ ・,Xn) 

8: r2 := nf(c/J2 +心2(¢1+門），ゆ1ゆ2,X2, ... ,Xn) 

9: T := X汀 1+ T2 
10: end if 

11: return r 

アルゴリズム 1と同様，停止性は再帰呼び出し時の変数の減少性によるこの手法は，アルゴリズム 1の10行

目における正規形計算に用いることができる．すなわち，すでに計算されたpqを用いて nf(qh,pq心 1,・.. ,xn) 

とすることで， qhのG1に対する正規形が計算できる

4 計算実験

ここでは， 3章の結果を元にした実装，計算実験について述べる．

c++によるプログラムで，アルゴリズム 1,2を実装した多項式を表すデータ構造として BinaryDecision 

Diagram (BDD) [1], Zero-suppressed BDD (ZBDD) [6]を用いた.BDDとは論理関数を効率的に扱う構造

であり，部分関数の演算論理租論理積演算を多用し，再帰的な単項演算，二項演算を行う本手法と相性が

よい．このため，主な計算はすべて BDDを用いて行っている.ZBDDとは集合族を表す構造であり，ブール

単項式を {x1,.. ,,xn}の部分集合とみなし，ブール多項式をその族として表すことができる.BDDはブー

ル多項式の論理関数としての表現であり，多項式の項を多く参照する処理は ZBDDを用いたほうが効率が

よい．本実装では入出力を行う際に ZBDDを用いている.BDD, ZBDDの処理系として SAPPOROBDD 

ライブラリ [9]を用いた．

アルゴリズム 1の10行目における正規形計算について，この時点でゆq〉のブーリアングレブナー基底は

計算されており，通常の多項式除算を行うこともできる．しかし，今回の実装では，多くの場合でアルゴリズ

ム2を用いた方が効率的であり，この再帰簡約手法を採用した．
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計算例として，まず life[5]を用いたこれは，対称多項式によって定義されるプール多項式であり，単集合

からブーリアングレブナー基底計算を行う提案手法に合致した例である．この他に cyclic,MQ Problem (以

下MQPと略記） Type I, IV[S]を用いた．これらはいずれも Z2係数のブール多項式とみなして計算を行っ

たこれらは複数の多項式によって定義されるため，これを Ji,... , lsとしたとき，アルゴリズム 1の実行前

にg= Ji V・・・V fsの演算を行っている.MQP Type I及びTypeIVはZ2係数の最高次 2次の多項式系で

あり， TypeIはその多項式系がほぼ唯一解を持つように定義される．

以上の計算例に対して，本手法 RECBGB,POLYB0R1[3] Groebnerメソッド（オプション無し），及び

Risa/ Asir[lO] nd_f4との間で辞書式順序に関する簡約ブーリアングレブナー基底の計算時間を比較した．

MQPの係数はランダムに決定されるため， 10通りの計算を行い平均をとった.POLYBORIはZBDDを用

いたブール多項式処理系であり， Groebnerメソッドはブッフバーガーアルゴリズムをもとに， Z2[x1,... , Xn] 

上での基準を用いて，特に辞書式順序に関して計算が効率化されている． また， Risa/Asirによる計算で

は， {xr-Xぃ．．．，＃— Xn} を基底に加えて Z2 上のグレブナー基底計算を行っている．計算環境は Linux

Mint 19.2 Tina 64-bit, Intel Core i3-8100 3.60GHz, RAM 16GB, gcc-7.4.0である．また， POLYBORIは

SageMath 8.1を， Risa/Asirは20191120(Kobe Distribution)を用いた

実験結果を表 1,図 1に示す．いずれの例も，提案手法が正常に終了した範囲の結果を示している．

全体的な傾向として，いずれの手法についても，計算時間は変数の個数に対する指数的な増加を示した．提案

手法と POLYBORIは(Z2係数の）ブール多項式に特化しているため，どの例に関しても，汎用的な Risa/Asir

と比較して効率的であった．

以降提案手法 RECBGBとPOLYBORIを比較する.life, MQP Type IVに対しては提案手法が効率的に

計算できていたこれは特に lifeに顕著で，図 l(a)から計算時間の増加傾向が緩やかであることがわかる．

ある多項式 fから〈f〉のブーリアングレブナー基底を求めるにあたっては，本手法は有効であるといえる．

一方で， MQPType Iに対して，提案手法は高速であるものの，図 l(c)から計算時間の増加傾向をみると，

実験環境を変えて変数の個数をさらに増やした場合には POLYBORIの方が効率的となり得る．また， cyclic

に対しては， POLYBORIが高速であった．

具体的な数値は省略するが，提案手法の計算時間内訳をみたところ， cyclic,MQP Type I, MQP Type IV 

のいずれについても，前処理 JiV・ ・ ・V fsの計算時間がほとんどを占めていた．特に， cyclic,MQP Type I 

に関しては，アルゴリズム 1にあたる計算時間は 1ミリ秒未満であり，計測ができなかった．ここで，各系の

解に注目する.cyclicは変数の数 nが奇数のとき解を持たず，偶数のとき (x1,... ,xn) = (1, ... , 1)を唯一解

として持つ．また， MQPType Iはほとんどの場合唯一解を持つ．このように系が解を持たない場合や唯一

解を持つ場合，単元な基底 {g}がわかっていれば，そのブーリアングレブナー基底（あるいは解）は眉ちに求

まるこのため，特に唯一解を調べるにあたっては，本手法をそのまま適用するには課題があるといえる．

5 結論

本稿では，辞書式順序に関する Z2(x1,... , Xn)上のブーリアングレブナー基底構成について新たな手法を

提案したまた，提案手法の実装を行い，幾つかの計算例から，本手法とその実装が有効となる場合があるこ

とを確認した一方で，有効性は限定的であり， 2章におけるブッフバーガーアルゴリズムの拡張も合わせ

て，一般のブーリアングレブナー基底計算における効率化，本手法の活用可能性などが課題である
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10• 

表 1:計測時間（単位秒，一部抜粋） 103 

n RECBGB POLYB0R1 Risa/ Asir ,o2 
~ 

14 0.081 0.785 8.218 " E 101 卜 呵`暑 9． “ • 

15 0.199 2.114 190.4 ・，， ,oo 

16 0.185 3.289 158 10-1 

17 0.326 6.007 10-2に ぷRisa謬/Asirて

24 5.992 1611.303 
10 15 20 25 30 35 40 

life number of variables 
25 9.233 3894.273 

26 12.390 11388.881 (a) life 

27 13.473 104 

103 

36 313.822 102 

37 638.588 互 101
38 1354.250 

且" ,oo 
15 0.022 0.003 29.7 

16 0.023 0.004 223.077 
10-1 

17 0.022 0.004 1786.791 
、-c·,·•.,•; _ •• • --—— -- ぷRisa謬/Asirて

10-2'  

cyclic 
18 0.013 0.004 

10-3 
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 

number of variables 
98 413.890 1.579 

(b) cyclic 
99 457.768 1.672 

100 488.329 1.726 103 

18 0.104 1.258 6.429 
,02 

19 0.175 1.663 1.899 101 

20 0.289 2.024 271.1 
互 10°

21 0.462 2.753 
ー.,昔10―1 

MQP-1 

29 51.519 239 525 
10-2 

30 99.713 400.420 10-3~ 
-. __ . ． ， ,• .... 

PRRoiselayc/BAbogsRibr i ― 
31 242.776 573.427 ’"’  """' 10-• 
32 517.748 

゜
5 10 15 20 25 30 35 

33 822.156 number of variables 

14 0.013 1.697 0.9764 (c) MQP Type I 

15 0.018 2.595 5.735 104 

17 0.040 8.268 475.7 103「 ヽ

18 0.057 35.710 ヽ

,02 

20 0.165 108.933 
互 ,ol

MQP-IV 
21 0.255 192.241 ・月" , oo 

23 0.931 2246.373 10-1 
24 1.705 

10-2 t，←．．．．．．．．． ー一 PRRo1selayc/BAbogsRibr i ― 
I "I """'  

10-3''  
30 93.921 

゜
5 10 15 20 25 30 35 

32 423.295 number of variables 

33 1033.685 (d) MQP Type IV 

図 1:計測時間の比較
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