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1 はじめに

本稿では，多変数留数を exactに計算するアルゴリズム ([6,7])について，その裔速化

手法を議論する．まず， Griffiths-Harris[1]に基づいて，多変数留数の解析的定義を述べ

よう．

定義 1.領域 UCen上の正則関数の組 F= {f1(x), ... , fn(x)}がregularsequence 

をなし，また， Uにおける fi(x),... ,fn(x)の共通零点は一点/3EUだけであるとする．

このときu上で正則な関数叫x)に対し，積分

Res13 (Ji.:. fn dx) = (珈~)n t(/3) . 叫）. , , dx 
を多変数留数 (Grothendiecklocal residue)という．ここで r(/3)= {x EU  I llfi(x)II = 

E:, ...'llfn(x)II = c}は，十分小さな c>Oで定まる実n次元サイクルである．
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すぐに分かるように，実n次元サイクル r((3)の形状は非常に複雑であり，この積分か

ら多変数留数を計算することは一般には困難である．したがって多変数留数の満す性質を

うまく用いて，代数的に計算することが目標となる．特に，正則関数の組 Fが多項式で

与えられているときに，多変数留数の exactな計算を与える具体的なアルゴリズムを示

し，計算代数システムに実装することが目的である．

共通零点 (3を固定しfこと包正則偲数 r.pに多変数留数を対応させる線形写像

（留数写像） r.p→ Res13 (パ'.f王）は，超関数とみなすことができる．しかも，この
超関数は F= {!1,---,fn}から定まる偏微分作用素 Tp=~。 ca(x) J~〗により，

Res13 (パf王） =(T匹）lx=/3と表すことができる．したがって，偏微分作用素乃を
知ることは，多変数留数を求めることとほとんど同じである．よって， D加群，代数的局

所コホモロジー，ネーター作用素などの手法を用いて，偏微分作用素 Tpを構成する．

以下では，主に文献 [7]に沿って多変数留数の計算アルゴリズムを概説し，さらに計算

アルゴリズムの高速化について述べる．われわれのアルゴリズムにおいては，計算量の観

点からワイル代数Dn=K〈x,o〉におけるグレブナー墓底を用いることは避け，多項式環

K[x]における問題へと帰着させる．

2 代数的局所コホモロジ一群と留数写像

複素数体Cの部分体Kで，K[x]= K[x1, X2, ... , Xn]における既約分解アルゴリズムが

働くような体を考える．例えば K=Qである．このとき K[x]イデアルの準素イデアル

分解が計算可能であることはよく知られている．多項式列 F= {Ji, h, ... , fn} C K[x] 

が regularsequenceであるならば， Fの生成するイデアル I=〈F〉は零次元であり，

逆も成り立つ．以下， Fはregularsequenceと仮定する．したがって，共通零点集合

Z = Vc(I)は有限集合である．

共通零点集合 Zに台をもつ代数的局所コホモロジ一群

塵 (K[x])= lim Ext及[x](K[x]/げ）k,K[x]). 
K→OO 

と，その元叩,=[1i・切］を考える．零点 (3E Zにおける留数写像は代数的局所コホモ
ロジー類のみによって決まる．すなわち， Res13(l~iJ = Res13(匹pdx)である．

準素イデアル分解 f= Ji n I2 n・ ・ ・n INと零点集合の既約分解 Z= Z1 U・・・UZNが

対応するが (Z入=Vc(I入）），このとき代数的局所コホモロジ一群もまた直和分解する．

H飼(K[x])= H仇i(K[x])① ・..① H長入l(K[x]) EB・・・ ① H長t](K[x])
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よって， Upしま，

叶＝びF,l+・・・十びい＋・・・十びF,£, 叶，入 EH国(K[x])

と表される．特に,(3 E Z入ならばRes/3(悴びpdx)= ResfJ(<pびF,.xdx)となる．よって留数

写像は既約成分z入ごとに考えてよい．
いま，素イデアル《パの生成系 {h1,... , hn}をひとつとる．代数的局所コホモロ

ジー類

仇=[h1h2~>-.. hJ EH桐(K[x]), (1入=det鳳Lj)
を， z入に台をもつデルタ関数という．このとき， H長入l(K[x])はD加群としてデルタ関
数炒入で単項生成されることが知られている．つまり，

びぃ =T}豆z入

となる偏微分作用素 TF,入EDれが存在するが（記号＊は形式随伴），このとき

cpdx 
Res13 ( )  = Res13 (匹pdx)
Ji"・fn 
= Res13(匹 F,入dx)

= Res13 (cp• (T}, 入鯰）dx) 

= Res13((TF, 氾） ・6z入dx)

= (TF,>-'P)lx=/3 

(1) 

であるから， TF,入は (3E Z入における留数写像を与える偏微分作用素となっている．し

たがって留数写像全体は，既約成分と偏微分作用素の組の集合

{(TF, 入，z入） I入=1,2,... ,N} 

によって記述されると考えてよい．

さて，式 (1)を満す偏微分作用素 TF,入はどのようにして求めればいいだろうか．それ

を実現するのが，ネーター作用素と零化イデアルである．

3 準素イデアルとネーター作用素

この節では， J=〈91,... ,g砂は K[x]上の零次元準素イデアルとする．このとき，準

素イデアル Jと素イデアル JJの関係を偏微分作用素を用いて表すことができる．つま
りJの重複度を

m = dimK(K[x]/ J)/ dimK(K[x]/辺）
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とすると，閲係式

J = {h E K[x] I L1h, L叫，...,Lmh E VJ} 

を満す m個の偏微分作用素 L1,L2, ... , Lm E Dnが存在する．この £1,£2,... ,Lmを

(L. Ehrenpreisの意味で）ネーター作用素という．さらに交換子を用いた次の補題が知ら

れている．

補題 1(cf. [2]). 偏微分作用素 PEDnが PJC v']を滴すための必要十分条件は

{Pg1,Pg公...,Pgμ} C辺かつ [P,叫JcVJ (i=l,2, ... ,n) 

である．

零次元準素イデアル Jが与えられたとき，ネーター作用素を具体的に計算したい．こ

こで，一般性を失わずに ord(L1):::; ord(い）：：：：：・・ ・:::; ord(Lm)および L1= 1と仮定し

てよい．いま， K[x]!v'J が体であることに注意して，ネーター作用素の張る K[x]!v'J—

ベクトル空間
m 

NT= NT(J) =④ (K[x]/辺）L, 
i=l 

とその部分空聞の族

NT(k) ={LE NT I ord(L)さk}, k = 0, 1, 2, ... 

を考える．先の補題より PENT(k)となる必要十分条件は，任意の 1S:: j S:: μ, 1 S:: i S:: n 

に対して
Pgj E紅かつ [P,Xi] E NT(k-l) (2) 

となることである．これはメンバーシップ問超の連立系であるから，シチジーを用いて解

くことができる．さらに， dim(K[x]/汀）NT=mであるから，十分大きな整数 rをとる

と， NT(r)= NTとなるので，高々 r回解けばよい．シチジーを用いたアルゴリズムに

ついては，文献 [7]のAlgorithm3を参照されたい．

ここでは高速化のために，未定係数法を用いて帰納的に計算するアルゴリズムを提案す

る．素イデアル J]のグレブナー基底を G={h1,... ,h社とする．さらに，代数拡大体

K[x]/J]のKベクトル空間としての単項式基底を{x-Y1, x-Y2, ... , x-Ye}とする．

まず初期ステップでは， L1= 1, NT(o) = K[x]/JJとできる．次に，第 Kステップ

では， NT(k-1)のモニックな基底が{L1, L2, ... , Lt}だったとする．

P=  L Laj,aX噸 a
lal-<::kj=l 
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と置く．先の補題より，未定係数 aj,a,Ci,j,aに関する連立方程式

こ立，a加 (x噂⑯）） =0 
lal:S:k j=l 

t£  

こ立，a加 ([x祈，叫）+Lど i,j,a血 (x'jLi)= 0 
lal~k j=l i=l j=l 

が得られる.nfcは，グレブナー雄底 Gによる正規形である．ただし記号を拡張して，

多項式 fに対して， nfc(f加）：=nに(f)かとする．この連立方程式の解で K階項が消

えないものを用いて， NT(k)¥ NT(k-l)の元を構成できる．

最後に帰納法の終了条件は， dim(K[x]/v'J) NT(k) = m となったときである．以上よ

り，未定係数法によるアルゴリズムが構成できた．

4 零化イデアル

多項式列 F= {J1,f2, ... ,fn} C K[x]をregularsequenceとする．代数的局所コホ

モロジー類叶 EH伽(K[x])の零化左イデアル AnnDn(叶） ={PE Dn IP叶=O}を
求めたい．ここでは， Dnにおけるグレブナー基底による一般的な方法ではなく，計算量

の観点から，多項式環のグレブナー基底を用いた再帰的な計算法について述べる．

まず非負整数 Kに対し， A(k)= {P E AnnDn (叶)I ord(P)さk}と置く.A(k)は

K[x]加群である．まず，びF の定義から，任意の JiE Fに対して， Jiびp=Oを得る．
つまり， A(O)=〈F〉(=I)である．さらに A(k)については次の補題が成立する．

補題 2.PE Dnとする．もし pE A(k)ならば， [P,f」EA(k-1)である．逆に，すべ
ての 1さi:Snについて [P,Ji] E A(k-l)ならば，ある多項式 cE K[x]が存在して，

P+cEA(k)となる．

零化作用素 PEA(k)から，零階項を除いた作用素 P'をPの主部ということにする．

明らかに [P,fi]= [P',fi]であるので，この補題は Pの主部の性質について述べたもの

である．つまり主部はメンバーシップ問題の連立方程式

[P, Ji], [P, hl, ... , [PふlE A(k-1) 

の解である．したがって，シチジーを用いて解を求めることができる．さらに後半では，

主部から零化作用素が構成できることを主張する．この部分についてもシチジーが利用で
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きる．零化作用素の具体的な計算法については，文献 [4]の Algorithm4,5を参照され

たい

5 計算アルゴリズム

既に述べたように多項式列 F= {fぃh,... ,fn}がregularsequenceのときに，代

数的局所コホモロジー類叶=[Ji,~-JJ を考える. K[x]イデアル I=〈F〉の準素イデア

ル分解J= Ji n I2 n・ ・ ・n INに対応して，零点集合の既約分解 Z= Z1 U Z2 U・ ・ ・U ZN 

と代数的局所コホモロジー類の分解

びp=びF,l+びF,2+・・・十びF,N

が生じる．われわれの目標は叶，入=TF,>..8Z入を満す偏微分作用素TF,入を具体的に構成

することである．前節までに述べた方法により，それぞれの NT(Iりと，ある rまでの

A(rlを具体的に求めることができる．

まずデルタ関数の定義から，その零化左イデアルは， AnnDn(8zJ= DnJ冗である．

よって， TF,入は Dnmod DnJパの元であると解釈できる．

Fのヤコビ行列式 JF= det (瓢：：：：幻）と準素イデアルムの重複度 m入を考えよ

うこのとき，次のことが知られている．

定理 1([4, 8]). TE H長入l(K[x])とする.AnnDれ（叶） C AnnDn (T)かつ Jげ =m入心，入

ならば， T=叶，入である．

定理 2([4]). あるモニックな偏微分作用素 S*E Dnと多項式 hEK[x]が存在して，次

のふたつが同値となる．

(1)びF,入=S*h仇．

(2) J益 *h-m入EDn.ff>., 

定理 3.準素イデアルムのネーター作用素を L1,L2,... ,L…とし，凡=Lf (i = 

1, 2, ... , 叫）とするとき，

r; 豆z入 ESpanK仇 (K[x]/v'Y;)紐 Ii = 1, 2, ... , m>--} 

となる．

以上のことから，既約成分z入において，偏微分作用素 TF,入は次の手順で計算でき
る．まず，十分大きな rまでの Aけ）を求めておく．次に K[x]/J冗の Kベクトル空間
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としての単項式基底と， NT(I入）の基底{Li, L2, ... , Lrn>-}を求める．次に未定多項式

s1, s2, ... , Srn>.-1 E K[x]/ぷによって，

雰，入三 Rm入十Rm入一1Srn>.-1(x)+・ ・ ・+ R2s2(x) +釘(x). (mod Dn J冗）

と憧<.A万ぃ={O}であるから，メンバーシップ問題

Aけ）汎，入 CDnぷ

を得る．これを未定係数に関する連立方程式と解釈し，解く．解の存在は保証されている．

次に，未定多項式 hE K[xl/✓ パをとり，メンバーシップ間題 JpS*h-m入 EDn✓パ

を考える．これを未定係数に関する連立方程式と解釈し，解く．最後に， TF,入=S}, 入h

としたものが求める偏微分作用素である．
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