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Abstract 

We proposed a new algorithm for factoring parametric univariate polynomial over finite field 
by extending the Niederreiter algorithm. Our algorithm computes many pairs of factorization and 
parametric constraint that are in a form similar to comprehensive Griibner system. 

1 はじめに

近年，パラメータを含む多項式の計算が様々な分野に応用されるようになり，それぞれのアルゴリズム

の効率化などの研究が盛んに行われている。例えば， comprehensiveGrabner system (CGS)は， 1992年

にWeispfenningによって提唱 [Wei92]され， 2000年代の Suzuki-Satoalgorithm[SS06]を契機にする様々

な研究により汎用的で効率的な計算が可能となっている。 parametricGCDもCGSに前後して研究が進め

られ，長坂 [Nagl7]やKapurら[KLM+1s]などによって多変数多項式への一般化や効率的な計算ができる

ようになり，一部の数式処理ソフトに実装されるようになった。しかしながら，パラメータを含む多項式の

計算のうち，因数分解には実際に計算が可能なアルゴリズムの先行研究が見られない。そこで本発表では，

有限体上でのパラメータを含む 1変数多項式の因数分解について考察した。なお，発表後での質疑応答に

おいても話題となったが，パラメータを含む 1変数多項式の整域上での因数分解はヒルベルトの第 10問題

に関連するため，パラメータを含まない因数分解とは異なり，本発表で扱った有限体上のアルゴリズムから

ただちに整域上の因数分解が可能となるわけではないことに留意して欲しい。

1.1 記法及びparametric factorizationの定義

k を標数p,位数q=が(tEN)の有限体， LをK の代数閉包とする。また， ~KをK における同伴，
~LをLにおける同伴の記号とする。 ii=u1, ... , uれをパラメータとし， K[丑］をaを変数とする K上の多
項式環， K[司[x]をxを変数とする K岡上の多項式環とする。また， L[x]も同様に xを変数とする L上の

多項式環とする。
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Ji, ... Jr E K[u]により生成される K[u]のイデアルを〈Ji,・・・,fr〉で表し，イデアルIcK[司のアフィ
ン多様体を V(I)で表す。つまり， V(I)= {(a1, ... ,anJl E Ln I VJ EI, f(a1, ... ,an)= O}である。パ

ラメータ 0の制約条件 (Lnの部分集合）を， (E,N) = V(E) ¥ V(N) c L尺S1,... ,Sr,tl,・・・,t£EK国］，

E=〈S1,... , Sr〉,N=〈t1,... , 打〉で表し，これを parametricconstraintと呼ぶ。 aELnに対して，各

Uiへa;を代入する操作に対応する写像を咋： K[町→Lとし，特化準同型と呼ぶ。また， xに関する多項
式としての各係数多項式に四を適用することで， O"a:K[司[x]→L[x]と自然に拡張しておく。
絶対因数分解ではない一般の因数分解では，与えられた係数体（ないしは係数環）により結果が異なる

ため，特化準同型を制限する必要がある。そこで， parametricconstraint Aに対して，その特化準同型に

よる因数分解すべき多項式fの像が元の有限体K上にのみ写されるようなパラメータのみを集めた集合を

Atと定義する。すなわち， A1= {aE A I咋(/)E K[x]}である。

定義 1( parametnc factonzat10n) 

--し,Ai CSはparametncconstraintであり，SC  Lnに対し， F= {(A1,F1), ... ,(At, 凡）｝とする。ただ

Fi= IT;; らfo,/ij EK岡[x]とする。このとき，以下の条件を満たすならば， Fを多項式fEK岡[x]のS
上のparametricfactorizatonと呼ぶ。

1. S=UいA,

2. ¥/aE Aゎ四(fo)E L[x]は， K上既約な多項式に L上同伴

3. ¥/a E (A,)ゎ四(!)~L  n; し1aa(fo) • 

1.2 有限体上の因数分解アルゴリズム

parametric factorizationを求めるアルゴリズムは，パラメータを含まない有限体上の因数分解アルゴリ

ズムをパラメータに対応できるように拡張する形で構成する。ベースとなるアルゴリズムは，パラメータ

の条件分岐の数が多くなることを避けるため，使われている性質や演算に注視し選択しなければならない。

本発表では，次の 3つのアルゴリズムについて検討し， Niederreiterアルゴリズムを選択した。

Cantor-Zassenhausアルゴリズム [CZ81]

distinct degree factorization (DDF)と呼ばれる，多項式を次数が等しい既約因子からなる多項式の

因子の槙に分解するアルゴリズムと， equaldegree factorization (EDF)と呼ばれる， DDFで得られ

た既約因子からなる多項式を既約因子に分解するアルゴリズムから構成される。計算量が小さく高速

とされるが，確率的アルゴリズムであり，このアルゴリズムを直接拡張するのは簡単ではないと考え，

今回は選択しなかった。

Berlekampアルゴリズム [Ber67]

Petr-Berlekamp行列という行列を構成し，その解空間の基底を求め，甚底多項式と因数分解すべき

多項式との GCD計算を行うことで因子に分解していくアルゴリズムである。決定的アルゴリズムで

あり， Cantor-Zassenhausアルゴリズムと同じくよく用いられている。しかしながら，行列の構成時

に多項式剰余演算が必要なため，本発表ではパラメータに関する条件分岐がより増えてしまうことを

懸念し，今回は選択しなかった。

Niederreiterアルゴリズム [Nie93]

Berlekampアルゴリズムと同様に， Niederreiter行列という行列を構成し，その解空間の基底を求め，

GCD計算を行うことで因子に分解していくアルゴリズムである。特徴として， Berlekampアルゴリ
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ズムと異なり，行列構成時に多項式剰余演算を必要としない。このため，係数にパラメータを含む多

項式の分解に適すると考えられる。

本発表でパラメータを含む多項式に対応する形へと拡張する Niederreiterアルゴリズムは，大きく次の3

ステップに分かれている。これらそれぞれのステップにおいて，パラメータヘの対応が求められる。

1. 因数分解すべき多項式に基づき，その Niederreiter行列Nの構成

2. (N-E)の解空間の基底を求める (Eは単位行列）

3. 基底多項式と因数分解すべき多項式との GCD計算などで既約因子を導出

なお， Niederreiterアルゴリズムは因数分解すべき多項式の無平方性を必要としないが，第 3ステップの

GCD計算に大きく影響を与えるため，本発表のアルゴリズムでは，事前に無平方分解を行うこととした。

2 parametric factorizationのアルゴリズム

2.1 無平方分解と解空間のパラメータヘの拡張

前述のように，本発表でベースとする Niederreiterアルゴリズムは，無平方分解，解空間の韮底計算，

GCD計算，を必要とするため，パラメータを含む多項式の場合の無平方分解，解空間の基底計算， GCD

計算について定義しておく。なお，再度後述するが，解空間の基底計算と GCD計算のパラメータを含む多

項式への拡張は，先行研究が存在する。

定義 2(parametric squarefree decomposition) 

Scかに対し， F= {(A1,Fi), ... ,(At,Ft)}とする。ただし ACSはparametnc constramtであり，
F; = ((fo, 1), ... , (f;r, ぷ））， foE K[il] [x]とする。このとき，以下の条件を満たすならば， Fを多項式

f EK位][x]のS上のparametricsquarefree decompositionと呼ぶ。

1. S = Uf=lA, 

2. 畑 E(A;)ゎ四（ん） EL[叫は， L上で無平方かつgcd(cra(fo),四(J心） = 1 (j・ヂ k)

3. 流 E(A;)J, 咋(f)~L  TI如咋(fい • 
定義 3( parametric solut10n space (cf. [Sit91]}} 

Scかに対し， Z= {(A1広），..., (Ac, Zc)}とする。ただし， AiCSはparametricconstraintであり，

公={o, 恥..., 弘，も EK[町とする。このとき，以下の条件を満たすならば， zを同次線形方程式
C五=0C 

→ } 

, E K[fI]"XrのS上のparametricsolution spaceと呼ぶ。

1. S = uf=1A, 

2. Vi1,E Aiに対し，｛咋（元），．．．，咋(Zid,)}は， L上の同次線形方程式四(C}豆=0の解空間の基底 • 
定義 4(parametric GCD (cf. [KLM+1s])) 

Scかに対し， G= {(A直 1),... , (Aか但）｝とする。ただし， AiCSはparametricconstraintであり，

9i EK[叫[x]とする。このとき，以下の条件を満たすならば， Gを多項式F= {!1, ... , fs} CK[川［叫の S

上のparametricGCDと呼ふ。

1. S = uf=1A, 

2. VaE A; に対し，四(g,)は｛四(Ii),... , 四(J』}の GCD • 
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2.2 アルゴリズムの概要

前述の通り，事前に無平方分解を行った上で， Niederreiterアルゴリズムを用いてパラメータを含む多項

式の因数分解を行うため，全体のアルゴリズムは次の 4つのステップから構成される。

1. 因数分解すべき多項式の parametricsquarefree decompositionを求める

2. 無平方因子に対して，その Niederreiter行列 Nの構成

3. (N-E)のparametricsolution spaceを求める (Eは単位行列）

4. 基底多項式と無平方因子との parametricGCD計算などで既約因子を導出

以下では，これらについてそれぞれの計算について概要を述べていく。

parametric squarefree decomposition 

有限体上の無平方分解を，パラメータを含む多項式に対応する形に拡張していくことで， parametric

squarefree decompositionを計算するアルゴリズムを与える。本発表では，主に次の 3つの計算を用

いる Yunのアルゴリズム [Yun76]を拡張した。

• GCD計算

• 多項式除算

• 多項式のp乗根

これら 3つの計算を，パラメータを含む多項式に対応する形に拡張しなければならない。このうち上

の2つは [KLM汀8]や [Mon02]などの先行研究の方法で計算可能である。他方，多項式のp乗根に

閲しては特別な扱いが必要ではあるが，パラメータを含まない場合と同様に求めることができる（証

明については割愛するが， parametricconstraintとして， A;ではなく (A山を用いる必要がある）。

Niederreiter行列の構成

Niederreiter行列の構成に必要な計算は，多項式を q乗することと，それぞれの係数を取り出して行列

の要素に格納するだけである。従って，パラメータを含む多項式であっても特に変更は必要としない。

parametric solutmn space 

パラメータを含む行列を伴う線形方程式は， parametricsystem of linear equations (PSLE)と呼ばれ

[Sit91], 同論文で計算方法が提案されている。本発表で定義したparametricsolution spaceは， PSLE

を同次線形方程式に限定して簡易化したものである。どちらにせよ，既知の方法で計算可能である。

parametric GCD 

最後のステップでは， parametricGCDを繰り返し計算することで既約因子を求めるが，前述の通り，

parametric GCDは既知の方法 [KLM+1s]で計算可能である。

3 例

最後に計算例を紹介する。多項式!=丑 +u1企 +u匹＋附€凡[u1,四][叫について因数分解を行う。
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parametric squarefree decomposition 

このステップで与えられた多項式は，次の形に無平方分解される。

{ ((〈O〉,〈U由—町〉），｛企 +u1企 +u匹＋叫），
((〈U1〉,〈U2〉)，{(x+ui)(x+u2)3}),

((〈ul,u2〉,〈1〉)，｛砂｝），

((〈U2+ 2>,<u~+2u1〉)，{(x+u1)(x+l)3}),

((〈U2+ 2,ul + 2〉,〈1〉)，{(x+1)4}) } 

このうち，最初のペア((〈O〉,〈U四2-Uり），{x4+ U1丑+u四十附｝）以外は，既に 1次因子の積に分

解されており，以後のステップの計算は不要となる。そのため，以下では最初のペアについてのみ計

算していく。

Niederreiter行列の構成

parametric squarefree decompositionの最初のペアに含まれる無平方な多項式が+u1企+u匹+u1

に関して，その Niederreiter行列を作成する。この多項式は4次なので以下の 4x4行列となる。
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parametric solution space 

Niederreiter行列Nに対して，線形方程式 (N-E)五=0を解き，そのparametricsolution spaceを

求めると，次の基底が得られる。
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parametric GCDによる既約因子の確定

得られた基底に基づく基底多項式と，元の多項式 f(x) (今回の例では， x4+ U1丑 +u四十u1)と

のGCDを複数回計算することで因子を取り出せる。この GCD計算の結果により，パラメータの条

件は分割 (2つの parametricconstraintに分解）され，与式が既約のペアと，可約となるペアが得ら

れる（可約となるペアの結果は（（〈四+1, U1 + 1〉,〈1〉),{(丑+1)(丑+U1X + 2)})である）。よって，

与えられた f(x)のparametricfactorizationは，次式となる。

{ ((〈0〉,〈U西— m〉)，｛企 +u1企 +u四十 ui}),
((〈u2+ l,u1 + 1〉,〈1〉)，{(x2+ l)(x2 + U1X + 2)}), 

((〈U1〉,〈U2〉)，{(x+u1)(x+u2)3}),

((〈ul,u2〉,〈1〉)，｛丑｝），

((〈U2+ 2〉,〈U子+2u1〉)，{(x+u1)(x+1)3}),

((〈U2+ 2,ul + 2〉,〈1〉)，{(x+1)4}) } 
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